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Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlecht Null, 
eine Revision und Erweiterung der Poincare'schen Satze. 



Von 
Ernst Rittek in Cassel. 



Einleitung. 

Nachdem man durch das Studium der Kreisbogenpolygone und 
insbesondere durch das Beispiel der elliptischen Modulfunctionen auf die 
Existenz einer ganzen Classe allgemeinerer eindeutiger Functionen einer 
Variablen aufmerksam geworden war, die bei einer gewissen Gruppe 
linearer Substitution en der Veranderlichen in sich selbst ubergehen, 
ist es das Verdienst des Hrn. Poincare, die Theorie dieser Functionen 
in allgemeinster Weise in Angriff genommen und namentlich explicite 
Bildungsgesetze fur dieselben in Gestalt convergenter unendlicher 
Reihen angegeben zu haben*). 

Wenn ich nun nach jenen epochemachenden scharfsinnigen Ver- 
offentlichungen des genannten Autors mich doch unterfange, denselben 
Gegenstand nochmals aufzunehmen, so geschieht dies, weil ich hoffe, 
durch Hereinziehen gewisser neuer Gesichtspunkte und formeller An- 
satze nicht nur die Entwicklungen und Resultate Poincare's in ein 
helleres Licht zu stellen, sondern auch die ganze Theorie zu vertiefen 
und zu erweitern. 

Hierbei handelt es sich zunachst um eine Revision der wenig 
systematischen und den Zusammenhang der einzelnen Satze untereinan- 
der nicht klar genug hervortreten lassenden Darstellung Poincare's von 
dem Standpunkte der geometrischen Fundionentheorie aus. Fur diese 
meine functionentheoretische Betrachtungsweise waren insbesondere die 
Ideen massgebend , welche Hr. F. Klein in seiner Abhandlung: „Neue 
Beitrage zur Riemann'schen Functionentheorie" (Math. Ann. 21, 1882) 
zur Grundlage der Theorie der automorphen Functionen macht. 

Ich trenne dabei, im Gegensatz zu Hrn. Poincare, scharf das, 



*) Comptes rendus: 1881. I. p. 333, 395, 859, 957, 1198, 1274; II. p. 1484. 
1882. I. p. 163, 1038, 1166; II. p. 626. — Mathematisohe Annalen Bd. 19, 20 
(1881—82). — Acta mathematica, Bd. 1 (2 Abh.), 3, 4, 5 (1882—84). 
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was aus den allgemeinen Principien folgt, von dem, was der beson- 
deren Darstellung dieser Functionen durch Reihen von automorphem 
Bildungsgesetze angehorfc. Denn in Wahrheit iiberschatzen die fran- 
zosischen Mathematiker das Verdienst der Darstellung durch die Poin- 
care'schen O-Reihen. Z. B. die Existenz der automorphen Functionen, 
glaubt Hr. Poincare, kbnne man nur durch seine explicite Darstellung 
beweisen , wie er dies unumwunden ausspricht sowohl am Schluss seiner 
Abhandlung: ,,Memoire sur les fonctions fuehsiennes" (Acta math. Bd. 1), 
wie in seiner Schrift: „Notice sur les travaux scientifiques de H. Poin- 
care", Paris 1887 (Seite 19, Zeile 14 v. u. bis 5 v. u.). An beiden 
Stellen ist er in Folge einer ungenauen Kenntniss der einschlagigen 
Untersuchungen der Hrn. H. A. Schwarz und C. Neumann der 
Meinung, dass man die Existenz der automorphen Functionen nur im 
symmetrischen Falle aus den bewiesenen allgemeinen Existenzsatzen 
herleiten konne , obwohl schon damals Hr. Klein in Bd. 21 der Mathe- 
matischen Annalen (Schluss des § 8) die wahre Sachlage auseinander- 
gesetzt hatte. Ich verwende daher einen grosseren Abscbnitt im ersten 
Theile meiner Arbeit auf den Nachweis, dass das richtig verstandene 
Beweisverfahren von Schwarz und Neumann sicb ohne Weiteres auf 
unsern Fall ubertragen lasst. — Ja Hr. Humbert*) geht sogar so weit, 
dass er vermittelst der Satze iiber die automorphen Functionen, die 
doch erst Anwendungen oder andere Ausdrucksweisen fur die Riemann'- 
schen Satze iiber die algebraischen Functionen sind, riickwarts wieder 
die algebraischen Satze beweist; denn etwas anderes ist es nicht, 
wenn er vermittelst der automorphen Functionen die algebraischen Curven 
untersucht. Uebrigens beziehen sich diese Humbert'schen Arbeiten 
wesentlich auf hoheres Geschlecht, und kommen also bei meiner vor- 
laufigen Beschrankung auf das Geschlecht noch nicht in Betracht. 

Ausserdem ist es aber noch ein neues Princip, dessen Einfiihrung 
die wahre Natur der Poincare'schen „fonctions tbetafuchsiennes" bezw. 
„fonctions thetakleineennes" mit besonderer Klarheit erkennen lasst, ich 
meine die Anwendung homogener Variablen, wie sie von Hrn. F. Klein 
in diesen Theil der Functionentheorie eingefuhrt ist**). Dieselbe ge- 

*) Humbert: Application de la the"orie des fonctions fuehsiennes a l'e'tude 
des courbes alge"briques. (Journ. de Math. se"r. 4 , t. 2. 1886). Einen ahnlichen 
Standpunkt nimmt Hr. Biermann ein (Berichte der Wiener Akademie XCII, 1885). 
Andererseits entwickelt Hr. Phragm^n neuerdings von sich aus gerade diejenigen 
Ideen betr. die Existenzbeweise , von denen Hr. Klein 1. c. 1882 ausgegangen war 
(Acta mathematica, Bd. 14, 1890: Remarques sur la theorie de la representation 
conforme p. 227—229). 

**) Siehe insbesondere die von Hrn. Fricke bearbeiteten Vorlesungen Hrn. 
Klein's fiber elliptische Modulfunctionen , Bd. I, Schlussbemerkungen (1890), wo 
iiberhaupt der Unterschied der Klein'schen und der Poincare'schen Betrachtungs- 
weise dargelegt wird. 
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stattete mir, statt der Poincare'schen Functionen eine allgemeinere 
Classe von Formen zu betrachten, von denen die Poincare'schen 0- 
Functionen nur einem speciellen Falle entsprechen, namlich die un- 
eigentlich automorphen Formen, d. h. solche Formen, welche bei 
Anwendung einer Gruppe ganzer binarer Substitutionen der homogenen 
Variablen sich nur mit constanten Factoren multipliciren. Die Auf- 
stellung dieser Formen und die allgemeine Untersuchung ihrer Eigen- 
schaften ist wesentlich neu, und nimmt den zweiten Theil meiner 
Arbeit ein. 

Im dritten Theile endlich schliesse ich mich etwas enger an die 
Poincare'schen Untersuehungen an, indem ich zeige, dass man auch 
diese allgemeineren (uneigentlich automorphen) Formen durch Reihen 
darstellen kann, welche Poincare's 0-Reihen entsprechen, und dass 
von diesen Eeihendarstellungen ganz analoge Satze gelten , wie von den 
urspriinglichen Reihen , naturlich mutatis mutandis. Dieser letzte Theil 
ist zugleich eine Revision der Poincare'schen Reihenentwicklungen vom 
formentheoretischen Standpunkte aus , welche zeigen soil, wie viel ein- 
facher und ubersichtlicher sich alle Formeln und Satze gestalten, wenn 
man nicht, wie Poincare, einem Punkte, namlich dem oo-fernen Punkte, 
eine uberfltissige Sonderstellung zuweist; dieser letzte Theil hat daher 
nicht nur den Zweck der Verallgemeinerung der Poincare'schen Ent- 
wickelungen, sondern auch den Zweck, dieselben fur directe formen- 
theoretische Untersuehungen anwendbar zu machen. Denn in der That 
bereitet es zunachst oft grosse Miihe, aus den Satzen des franzosischen 
Mathematikers das Wesentliche von dem abzusondern, was auf Rech- 
nung des oo-fernen Punktes zu setzen ist. — Dabei habe ich mich 
naturlich gar nicht im Einzelnen an den Gang Hrn. Poincare's binden 
konnen , so dass die Congruenz mit ihm nur eine sachliche ist. 

Die Beschrankung auf das Geschlecht ist nur eine vorlaufige, 
durch Riicksichten der Einfachheit und leichteren Verstaridlichkeit 
gebotene. Andererseits ist auch die Theorie der „fonctions zeta- 
fuchsiennes" und „fonctions zetakleineennes" einer ganz entsprechenden 
formentheoretischen Behandlung fahig, wie diejenigen der 0, und 
ermoglicht auch bei ihnen manche sachlichen Erweiterungen und Ver- 
allgemeinerungen. 

Da ich im Folgenden nicht nur allgemeine Ideen meines hoch- 
verehrten Lehrers, des Hrn. Prof. F. Klein, in ausgiebiger Weise 
verwerthe, sondern haufig auch specielle Untersuehungen und Ergeb- 
nisse der von ihm in Gottingen von 1890 — 1891 gehaltenen Vorlesungen 
um des Zusammenhanges und des Versfandnisses willen ansfuhrlich 
wiedergeben muss , so will ich , um nicht fortwahrend dieselben Citate 
einfugen zu mussen, diese Quelle stets durch ein (K) andeuten. 
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I. Theil. 
Functionentheoretische und gruppentheoretische Grundfoegriffe. 

§ I- 
Fundamentalbereicli und Gruppe einer automorphen Function vom 

Geschlechte 0. 
Es sei in der Ebene einer complexen Variablen £ ein gewisser 
schlichter, oder sich selbst theilweise uberdeckender Bereich gegeben 

(Fig. 1), welcher durch einen aus 
2wStticken bestehenden zusarnmen- 
hangenden Curvenzug begrenzt ist. 
Dieser Bereich werde dadureh zu 
einer geschlossenen Mannigfaltig- 
keit im Sinne des Hrn. F. Klein 
' a * („Neue Beitrage zur Riemann'schen 
Functionentheorie". Math. Ann. 21) 
class immer je zwei aufeinander- 
folgende Randstiicke vermoge einer 
loxodromischen , elliptischen oder 
parabolischen linearen Substitu- 
tion *) zusammengeordnet sind, 
welche einen ihrer Fixpunkte in der von den beiden Randstiicken ge- 
bildeten Ecke besitzt. Diese n linearen Substitutionen sollen der Be- 




Kg. 1. 



*) Im Falle einer hyperbolischen Substitution wiirde der Bereich an der 
betr. Stelle nur scheinbar, in Folge einer unzulassigen Zerschneidung der Mannig- 

f'altigkeit, geschlossen sein. (Vergl. 
Klein: Ueber den Begriff des func- 
tionentheoretischen Fundamentalbe- 
reiches. Math. Ann. Bd. 40, 1891). In 
Wahrheit kann man die scheinbare 
Ecke durch eine sog. erlaubte Ahande- 
rung des Bereichs leicht in eine offene 
Stelle verwandeln, und sieht dann, 
dass der Bereich jenseits dieser offenen 
Stelle entweder noch weitere Ecken 
besitzen, oder sich durch dieselbe hin- 
durch unendlich oft einen ringformigen 
Bereich iiberdeckend winden muss. 
(Fig. 2). Der erste Fall ordnet sich 
sofort, wenn er nicht einem hoheren 
p entspricht, meinen Betrachtungen 
J,. ein , den zweiten schliesse ich um der 

Einfachheit willen , da ich spater doch 
nur einfache Ueberdeckungen der Ebene in Rucksicht ziehe , von vornherein von 
der Betrachtuug aus. 
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dingung geniigen : S t S 2 ■ ■ ■ S n = 1 . Jeder der Punkte a 1 a 2 . . . a n ist 
dann fur sich ein Punkt der Mannigfaltigkeit, die mit bezeichneten 
Punkte dagegeri stellen nur einen einzigen Punkt derselben vor. Die 
Summe der Winkel an den Ecken muss in Folge der angegebenen 
Relation zunachst nur ein Multiplum von 2% sein, sie ist =2«, wenn 
man einen nieht singularen Punkt der Mannigfaltigkeit zum Punkte 
gewahlt hat, was immer moglich ist, und fur das Folgende stets voraus- 
gesetzt werden moge.. 

Die so definirte Mannigfaltigkeit ist eine solche vom GeschlecMe : 
man biege namlicb. den Bereich im Sinne der analysis situs so zusam- 
men, dass immer je zwei entsprechende Kanten je mit den entsprechen- 
den Punkten in Zusammenhang treten. Dann erhalt man eine un- 
berandete geschlossene Flache im Raum, und zwar bei unserem Bereiehe 
eine solcbe vom Geschlechte 0. Auf dieser entspricht dem urspriing- 
lichen Rande des Bereichs der §-Ebene ein Querschnittsystem, welches 
aus n von dem Punkte nach den Punkten 1, 2, . . ., n hinlaufenden 
Einschnitten besteht, Man sieht daraus zugleich, da man auf einer 
Mannigfaltigkeit vom Geschlechte mit n singularen Punkten immer 
ein solches Querschnittsystem construiren kann, dass unser ooen be- 
schriebener Bereich der l-Ebene der allgemeinste vom Geschlechte mit 
linearer Kantensusammenordnung ist. 

Unter einer automorphen Function des gegeben gedachten Funda- 
mentalbereichs verstehe man jetzt eine analytische Function von % , welche 
auf demselben durchaus eindeutig ist und keine wesentlich singularen 
Punkte besitat. *) Eine solche muss also insbesondere in entsprechenden 
Punkten des Randes gleiche Werthe besitzen. 

Um die analytische Portsetzung einer solehen Function zu erforschen, 
wende ich die Substitution Si, welche je eine Kante in die entsprechende 
Kante uberfuhren, dazu an, um den Fundamental bereich selbst zu 
reproduciren. 

Eine automorphe Function des Bereiches nimmt dann in alien 
Nachbarbereichen , wie in alien andern durch wiederholte Anwendung 
der Si entstehenden Bereichen immer wieder in jedem Punkte den- 
selben Werth an, wie in dem entsprechenden Punkte des Ausgangs- 
bereiches (Princip der analytischen Fortsetzung, Math. Ann. 21 1. c). 
Wir haben also Functionen von £, die sich bei gewissen linearen 
Substitutionen von t, reproduciren, — daher der Name automorphe 
Functionen. 



*) Beztiglich der Bedeutung dieser Einschrankung vergl. Klein-Fricke, 
Modulfunctionen I. p. 585 ff. Die so definirten Functionen konnte man im Gegen- 
satz zu allgemeineren Functionen mit wesentlich singularen Punkten im Funda- 
mentalbereiche algebraisch automorphe Functionen nennen; da ich mich aber hier 
nur mit solehen beschaftigen werde, moge der Zusatz „ algebraisch " wegbleiben. 
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Diese automorphen Functionen konnen zun'achst sowohl vieldeutig, 
wie eindeutig sein. Eben hierin liegt die grossere Allgemeinheit, die 
Hrn. Klein's Ansatz vor dem Poincare'sehen voraus hat; Hr. Poincare 
muss sich bei seinem Ausgangspunkte durchaus auf eindeutige Func- 
tionen beschr'anken , wie wir dies in der Folge auch thun , obwohl ein 
Theil unserer Betrachtungen , z. B. der Existenzbeweis, fur die all- 
gemeineren Falle unge'andert gttltig bleibt. 

Welche Bedingungen muss nun der Ausgangsbereich erfullen, damit 
die eugehorigen automorphen Functionen eindeutige Functionen ihres 
Argumentes t, seien? Offenbar ist hierfur npthwendige und hinreichende 
Bedihgung, dass die verschiedenen , im Allgemeinen unendlich vielen 
durch Vervielfaltigung aus dem Ausgangsbereiche entstehenden Bereiche 
die g-Ebene, oder auch nur einen Theil derselben, nur einfach iiber- 
decken, dass also jeder Bereich, der uberhaupt uber den Ausgangs- 
bereich hinubergreift, Punkt fiir Punkt mit ihm zusammenfallt (K). 
Zu dem Zwecke ist nothwendig, dass 

1) der Bereich selbst heinen Theil der Ebene mehrfach UberdecM, 

2) dass die Wirikel bei a 1} a 2 . . . u„ entweder aliquote Theile von 
2%, oder = sind, 

3) dass die Substitutionen S t , S 2 , . . ., S n sammtlich elliptisch oder 
parabolisch sind, von der Form: 



I in 



Sd f^-.".^, bezw. ft) T L-- J ±- + re . 

Diese Bedingungen sind aber tvohlverstanden noch lange nicht hin- 
reichend, ausser im Falle n = 3. Allgemeinere Fundamentalbereiche 
der geforderten Art sind von Hrn. Poincare als Fundamentalbereiche 
seiner „groupes fuchsiens" untersucht worden ; und daruber hinaus von 
Hrn. F. Klein durch seine Methode der Variation der Constanten und 
der Ineinanderschiebung erzeugt worden. Ich kann hier auf alle diese 
Fragen nicht naher eingehen, sondern nur diejenigen Eigenthumlich- 
keiten solcher Gebietseintheilungen hervorheben, welche functionen- 
theoretisch besonders wichtig sind. 

In diesem Sinne gebe ich entgegen den jedenfalls nur vorlaufigen 
Eintheiluugen des Hrn. Poincare eine solche Classification dieser Gebiets- 
eintheilungen, wie sie sich nach meiner Ansicht functionentheoretisch 
als nothwendig erweist. 

Da die Bereiche im allgemeinen in unendlicher Anzahl in der 
g-Ebene — oder besser, auf der g-Kugel — nebeneinander liegen, so 
miissen sie sich in gewissen Punkten in unendlich grosser Anzahl 
haufen, wobei sie selbst unendlich klein werden. Je nach der An- 
ordnung dieser Punkte, welche ich Grenzpunkte nenne, kann man 
folgende Arten von Gebietseintheilungen unterscheiden : 
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1) Gebietseintheilungen ohne Grengcurven: 

a) ohne GrengpunJcte , 

b) mit einem GrengpunMe , 

c) mit gwei Grengpunkten , 

d) mit unendlich vielen GrengpunMen. 

2) Gebietseintheilungen mit Grengcurven: 

a) Gebiet einfach gusammenhdngend, 

b) Gebiet von unendlich hohem Zusammenhccnge. 

Unter la) findet man nur die Gebietseintheilungen der regularen 
Korper : 

JL._JL-L_L. J__1J_. _1_LJ_. _L_LJ_ 

l, " 2 ' 2 ' n ' 2' 3' 3' 2 ' 3 ' T' Y» ¥ ' ¥' 
Fiir alle diese Fundamentalbereiche, und nur fur diese ist die Zahl 

- 1 -.21 (»-*)><>■ 

Zum Falle lb) fuhren nur folgende Zusamnienstellungen: 

— =— i i. 111. ill. ill. I I) 1 l 
l t 2 .' 2 ' oo ' 2 ' 3 > 6 ' 2 ' 4 ' 4 ' 3 > 3 ' 3 ' 2 ' 2 2 » ~2 ' 

Im Falle lc) miissen die -=- die Werthe baben: 

l i_ l_ J_ i_ 

it - * y 2' y 2 ' 

In diesen letzten beiden Fallen lb) und lc) ist 

und die zugehorigen automorphen Functionen lassen sich auf die ellip- 
tischen Functionen zuruckfiihren. 

Da die unter la), lb), lc) gehorigen Functionen schon langst 
eingehend untersucht sind, so werde ich im Allgemeinen mein Haupt- 
augenmerJc auf die ubrigen Falle richten, fur welche durchweg 

ist. 

In Betreff des Zusammenhangs des von den Bereichen uberdeckten 
Gebietes ist zu bemerken, dass man isolirte Grenzpunkte immer als 
Oeffuungen in dem Gebiete anzusehen hat, so dass das Gebiet nur in 
den Fallen la), lb), 2a) einfachen, im Falle lc) zweifachen, und in 
den Fallen Id) und 2b) unendlich hohen Zusammenhang aufweist. 

Besitst das uberdeckte Gebiet nur einfachen Zusammenhang, so 
sind die Relationen 
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^1^2 



S„ — 1, 



S li = 1 



die einsigen swischen den Erseugenden bestehenden Belationen. Zeigt 
aber das Gebiet hoheren Zusammerihang , so miissen noch weitere Bela- 
tionen bestehen, die alle nothwendig die Form haben: 



JJ S ^=^) 



Die ersten will ich primdre, die letztern aber, die nur bei hoherem 
Zusammenbange sicb finden, secundare Belationen nennen. 

Von einander unabhangige secundare Kelationen konnen nur in 
endlicber Zahl bestehen, da jede von ihnen die Zabl der Constanten 
der Gruppe mindestens um 1 verkleinern muss. 

§2. 
Die eindeutigen Functionen des gegebenen Bereicb.es und der Nachweis 

ihrer Existenz (K). 
Es sei irgend ein Fundamentalbereicb der oben beschriebenen Art 
gegeben. Als einfachste durch ihn veranlasste automorphe Function 
hann man eine solche auf ihm eindeutige Function ansehen, welche 
jeden ihrer Werthe auf demselben ein und nur einmal annimmi. Eine 
solcbe automorpbe Function, vorausgesetzt, dass sie existirt, will ich 
mit s bezeicbnen. 

Diese Function s wird dann das analytiscb leisten, was ich oben 
nur im Sinne der analysis situs durch Zusammenbiegen der Bander 

des Fundamentalbereichs be- 
wirkt hatte: namlich sie wird 
den Fundamentalbereicb der- 
art auf eine £-Ebene ab- 
\ bilden, dass dem Rande des Be- 
j reicbs ein Einschnittsystem, 
-'' wie in Fig. 3, und zusammen- 
gehorigen Punkten des Ran- 
des gerade gegeniiberliegende 
Punkte auf dem positiven und 
dem negativen Ufer des be- 
treffenden Einschnittes ent- 
sprechen. 

£ ist auf der so aufgescbnittenen s-Ebene eindeutig, und zwar 
sind alle seine Werthe durch die Punkte des gegebenen Fundamental- 
bereichs reprasentirt. Ueberschreitet man jedoch einen der Einschnitte 
so gelangt g in einen der benachbarten Bereiche. Bei unbegrenzter 
analytischer Fortsetzung ist daher § eine vieldeutige Function von s 
*) Vgl. Dyck: Gruppentheoretische Studien. Math. Ann. 20, p. 31 (1882). 




Kg. 
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und zwar entspricht irgend einem z in jedem der Bereiche der g-Ebene 
je ein Punkt, und diese Punkte gehen alle aus irgend einem derselben 
durch Anwendung der Substitutionen der Gruppe hervor. Wenn z 
eine Umkreisung etwa des Punktes e t in positivem Sinne ausfuhrt, so 
erleidet dasjenige g, welches im Ausgangsbereiche liegt, die Substi- 
tution Si, ein g, welches etwa in dem Bereiche T liegt, die Substitution 
T~ 1 S i T. Will man den Verlauf von g(#) durch eine Riemann'sche 
Flache fiber der #-Ebene versinnlichen , so hat man dieselbe so zu 
construiren, dass sie nur in den Punkten e,- verzweigt ist, und zwar so, 
dass in e, immer je l t Blatter cyklisch zusammenhangen. Bestehen keine 
secundaren Relationen, so sind dies die einzigen Blatterzusammen- 
h'ange. In jedem Falle ist die Riemann'sche Flache regular verzweigt, 
da jeder Bereich der g-Ebene, und also auch jedes Blatt der Rie- 
mann'schen Flache mit alien andern gleichberechtigt ist. 

Die Grenzpunkte des Polygonnetzes sind fur die Function #(g) 
wesentlich singulare Stellen. Sind die Grenzpunkte zu Grenzcurven 
geh'auft, so bilden diese letzteren naturliche Grenzen fur die Function 
#(g). Der Gultigkeitsbereicli der Function &(£) ist nur der von dem 
Polygonnetz UberdecMe Theil der t,-Ebene. 

Da mit Hilfe dieser Function s sich alle andern automorphen 
Functionen desselben Bereichs zusammensetzen lassen, wie wir noch 
naher ausfiihren werden, so kommt alles darauf an, die Existenz der 
Function z zu oeweisen. In welcher Weise ich hierin die Leistungs- 
fahigkeit der deutschen Functionentheorie zu vertheidigen habe, das 
habe ich bereits in der Einleitung auseinandergesetzt. 

Ich will den Beweisgang nur fur die hier in Betracht kommenden 
Specialfalle im Umriss angeben, also fur die automorphen Functionen vom 
Geschlechte 0; in alien allgemeineren Fallen ist ja das Verfahren das- 
selbe , nur dass man bei hoherem p unmittelbar nicht eine automorphe 
Function selbst, d. h. eine algebraische Function der Mannigfaltigkeit, 
sondern vielmehr ein Integral 2. Gattung darstellt, und aus solchen Inte- 
gralen 2. Gattung erst die automorphen Functionen linear zusammensetzt. 

Ich trenne g und z je in den reellen und imaginaren Theil: 

§ = £ + «■»?, s = x-\-itj. 

x ist dann ein logarithmisches Potential in der {%, y) Ebene, welches 
nur in einem Punkte des Fundamentalbereiches unstetig wird, wie 



Sft(- 



und welches den beiden Randbedingungen geniigt, dass in entsprechenden 
Punkten des Bandes sowohl das Potential x selbst, wie das conjugirte 
Potential y je dieselben Werthe besitst. 

Urn ein solches Potential zu finden , hat man nun einfach die Ent- 
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wickluugen, die Herr H. A. Schwarz und Herr C. Neumann*) fur 
geschlossene Flachen gegeben haben, zu iibertragen. 

Ich construire zu jedem der Eckpunkte a { einen Kreis, der durch 
die Substitution #,• in sich selbst verschoben wird, und also congruente — 
congruent nenne ich Punkte und ganze Figuren, die sich durch eine 
der Substitutionen derGruppe in einander iiberfiihren lassen, entsprechend 
einem schon in der Theorie der elliptischen Functionen tiblichen Sprach- 
gebrauche — Randpunkte verbindet **). Diese Kreise wahle icb so klein, 
dass sich keine zwei derselben schneiden. Ferner construire ich um die 
Punkte Si (Punkte der Fig. 4) einander congruente Kreise, die ich so 
klein wahle, dass sie keinen der Punkte a,- enthalten, und dass sie sich 
gegenseitig nicht schneiden. 1st dadurch noch nicht cler ganze Rand 
mit Kreisflachen iiberdeckt , so construire ich noch iiber den unbedeckten 
Stiicken, welche natiirlich paarweise congruent sind, Paare congruenter 
Kreise, welche so klein gewahlt sind, dass sie weder einen der Punkte 
«,• noch e f enthalten, noch einander schneiden. 

Ich behaupte zunachst: man hann ein Potential finden, welches 
sich innerhalb des schraffirten Gebietes der Fig. 4 stetig und eindeutig 

verhalt, an der innem, stark aus- 
gesogenen Begrensimg heliebig 
vorgegebene endliche Werthe ie- 
sitst und langs der dusseren Be- 
grensung den fur das Polygon vor- 
geschriebenen Grensbedingungen 
geniigt. 

Ich will der Einfachheit 
halber yoraussetzen , dass, wie 
in der Figur, die 2n 
und £j construirten 




urn « f 

Kreise ge- 

vollstandig 

irn andern 

nur eine 

unwesentliche Modification er- 

leidet. 

Die an den Eckpnnkten a ( liegenden schraffirten Kreisseetoren 
kann man conform auf Vollkreise abbilden, derart, dass sich die beiden 



niigen, den Rand 
zu iiberdecken, da 
Falle der Beweis 



Kg. 4. 



*) Schwarz: Monatsberichte der Berliner Academie. 1870, p. 767—795. 
Ges. Werke p. 144—171.— C. Neumann: Vorlesungen fiber Riemann's Theorie 
der Abel'schen Integrate. 2. Aufl. 1884. — Klein-Fricke: Vorlesungen fiber 
elliptische Modulfunctionen I , p. 492 ff. 

**) Im Falle eines elliptischen Eckpunktes schliesst ein solcher Kreis natiirlich 
den Eckpunkt ein (a 2 in Fig. 4) , durch einen parabolischen dagegen geht er hin- 
durch (a, in Fig. 4). 
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von ai auslaufenden Begrenzungen gerade mit entsprechenden Punkten 
zusammenschliessen , und dass das in's Polygon fallende Kreisstiick 
Ai'Ai'Ai" in die Peripherie des Vollkreises ubergeht. Diese Abbildung 
wird durch die Function 

bezw., wenn «,> eine parabolische Ecke ist, durch 



geleistet. Infolgedessen kann man fur jeden der Sectoren ein Potential 
construiren , welches langs des Kreisbogens A { = A/ + A" + -4/" 
vorgegebene Werthe besitzt, und langs der beiden Radialcurven die 
beiden Grenzbedingungen des Polygons befriedigt. 

Die entsprechende Aufgabe kann man fur die Gesammtheit der 
Sectoren an s t) s 2 , . . . e n losen, namlich ein Potential zu finden, das 
langs der in das Polygon fallenden Kreisbogenstucke J5, = B{-\- J?/'+ B"' 
vorgegebene Werthe annimmt, und langs der Begrenzung des Polygons 
den Randbedingungen desselben geniigt. Man ubertrage namlich ein- 
fach durch die betreffende lineare Substitution jeden der an £ 2 ,s 3 ,...i„ 
liegenden schraffirten Sectoren auf den congruenten Sector des urn e 1 
beschriebenen Vollkreises, bilde fur diesen dasjenige Potential, welches 
langs der Begrenzung desselben diejenigen Werthe annimmt, die auf 
den entsprechenden Bogenstucken B t im Innern des Polygons vor- 
geschrieben waren, und ubertrage das so gefundene Potential wieder 
riickwarts in die schraffirten Sectoren bei s 2 , £ 3 , . . . s n . 

NuDmehr habe ich die Mittel, urn den „Grenzubergang durch 
alternirendes Verfahren" von Hrn. H. A. Schwarz anzuwenden be- 
hufs Auffindung eines Potentials, das langs der Stucke Ai' und Bl' 
beliebig vorgegebene Werthe besitzt, und langs des Polygonrandes 
die vorgeschriebenen Randbedingungen befriedigt. 

Ich construire zuerst fur jeden der Sectoren bei «< ein Potential, 
welches bei A" die vorgegebenen Werthe ai, langs Ai, A-" beliebige 
Werthe, wir wahlen die an den betreffenden Endpunkten von A { " 
vorgeschriebenen , besitzt. 

Diese analytisch allerdings nicht zusammenhangenden Potentiale 
bezeichne ich mit dem gemeinsamen Namen x , so dass x in jedem 
der n Sectoren das eben fur diesen construirte Potential bedeutet; 
x ist dann in jedem Sector ein Mittelwerth aus den Werthen des zu- 
gehorigen a,-. 

x nimmt nun langs der Bogen B{, Bl" gewisse Werthe x ' an. 
Ich construire darauf fur die Gesammtheit der Sectoren bei den e { ein 
Potential x v , das langs der B{, Bi" die Werthe #„', langs Bt" die 
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daselbst vorgeschriebenen Werthe b { besitzt. Dasselbe ist iiberall ein 
Mittelwerth der &< und x '. 

Dann construire ich wieder in den Sectoren bei ct t ein x 2 , indem 
ich langs A ( " die Werthe a { , langs A{, A"' aber die Werthe x( vorgebe, 
die x L daselbst besitzt, — darauf fur die Sectoren bei e t ein x 3 , welches 
langs J3," gleich b i} langs JB,', JB/" dagegen gleich x 2 wird, u. s. w. 



Man erh'alt so eine Reihe von Potentialen x, 



0> X \1 X 2) 



die, 

wie man nach Schwarz leicht zeigt, in den Gebieten, welche mehreren 
Kreissectoren Jgemein sind, gegen dieselbe Grenzfunction x, in den 
iibrigen gegen deren analytische Fortsetzung convergiren. 

Biese Grensfunction x ist ein Potential der gundchst verlangten 
Art. Zu bemerken ist, dass der Werth von x in irgend einem Punkte 
des schraffirten Gebietes mit Einschluss des Polygonrandes ein Mittel- 
werth der auf der innern Contur vorgeschriebenen Werthe ist. — 

Nun behaupte ich ferner: Ich Jcann ein Potential finden, welches 
an irgend einer Stelle g m des noch unschraffirten Gebietes unstetig wird 

wie — , sonst im gansen Poly gone regular verlauft, und am Bande 

die vorgeschriebenen Grensbedingungen erfullt. 

Zu dem Zwecke beschreibe ich um den Punkt t einen Bereich. 
der ganz innerhalb des Polygons liegt, den noch unschraffirten Theil 
desselben vollstandig uberdeekt, und fur welchen man die Randwerth- 
aufgabe zu losen im Stande ist. Einen solchen Bereich kann man 
sich z. B. immer aus einer endlichen Anzahl von Kreisen zusammen- 

setzen, da man ja fur einen solchen die 
Randwerthaufgabe nach dem alternirenden 
Verfahren losen kann. 

Es sei (Fig 5) T die Begrenzung des 
Polygons , T x die innere Begrenzung des 
f'ruher schraffirten (jetzt wagrecht schraf- 
firten) Gebietes, T 2 die T x ganz um- 
schliessende Begrenzung des um § M con- 
struirten Gebietes. S t sei der ausserhalb 
T l liegende, S 2 der innerhalb von T 2 
liegende, und S der von T, und T~ be- 




grenzte 



S, 



S x und 
formige Bereich. 
gurtelformige Verschmelzung" 



giirtel- 



der Herren 



Ich wende nun die „ 
Schwarz und Neumann an. 

Ich construire namlich der Reihe nach folgende abwechselnd in 
£[ und S 2 iiberall stetigen Potentiale mit den Randbedingungen: 



Automorphe Formen vom Geschlecht Null. 
Randbedingungen . 



13 





Gebiet 


langs T 


langs T t 


langs T 2 


x n 


S \ 


x d — x o Vo ==l Ho 


, COS qp 




*l 


s 2 






^ ^ COS qp 

*i — ^0 r 


x, 2 


S, 


x 2 == %% ]ji = Di 


. COS qp 




x 3 


S 2 




1 COS qp 

ai 4 — #3 + r 


^ ^ cos qp 
^3 — X 2 ,. 


x^ 


Si 


x t —x t j/ 4 — «/ 4 




*5 


S 2 




; 


COS qp 
x 5 — *4 r 



Man sieht nun leicht nach der Beweismethode der genannten 
Forscher, dass die Reihe der Functionen 

n* n* /vt 

•^QJ •*'2> ""il " • - 

sich innerhalb des Gebietes S derselben analytischen Grenz- Potential- 
function x nahert, wie die Reihe: 

, COS qp 1 cos qp . cos qp 

X i + ~~, X 3 + ~^, X 5 + 



und dass in den iibrigen Gebieten diese Reihen der analytischen Fort- 
setzung dieses x zustreben. 

Diese Function x ist nun das gesuchte Potential. 

Aus x findet man auf bekannte Weise durch eine Quadratur das 
zugehorige y namlich: 

'-/{-%« + %*»)■ 

Nun bilde ich 

«(6) = *«, v) + iy(S,ri). 
Damit ist die gesuchte Abbildungsfunction thatsachlich hergestellt. 

Die allgemeinste Function, welche den g-Bereich in der verlangten 
Weise auf eine #'-Ebene abbildet, ist, unter a, I, c, d beliebige 
Constanten verstanden: 

/ az + b 

ce+d' 

Diese linearen Functionen von s sind offenbar ebensogut, wie e 
selbst, automorphe Functionen von £; und zwar sind sie alle mit- 
einander gleichberechtigt , so dass man irgend eine beliebige Function 
aus der Schaar der #'der weiteren Betrachtung zu Grunde legen kann. — 
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Ich gebe nun gleich Satze iiber die allgemeinste automorphe Func- 
tion unseres Bereichs. 

Eine beliebige automorphe Function sei JP(£). Als Function von 
z muss F(£) eindeutig sein, und kann auch keine wesentlich singularen 
Punkte besitzen ; die allgemeinste automorphe Function unseres Bereichs 
ist also nothwendig eine rationale Function von z: 

_F(0 = Rat<», 

Umgekehrt ist, wie leicht zu sehen, jede rationale Function von z 
eine automorphe Function von £. 

Da z die ganze Ebene gerade einfach uberstreicht, wenn % den 
Fundamentalbereich durchlauft, so hat man den Satz: 

Jede automorphe Function nimmt jeden ihrer Werthe im Funda- 
mentalbereiche gleich oft an. 

Die Grenzpunkte der Gebietseintheilung sind fur jede automorphe 
Function wesentlich singulare Stellen und die Grenzcurven natiirliche 
Grensen. — 

Wir haben bislang wesentlich z als Function von £ angesehen. 
Umgekehrt ist es auch wichtig, das Verhalten von £ als Function' von 
z naher zu beleuchten: 

£ ist eine mehrdeutige Function von z , und zwar sind alle Zweige 
gewisse lineare Functionen irgend eines Ausgangszweiges: 

Bildet man also einen Differentialausdruck, der sich gegeniiber 
linearen Substitutionen invariant verhalt, so wird dieser eine eindeutige 
Function von z sein miissen. Eine solche Differentialinvariante ist der 
bekannte „Schwarz'sche Differentialparameter": 

an 

dz 3 _ 3^ 
dz 

Wir sehen zu, wie sich dieser Ausdruck an den verschiedenen 
Stellen der .s-Ebene verhalt. Man hat zu unterscheiden: 

1) Gewohnliche Stellen s , wo 

t - t = (*— * ) (a + a, (*— z ) + o, (z - z o y + • • •) a ^ 0, 

2) Verzweigungsstellen e { , wo 

4^7 = (* - e <) '' ( 6 o + &i (*- *) + h{z -e f ) 2 + • • •) \ ^0, 
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3) die Stelle z = oo , wo 

ist. Es zeigt sich, dass an den Stellen z sich [g], vollstandig regular 
verhalt, dass es an der Stelle # = oo von der 4 len Ordnung verschwindet, 
und dass es endlich an den Verzweigungsstelleu e t sich verhalt wie 

Da [g]^ eine eindeutige Function von # ist und nach dem eben gesagten 
keine wesentlich singularen Stellen besitzt, so muss es eine rationale 
Function von g sein, und zwar von der Gestalt: 

{G n _4 (*) +2 ■ t -!f (e-e,)(e~e 2 ) • • • (*-e»)} , 



worin G n ~i(g) eine ganze Function vom (w — 4) ten Grade ist: 

G„^(z) *= A + A t g -j- ■ • ■ + An-iis"- 4 , 
und im Falle n = 3 wegfallt. 

Von den Verzweigungswerthen e< sind durch das g-Polygon und 
die Forderung der conformen Abbildung auf die #-Ebene nur die 
Doppelverhaltnisse bestimmt, da man g ja auch durch j[_ , ersetzen 
kann. 

Von den Coefficienten des Polynoms G n —4,{g) sind durch das 
g- Polygon, wenn man die e t noch beliebig lasst, die Invarianten be- 
stimmt, wenn man aber drei der e,- festlegt, sind die Coefficienten selbst 
eindeutig gegeben, oder, anders ausgedruckt, es sind durch das 

i=n 

g-Polygon die simultanen Invarianten der beiden Polynome / / (g — e,) 

und G„-i(is) festgelegt. 

Umgekehrt ist g durch diese Differentialgleichung nur bis auf eine 
beliebige lineare Substitution bestimmt. Alle Zweige g, die aus einem 
Ausgangszweige bei Umlaufen des z entstehen, sind aber specielle 
lineare Functionen des Ausgangszweiges. 

Die Function g rait ihren analytischen Fortsetgungen ist unter der 
allgemeinen Lbsimg der Gleichung nur enthalten. 

Das Fundamentalpolygon ist durch die Differentialgleichung nur 
erst bis auf eine lineare Transformation bestimmt, (wobei ich aquivalente 
Fundamentalbereicbe als identisch betrachte). 

Alle Gruppen, die man durch eine lineare Transformation von g 
in einander uberfuhren Tcann, lief em dieselbe Differentialgleichung. 
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§3. 
Spaltung von g und g in homogene Variable. (K) 
Aus all diesem ersehen wir, dass nicht allein z mit jeder linearen 
Function ag j~^ gleiehbereehtigt ist, sondern auch g mit jedem linearen 

C Z — j— Of 

Ausdrucke a { , » • Das heisst geometrisch : es ist unwesentlich, sowobl, 

ob man die g-Ebene, wie, ob man die s-Ebene noch einer beliebigen 
linearen Substitution unterwirft. Dadurch kann man jeden Punkt der 
g-Ebene, wie der«-Ebene, zum oo-Punkte machen. Der Punkt g = oo 
oder z = oo nimmt also gar keine Ausnahmestellung ein. 

In den Formeln tritt aber diese Gleichberechtigung des Punktes 
oo mit den ubrigen PuDkten nicht hervor, ahnlich, wie in der 
Cartesischen Coordinatengeometrie das oo-ferne in einer fur projective 
Betracbtungen unzweckmassigen Weise ausgezeicbnet wird. 

Diese Besonderheit des Coordinatensystems zu beseitigen , wird man 
ebenso wie in der analytischen projectiven Geometrie darauf ausgehen, 
sowobl die Variable g, als z, je in 2 Variable g 1? g 2 bezw. z i} z 2 zu 
spalten, auf deren Verhaltniss allein es dann ankommt, und von denen 
keine mehr oo wird, und die man ausserdem, um unbestimmte Werthe 
ihres Verhaltnisses zu vermeiden, der Bedingung unterwirft, dass sie 
nicht gleichzeitig verschwinden sollen. Man setzt also: 

g = A , * = A - 

Man wird dann nicht mehr,, Function en" von gbezw.#, sondern „Formen u 
von g ( , g 2 bezw. von z l , z 2 zu untersuchen haben. Speciell wird man g t 
und gj als Formen von z x , z 2 und z x , z 2 als Formen von g, , g 2 betrachten. 
Eine solche Spaltung des g in g t , g 2 ist an sich naturlich auf 
unendlich viele Arten moglich; aber man wird sie so vornehmen, dass 
gj , g 2 als Formen von #, , z 2 moglichst einfache Eigenschaften besitzen, 
z. B, dass g t , g 2 bei geschlossenen Umlaufen der z y , z 2 statt gebrochener 
ganze binare lineare Substitutionen erleiden: 

5,' = «gi+|8g 2 , 

U = rSi + n 2 , 

wo die a, /J, y, d endliche Constanten sind, deren Determinante ad — j5y 
von Null verschieden ist. 

Eine solche Spaltung kann man in der That ausfuhren, und zwar 
thue ich dies in zwei Schritten : zuerst spalte ich g in zwei Variablen 
Zj, Z 2 , welche Functionen von z sind, und bei Umlaufen des z sich 
linear substituiren, und dann verwandle ich Z, , Z 2 durch Multipli- 
cation mit einer geeigneten Form von #,, z 2 in zwei Formen g^gj, 
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welche sich ebenfalls binar substituiren und ausserdem nocb besonders 
zweckm'assiges Verhalten zeigen. 

Die erste Spaltung ist in bekannter Weise leicht auszufiihren; 
man setze: 

7 ? 7 * * z i 

1 i/JL' i/JL ^" 

v dz y dz 

Diese Z, , Z 2 erleiden in der That bei Umlaufen des s ganze binare 
Substitutionen , und swar solche von der Determinante 1 , sog. „unimo- 
dulare Substitutionen". 

Diese sich so substituirenden Z t , Z 2 sind ewei specielle Zweige 
einer „binaren Functionsschaar"*): 

Z = e, Z t -\- c 2 Z. 2) 

deren sdmmtliche Zweige der folgenden linearen Bifferentialgleichung 
geniigen: 

»*+Z ^ ^ = 0. 



dz 1 



IJi'-'<) 



Aus Zj , Z 2 gewinnt man jetzt die allgemeinsten sich ebenfalls 
linear substituirenden Formen % x , § 2 , deren Quotient £ ist, indem man sie 
beide mit ein und derselben Form der Gestalt 



*(*! > »t) =77"(«e.'f • Rat («, , e 2 ) , 



multiplicirt. 

Wie muss ich diese Form wahlen , damit g t , § 2 moglichst zweck- 
massige Eigenschaften erhalten? 

Man beachte folgendes bei der Einfiihrung homogener Variablen 
immer massgebende Princip : Da man das oo-Werden sammtlicher vor- 
kommenden Grossen vermeiden will, so wird man vor alien D'ingen 
festsetzen, dass keine der homogenen Variablen oo werde; ferner aber 
wird man , urn unbestimmte Werthe des Verhaltnisses derselben zu ver- 
meiden, simultanes Verschwinden der beiden Variablen ausschliessen. 
Solche Werthsysteme , in denen eine oder beide Variablen oo werden, 

*) Hierunter versteht Hr. Klein den Inbegriff aller linearen Combinationen 
c 1 Z i -|-e2Z 2 zweier aolchen linear unabhangigen Functionen Z u Z 2 , deren sammtliche 
Zweige lineare homogene Combinationen c, Z t + "c 2 Z 2 zweier speciellen Zweige 
Zj, Zj sind. Als einenZweig der Schaar bezeichnet er jeden einzelnen Zweig jeder 
in der Schaar enthaltenen Function Z = c t Z, -f- c 2 Z 2 mit bestimmten "Werthen 
der c,, c 2 . 

Matheraatisohe Aimalen, XIYJ. 2 
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oder beide verschwinden, wird man als „unerlaubte Werthsysteme" be- 
zeicbnen; sie entstehen aus erlaubten Werthsystemen durcb Multipli- 
cation oder Division mit einer unendlicb kleinen Grosse. 

Wir werden diesem Princip gemass versuehen , $ so zu bestimmen, 
dass gj, g 2 nur erlaubte Werthsysteme durchlauft, wenn z t , z 2 sich 
in erlaubten Werthsystemen bewegt. Es werden dann auch umgekehrt 
erlaubten Werthsystemen von g,, £ 2 nur erlaubte Werthsysteme von 
jSj , z. 2 entsprechen — wobei man natiirlich von vornherein Ausnahmen 
von diesem Verhalten in den wesentlich singularen Punkten der g-Ebene 
zulassen muss. 

Wir miissen zu dem Zwecke das Verhalten der Schaar c x Z, + c 2 Z 2 
an den einzelnen Stellen der £-Ebene untersuchen. Man findet: 

An gewohnlichen Stellen z verschwindet ein und nur ein Zweig der 
Schaar, und zwar, wie s — z , und alle andern sind von verschieden 
und endlich. 

An der Stelle z = oo (die kein Verzweigungspunkt sein moge) ist 
ein einziger Zweig endlich und von verschieden, alle andern werden 
oo wie z. 

An einer Stelle e,- endlich giebt es zwei Zweige, welche folgende 
EntwicMungen hdben: 

1 (*+-) 
Z l -a i Z 2 = (z—e i y K 'i' (a + a l {z — e l ) + a i {z—e l ) i + ..-) a ^0, 

Z, - ftZ 2 = (*-«)* v l '' (a '+a 1 '(B-e t ) + a t Xe-e t y+...) a '^0; 

t( 1 + L ) 

es verschwindet also ein Zweig wie (z — e.) v '*" ' , alle andern wie 

Wir haben jetzt <$> so zu wahlen, dass von der Formenschaar 
( c iZi + c 2 Z 2 )<t> an jeder Stelle ein einziger Zweig verschwindet, alle 
andern dagegen endlich und von verschieden sind. Aus dieser Forderung 
er giebt sich nun eindeutig: 

<t> = c.J~J(zef J ( 1 ~^ -z 2 . 

V da 

V dz 

Die so gewonnenen £,, £ 2 genugen in der That, wenn keine der 
Zahlen l ( unendlich gross ist, alien an die Spaltung gestellten An- 
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forderungen. Wenn dagegen etwa l x = oo ist, so werden bei e l alle 
linearen Combinationen von £, , £ 2 bis auf eine einzige , welche endlich 

bleibt, logarithmisch unendlich. Dann ist aber § = -f- ein wesentlich 

singularer Punkt, ein Punkt der natiirliehen Grenze, und in diesen 
zeigen die £, , § 2 auc h sonst ein von dem oben geforderten abweichen- 
des Verhalten. Wir baben also das bemerkenswerthe Resultat: 

Es ist immer eine und nur eine Spaltung von g in solche sich binar 
substiluirende Variablen g u g 2 moglich, welche fur alle nicht wesentlich 
singuldren Stellen der %-Ebene bei erlaubten Werthen der e lf z 2 nur 
erlaubte Werthe annehmen. 

Hiermit bin icb in enge Beziehung zu den Festsetzungen getreten, 
welche Hr. Klein betreffs der Einfuhrung bomogener Variablen in 
die Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ge- 
troffen hat*). 

Hr. Klein definirt insbesondere eine gewisse binare Formenschaar: 

n = c 1 n 1 + c 2 n 2 

durch folgende Forderungen: 

1) An jeder von n gegebenen Stellen e,', e,"; e 2 ', e 2 ";...e^, e'n sollen 
zwei bestimmte (aber fur die verscbiedenen Stellen verschiedene) Zweige 
je folgendes Verhalten haben: 

ctfTI, + cl§ n 2 = {eeifi qy (*„ «,), 

wo unter $P(£,, s 2 ) e ^ ne an der betreffenden Stelle sich regular ver- 
haltende, weder verschwindende noch oo werdende Form von s lt s 2 
zu verstehen ist. 

2) An alien andern Stellen soil dagegen ein einziger Zweig sich 
verhalten, wie (£# ) Sp'fo, 2 ), alle andern, wie < $"(ji i ,0 2 ). 

Man erh'alt die allgemeinste derartige Formenschaar, indem man 
die durch die Differentialgleichung 



G n-i 



® + 2i 7=7. («<-«.)(«<-*)-(«<-«.) 



t=i 

definirte Functionsschaar multiplicirt mit: 

*) Ueber Normirung der linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung. (Math. 
Ann. Bd. 38, pag. 144ff., 1891); vergl. auch die eben dort yoraufgehende Note 
von Hrn. Pick. 

2* 
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0(*„*j)— ~[J{?ei) 



t i 



■ s. 



Im Anschluss an die Bezeichnungsweise der Riemann'schen P-Function 
bezeichnet Hr. Klein dieselbe mit: 
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und nennt die Grossen A/, W die Exponenten, A , A it . . ., -4 n _4 die 
accessorischen Parameter der Schaar. 

Der Grad der Formen der Schaar ist natiirlich 

1 , y V + V-i 
2~l+,2 1 

Macht man den Grad q zu Null, so kommt man selbstverstandlich 
zur gewohnliehen Theorie der linearen Differentialgleichungen. Lasst 
man aber q von Null verschieden, so kann man, reelle l ( vorausgesetzt, 
unter den vorbezeichneten 17 eines herausgreifen, welches darum als 
eine Normalform anzusehen ist, weil es allein dem fur die Einfiihrung 
homogener Variablen aufgestellten Princip entspricht, dass erlaubten 
Werthsystemen der g 1} z 2 nur erlaubte Werthsysteme entsprechen 
sollen. Es ist dies: 
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e 2 > e 2 
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#eiw Grad in # n # 2 isi 



1-^4- h 



IK-i> 



also nach den Bemerkungen von Seite 7 in den weitaus meisten 
Fallen negativ. 

Und nun ist die Saehe augenscheinlich die, dass unsere oben 
definirten g l7 £ 2 Zweige eines so normirten TT sind. — 

Bei Umlaufen von e urn die e { zeigen die so definirten g t , g 2 nun 
folgendes Verhalten: 

Wenn lt s 2 sich so bewegen, dass e einen geschlossenen positiven 
Umlaufum e t macht, und dass s u z 2 ohne TJmkreisung je Hires 0-Punktes 
m ihren Anfangswerthen mrilckhehren, so erleiden £, , g 2 die den Sub- 
stitutionen auf Seite 6 entsprechenden bindren Substitutionen; 
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i 

&ejsw. weww cv ewe parabolische Ecke ist: 

wo /?,', /J,»' ihrem absoluten Werthe nach so zu bestimmen sind, dass 

ist, 

Hierbei machen t, y , g 2 keine Umlaufe urn ihre O-Punkte. Lasst 
man aber g i} g 2 ausserdem noch ft Umlaufe jedes urn seinen O-Punkt 
ausfiihren, so werden auch § 1; § 2 als Formen q tea Grades von g 1 , s 2 
jedes ft . q Umlaufe um seinen O-Punkt machen, d. h. sie werden sich 
beide mit e 2i7t -f^ multipliciren. 

§4. 

Spaltung der linearen Substitutionen von g in gauze binare 
Substitutionen. (K) 

Hier ist der Ort, wo uns zuerst automorphe Formen entgegen- 
treten. 

Unter einer automorphen Form wird ganz im allgemeinen eine 
Form von g 1; § 2 m verstehen sein, welche sich nur mit gewissen Con- 
stanten multiplicirt , wenn man auf § t , £ 2 eine bestimmte Gruppe ganger 
binarer linearer Substitutionen anwendet. (K) 

Statt Functionen zu untersuchen mit der Functionaleigenschaft : 

haben wir also Formen mit der Functionalgleichung : 

Fxfati + ht*, nSt + W = P* • F R (t t , g 2 ). 

Es erhebt sich naturgemass die Frage, wie man einer Gruppe 
gebrocbener linearer Substitutionen von £ eine Gruppe ganzer binarer 
Substitutionen von £],§ 2 zuordnen mag, und in welcher Beziehung 
die beiden Gruppen zu einander stehen. Ich will im Folgenden die 
erste Gruppe immer kurz als die „nichthomogene", die zweite als die 
„homogene Gruppe" benennen. 

Die Spaltung ist naturlicb an sich auf unbegrenzt viele Weisen 
moglich; denn jede Substitution 
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(p beliebig) 
kann als Spaltung der Substitution: 

dienen. 

Auch ist eine Form, welche in Bezug auf irgend eine binare Gruppe 
automorph ist, ebenfalls automorph in Bezug auf jede Gruppe, deren 
Substitutionen sich nur durch die Werthe der p von denen der ersten 
unterscheiden. 

Man wird aber verlangen, unter alien moglichen Spaltungen die- 
jenigen aussuwdhlen , welche die einfachsten Eigenschaften , insbesondere 
die einfachste Beziehung zur nichthomogenen Gruppe besitst. 

Man konnte insbesondere die Forderung stellen, dass die homogeue 
Gruppe isomorph*) zur nichthomogenen Gruppe sein sollte. Es wird 
sich spater zeigen, und es ist dies ein besonders wichtiger Satz (K), 
dass dies nicht in alien Fallen moglich ist. 

Dagegen ist es allgemein moglich, eine Spaltung der Gruppe in 
eine zu ihr monodimorphe homogene Gruppe auszufuhren. Man stelle 
einfach die Forderung, dass alle Substitutionen der homogenen Gruppe 
die Determinante + 1 besitzen. Eine solche Gruppe heisse dann eine 
„unimodulare" Gruppe. 

Man erhalt so zu jeder gebroehenen Substitution 

die zwei bin'aren Substitutionen: 

&' = ±(«6i+|8S t ), 

k'~ + (y 61 + *£,), 
welche sich durch eine simultane Multiplication mit — 1 von einander 
unterscheiden. 



*) Ich will nach einem VorBchlage von Hm. Prof. Klein statt der umstand- 
liclien und nicht immer ausreichenden Bezeichnungen : ,.holoedrisch„ bezw. hemie- 
drisch u. s. w. isomorph" die Benennung „isomorph" auf den Fall des holoedrischen 
Isomorphismus zweier Gruppen einsehranken, sonst aber von „Homomorphismus" 
sprechen, und diese Bezeichnung im gegebenen Falle noch dahin specialisiren, dass 
ich z. B. sage, eine Gruppe G t sei zur Gruppe <? 2 „ditetramorph", wenn je 4 passend 
ausgewahlten Substitutionen von G t immer zwei Substitutionen von G t entsprechen, 
oder in Zeichen <?i(4|2) <? 8 . Dann ist natflrlich umgekehrt G t „tetradimorph" 
zu Gi, oder in Zeichen G s (2\l)G t . Fur den Isomorphismus hat man dann das 
Zeichen (l|l). Fernernenne ich eine Gruppe G t „monomorph", „dimorph" u. s. w. 
zu <? 2 , wenn einer endlichen oder auch unendlichen Anzahl von Substitutionen 
der Jx2 eine, zwei, u . a. w. Substitutionen der (?, entsprechen, in Zeichen: 
ft t (l| )g 2 bezw. G 1 (2\ )G t . 
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Insbesondere entspricht der Identitat: 

§' = § 
einerseits die Identitat: 

fel == 5>1 > b2 == b2 5 

andererseits der simultane Zeichenwechsel : 

fel == of > 62 == 62 1 

zwei Operationen , die ich als solche mit + 1 bezw. — 1 bezeichnen will. 

Die unimodulare Gruppe ist also monodimorph zur nichthomogenen 
Gruppe. 

Welches sind nun die Erzeugenden der unimodularen Gruppe, und 
welches die Relationen zwisehen denselben? 

Die Erzeugenden der nichthomogenen Gruppe haben die Gestalt: 

Ich wahle von den beiden moglichen unimodularen Spaltungen 
einer jeden die folgende aus: 

Die Relationen 

5/'- = 1 
der elliptischen Erzeugenden verwandeln sich dann vennoge der ver- 
abredeten Bezeichnung in: 

S/' = -l. 
Was aber wird aus der Relation 



Gent sie uber in 



oder in 



«=i 



i=n 



1=1 



(=1 
Urn das zu entscheiden, stelle ich folgende Ueberlegung an: 

f"=TO 

Da die Relation TJ Si = 1 und die Einfuhrung der S,- unabhangig 

2 = 1 

von der Voraussetzung ganzzahliger \ ist, so kann man den Funda- 
mentalbereich unbeschadet der gesuchten Relation in ein geradliniges 
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Polygon mit elliptischer Kantenzuordnung deformiren. Die sammthchen 
Substitutionen haben dann als zweiten Fixpunkt den Punkt g = oo, 
d. h. § 2 = 0. Die Sf lauten dann: 



*■ ' P — i7t h . fc, 

62 e M> 

und die an den Ecken a t liegenden Polygonwinkel sind 2A^, wahrend 
die, Summe der Winkel an den ubrigen Ecken 2* ist. Infolgedessen 1st 

i=n 

2*i = n-2. 
Nun lautet aber die zweite Zeile der Substitution^ j[ S t -: 

d. h. 

U = (-!)"• t,- 
Baraus folgt als allgemeine Entscheidung auf unsere Frage : 

fl & = (-!)". 
1=1 
Was bei der homogenen Spaltung aus den secundaren Relationen 
wird, lasst sich nicht allgemein entscheiden, sondern ist in jedem Falle 
besonders zu untersuchen. Wir wollen die entstehenden Relationen 
durch die Formeln bezeichnen: 

Die Relationen der Erseugenden S; lauten also, urn die Formeln 
zusammenzustellen : 

S/ ; = -l, 

fjSi-i-iy*, 

K 
Man sieht, dass die in angegebener Weise ausgewahlten S* im 
Allgemeinen zur Erzeugung der gesammten unimodularen Gruppe ge- 
ntigen. Ausgenommen ist nur der Fall, wo sammtliche Ecken parabolisch 
sind , und die Anzahl n der Ecken eine gerade Zahl ist, wenn zugleich 
die Zahlen m v in alien secundaren Relationen sich als gerade Zahlen 
ergeben. In diesem Falle musste man noch als weitere Erzeugende der 
homogenen Gruppe die Operation — 1 hinzufugen, falls man es nicht 
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gerade als einen Vorzug ansehen will, dass man bier abweichend 
von den iibrigen Fallen zu einer isomorphen Spaltung gelangt ist. 

In welchen sonstigen Fallen auf andere Weise eine isomorphe 
Spaltung durchgefuhrt werden kann, wird sich gelegentlich im 
zweiten Theile dieser Abhandlung ergeben. 

§5. 
Beispiel der Hauptkreisgruppen. 

Icb sagte im vorigen Paragraphen, bei der Frage, was beim 
Debergang zu den S* aus den secundaren Relationen wiirde, dass man 
dies nicht allgemein entscheiden konnte, sondern in jedem Falle be- 
sonders untersucben musste. Dies scbliesst aber nicbt aus, dass man 
fur gewisse Classen der Betrachtung besonders leicht zuganglicher 
Gruppen doch allgemeine Antworten geben kann. 

Eine solcbe Classe besonders iibersichtlicher Gruppen sind die 
Hauptkreisgruppen , d. h. diejenigen Gruppen, deren sammtliche Sub- 
stitutionen einen gewissen Kreis in sich selbst iiberfiihren. 

Diejenigen Hauptkreisgruppen , fur welcbe der Hauptkreis Grenz- 
kreis ist, bieten keine Schwierigkeiten , da bei ihnen secundare Rela- 
tionen nicbt existiren. 

Unter den Gruppen, welcbe nur isolirte Grenzpunkte auf dem 
Hauptkreise besitzen, sind zwei Arten zu untersebeiden , namlicb: 

1) solcbe, deren sammtlicbe Substitutionen das Innere des Haupt- 
kreises wieder in das Innere , das Aeussere in das Aeussere iiberfiihren. 

2) solche, die aucb Substitutionen enthalten, welcbe Inneres und 
Aeusseres des Hauptkreises vertauschen. 

Unter den Poincare'schen „groupes fuchsiens" sind ausser den 
Gruppen mit Grenzkreis nur Gruppen der ersten Art verstanden, so 
dass also die Hauptkreisgruppen, wie icb sie abgrenze, aucb nocb einen 
Tbeil der „groupes kleineennes" umfassen. 

Diejenigen Substitutionen, welcbe das Innere des Hauptkreises 
wieder in das Innere uberfiihren, nenne ich positive, diejenigen, die 
Inneres und Aeusseres vertauschen, negative Substitutionen, weil die 
Transformation des Hauptkreises in die Axe der reellen Zahlen bei 
ersteren in Substitutionen mit reellen Coefficienten von positiver Deter- 
minante, die zweiten in ebensolche von negativer Determinante uber- 
gehen. 

Wir unterscheiden also die beiden Falle: 

1) Orwppen mit nur positiven Substitutionen. 
Der Fundamentalbereich einer Hauptkreisgruppe mit nur positiven Sub- 
stitutionen, fiir welche der Hauptkreis nicht Grenzkreis ist, lasst sich immer 
so wahlen, dass er durch den Hauptkreis in zwei symmetrische Halften zer- 
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f iillt (am einfachsten in der durch Fig. 6 a angedeuteten Weise, entsprechend 
dem in Fig. 6 b dargestellten symmetrischen Querschnittsystem der #-Ebene), 




Kg. 6 b. 



wobei die Er'zeugenden , deren Anzahl eine gerade, etwa 2w, ist: 
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bi , b 2 > ■ • • ) "n > Sri, • • • j »2' , Si' , 

paarweise einander entgegengesetzt gleicli sind, so dass immer: 

S t S, = 1 
ist. Dieses sind zugleich die einzigen secundaren Eelationen. 
Lautet Si'. 



S { ) 

(«, un 
so lautet Sr 



(«i und j8, symmetrisch zum Hauptkreis) 



Daraus folgt ftir Sj und S,» : 



s t ) r-ft 






SO 



(6'«i) = e '•' (£«,)> 



m 
"T, 



+ - 



'17 



S,) 

«'«*) = « ''(ta), 
und hieraus als secundare Belationen fur ctie S: 

s,--s,- = + i. 

2) Gruppen mit negativen Substitutionen. 

Die Gruppen mit negativen Substitutionen miissen stets eine gerade 
Anzahl negativer Erzeugenden besitzen; es sind dies elliptische Sub- 
stitutionen von der Periode 2 mit Fixpunkten , welche auf dem Haupt- 
kreise liegen. Die Mannigfaltigkeit, welche durch den Fundamental- 
bereich vorgestellt wird, besitzt stets eine Symmetrielinie, auf welcher 
insbesondere alle den negativen Erzeugenden entsprechenden singularen 
Punkte liegen, und zwar so nach Paaren angeordnet, dass die Punkte 
eines jeden Paares keine andern singularen Punkte zwischen sich 
enthalten. 

Hier will ich mich der Kiirze halber auf den einfachsten Pall 
beschranken , in dem alle singularen Punkte der Mannigfaltigkeit auf 
der Symmetrielinie liegen, also zwischen den Paaren der den negativen 
Erzeugenden entsprechenden singularen Punkte eingeordnet. Dann 
lasst sich die Gruppe durch die Spiegelung an der Symmetrielinie 
„erweitern"*), und diese erweiterte Gruppe kann man durch die wieder- 



*) Klein: Vorlesungen fiber das Ikosaeder p. 23 (1884). Klein-Fricke: 
Vorlesungen uber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen I, p. 196ff. (1890). 
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holte Spiegelung eines Kreisbogenpolygons an seinen Begrenzungei 
erzeugen. Dieses Kreisbogenpolygon hat eine Anzahl von Seiten au 
deni Hauptkreise liegen , wie in Fig. 7 , und seine iibrigen Begrenzungs 
kreisbogen stehen, ev. yerlangert gedacht, auf dem Hauptkreise senkrecht 




Kg. 7. 

Die Erzeugenden der nicht erweiterten Gruppe lassen sich jetzt 
etwa in folgender Weise anordnen: 

l n 2 , O3, . . ., Vl — 1, T Yl , J-vr+X, "n+2; • • •) W*,— 1, -Zr 2 > ^* 2 +l , • . . 

wobei ich die positiven Erzeugenden rait S, die negativen mit T be- 
zeicb.net babe. 

Die secundaren Eelationen lauten dann: 

T 1 S 2 S S . . . # ri _i T fl =1, 

(s 2 s 3 ...s n - 1 T n y = i, 

u. s. w. 



T,* =1. 

T Vl +iS riL +2 ■ • ■ S V:t +iT r , = 1, 

($r»+8 • • • Sv,-1 T v ^f = 1 , 



T„ 





T 2 = 1 




u. s. w. 


_1+1 & ? _1+* • 


• • &-1 T n = 1 , 


(S* e -l+2 • 


. . s n -iT„y = 1, 



II. 



T 2 = 1 
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Diese Relationen enthalten (ebenso auch im Falle 1)) die primare 

Relation 

S 1 S 2 ■ ■ ■ S n = 1 

schon in sich. 

Man sieht, dass die Erzeugenden eine Reihe geschlossener Systeme 

bilden, jedes mit nur 2 negativen Erzeugenden, und zwar q solcher 

Systeme : 

I II P 

J -> ■"■)•••>■*■• 

Jedes dieser Systeme erzeugt fur sich eine Gruppe derselben Art, 

und die Gesammtgruppe entsteht durch Ineinanderschiebung dieser 

einzelnen Gruppen. — 

Aehnliche, wenn auch im Einzelnen complicirtere Verhaltnisse 
herrschen auch im allgemeinsten Falle, nur lasst sich dann die Gruppe, 
obwohl sie symmetrisch ist, nicht aus Spiegelungen allein erzeugen. — 

Fur den Uebergang zu den S 8 bedenke man, dass die erste Rela- 
tion jedes Systems fur das betreffende System primare Relation ist; 
die 1 auf der rechten Seite geht daher fiber in: 

( _1)^ ( _1)*.- V..,(-l)"-V-i. 

Die folgenden Relationen enthalten sammtlich auf der linken Seite 
das Quadrat einer Substitution der Gruppe: sie haben alle die Gestalt: 

dann muss S die Form haben 



s) r = 



<*£ + <? 



Es sei nun irgend eine Spaltung von 8: 
Dann ist 

= _(_ a2 _ / Jy)g 1= _D.g 1 , 

-/3yK 2 = -Z>.g 2 , 

unter D die Determinante der Spaltung S verstanden. 
In unserm Falle ist die Determinante = 1, also 

S 2 =- 1. 
Die secundaren Relationen lauten also: 



S2) K/=-(-« 2 -/ 



T\ S 2 S 3 . . 


■T* =(-l)% 


(S 2 S 3 . . 


•T n ) 2 = -1, 


(S 3 .. 


•T n ) 2 = -1, 




V = - 1 


11. 


s, w. 
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T» 1+1 S„ +2 . • . T„ = (— 1)" v ? 1 , 






(S v _ 1+2 . • ■ T n y = 



T 2 == 1 

Ebenso allgemein lasst sich der Pall erledigen, wo ausser den 
singularen Punkten auf der Symmetrielinie noch weitere vorhanden 
sind, die paarweise symmetrisch zu derselben liegen; doch darf ich 
mich bier bei diesen Beispielen nicht zu lange aufbalten , wie ich denn 
auch die Ableitung meiner Satze unterdriicken musste. 

II. Theil. 

Allgemeine Satze liber die eindeutigen uneigentlich automorphen 

Formen. 

§6. 
Die Multiplicatorsysteme der eindeutigen automorphen Formen. 

Von alien automorpben Formen sind die wichtigsten und kommen 
hier allein in Betracht die unvergweigten Formen. Ich nenne namlich 
eine Form R ten Grades an einer Stelle £j, £ 2 unverzweigt, wenn 

eine an der Stelle g = j; unverzweigte Function von f ist. 

Diese iiberall unverzweigten automorphen Formen brauchen jedoch 
noch lange nicht eindeutige Formen von gj , g 2 zu sein ; insbesondere 
ist jede, wenn auch unvereweigte , Form von nicht gamsahligem Grade 
nothwendig mehrdeutig (K), wie man sofort erkennt, wenn man g t , g 2 
jedes einen Dmlauf om seinen 0-Punkt machen lasst; denn dann multi- 
plicirt sich die Form mit e 8 *'*-- 8 - 

Dies ist auch sehr leicht erklarlich ; das Gebiet der Variablen g, , g 2 
ist namlich selbst dann, wenn das Gebiet der Variablen g einfach zu- 
sammenhangend ist, von hoherem Zusammenhang (K). Ich ordne nam- 
lich, urn die Verhaltnisse recht klar zu ubersehen, jedem g in stetiger 
Aufeinanderfolge ein ganz bestimmtes erlaubtes Werthsystem g t ', g 2 ' 

zu, etwa durch die Formeln 

£ 



£ 2 ' = 



i+l 
l 



i+lfl 

Dann ist die Mannigfaltigkeit der £/, g 2 ', da sie derjenigen der g ein- 
eindeutig und durchaus stetig zugeordnet ist, von gleichem Zusammen- 
hang, wie das Gebiet der g. Die allgemeinen Werthsysteme g, , g 2 
sind dann: 
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Si = Si' ■ t, 
S 2 = £2' - r - 
Dabei kann x alle complexen Zahlenwerthe, mit Ausnahme von und 
00 annehmen, denn diese beiden, und nur diese, fiihren auf unerlaubte 
Werthsysteme von £, , g 2 . Wahrend also die Mannigfaltigkeit der %{, £ 2 ' 
denselben Zusammenhang, wie die der £, besitzt, hat die Mannig- 
faltigkeit der x stets zweifachen Zusammenhang. 

Eine unverzweigte Form F R (^, § 2 ) zerspaltet sich in 
r« . F R (S{, £/)■ 

Die Function t R ist, wenn E keine ganze Zahl ist, bei und 00 
verzweigt, also, obwohl in dem Gebiet der erlaubten t unverzweigt, 
doch in denselben mehrdeutig, wahrend .Fr(£,', §./) vermoge unserer 
Annahme der Unverzweigtheit nur dann mehrdeutig sein kann, wenn 
das Gebiet der Variablen t, mehrfachen Zusammenhang besitzt. 

Automorphe Formen von gebrochenem Grade sind hiernach noth- 
wendig mehrdeutig. 

Eindeutige automorphe Formen konnen also nur von ganzzahligem 
Grade existiren. Die wirkliche Existenz derselben werde ich im § 8 
durch die directe Aufstellung derselben naehweisen. 

An dieser Stelle untersuche ich, die Existenz eindeutiger auto- 
morpher Formen vorausgesetzt , wie die Constanten beschaffen sein 
mussen, mit denen die Formen sich bei Anwendung der einselnen Sub- 
stitutionen der unimodularen Gruppe multipliciren. 

Die Multiplicationen , welche eine eindeutige automorphe Form 
erleidet, mussen eine zur Substitutionsgruppe monomorphe Gruppe 
bilden, d. h. es muss jeder Substitution der Gruppe ein und nur ein 
Multiplicator q entsprechen, wie man auch die betreffende Substitution 
aus den Erzeugenden zusammensetzen mag. Ein solches System von 
Multiplicatoren q nenne ich ein „eindeutiges Multiplicatorensystem." 

Wir haben dabei einen TJnterschied zwischen Multiplicatorsystemen 
fur Formen von geradem Grade und solchen fur Formen von ungeradem 
Grade zu machen. 

Namlich Formen von ungeradem Grade mussen nothwendig, wenn 
man die Variablen einem simultanen Zeichenwechsel unterwirft, eine 
Multiplication mit — 1 erleiden, wahrend diejenigen von geradem 
Grade dabei ungeandert bleiben werden. 

Die Multiplicatoren fiir ungerade Formen mussen daher genau den- 
selben Belationen geniigen, wie die Substitutionen S* der unimodularen 
homogenen Gruppe, d. h. den Belationen: 

27* -(-l)-, p/*--!. ]j^ = {-ir, 
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dagegen die Multiplicatoren fur gerade Formen denselben Belatione 
wie die Gruppe der nichthomogenen S { , also: 



Y[ Qi =i, ?/< = i, Yl 



P*„ = 1 . 

In beiden Fallen miissen die zu den elliptischen Substitutionen g 
horenden Multiplicatoren Einheitswurzeln seiD, ebenso fur alle Substil 
tionen, die sich aus elliptiscben Substitutionen zusammensetzen lasse 

Ich will nun zur Vermeidung unnothiger Complicationen verlange 
dass die den parabolischen Erzeugenden entsprechenden p„ ebenfa 
Einheitswurzeln seien, und zwar im Fall& einer Form von ungerade 

Grade : 

„, 
,* — 
P." = e , 

im Falle eines geradzahligen Grades: 

Qi> = e , 

wo unter L das kleinste gemeinsame Vielfache aller endlichen l t ve 
standen sein soil. Denn es zeigt sich, dass wenn es iiberhaupt e: 
Multiplicatorsystem giebt, es immer auch ein solches giebt, wie ic 
es eben festsetze, und dass ich mit meiner vereinfachenden B 
schrankung genau ebensoviel erreiche, wie mit den allgemeinste 
moglichen Multiplicatoren. 

Ich bespreche nunmehr die einzelnen Falle: 

1) Multiplicatorsysteme fiir ungeraden Grad. 
Aus Qi' = — 1 folgt fiir q ( die allgemeine Form : 

2^+1 

i it ■ — 

Qi = « * ; 

dazu setze ich fiir die parabolischen Ecken: 



Qi' = 
Die hier eingefuhrten ganzen Zahlen ft;, bezw. v^ mussen folgende 
Congruenzen geniigen: 

I) 2~^r~~ ( bezw - ~r) = n ( mod - 2 )> 

jj-» ^ — j (bezw. ~\ =m v (mod. 2). 

* v * v 
Ich will jetzt mein Hauptaugenmerk auf die primare Relation ] 
richten, um zu untersuchen, unter welchen Umstanden dieselbe ein 
Losung in ganzen Zahlen p,- bezw. tv gestattet. 
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Ich unterscheide 3 verschiedene Falle. 

1) Es seien ein oder mehrere l t gleich oo. Dann kann ich fiir 
die endlichen l { die ft* ganz beliebig wahlen, und kann dann noch, 
wenn nur eine parabolische Ecke vorhanden ist, auf eine einzige, sonst 
auf unendlich viele Weisen (von denen aber wegen der Beschrankung 
des L nur eine endliche Zahl wesentlich verschieden sind) die w der 
Bedingung I) gemass bestimmen. Die Congruenz I) ist also immer 
losbar. 

2) Es seien sammtliche l t endlich und ungerade. Dann geniigt 
das System 



2 

sicher der Relation I). 

Doch braucht dies durchaus nicht das einzige Lbsungssystem zu 
sein. Im Falle 2, ==3, 5, 7 ist allerdings ft,- =1,2, 3 das einzige 
Losungssystem ; im Falle l t = 3, 5, 9 dagegen hat man ausser jt f = 1, 2, 4 
noch die beiden Losungen (i { = 0, 2, 7 und (i ( = 2, 2, 1. 

Um die Gesammtheit der Losungen besser zu uberblicken, setze 
ich I) in eine Diophantische Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten 
um. Ich schreibe zuerst statt I): 

2^1 L = 0(mod.2), 

i=i * 

oder, indem ich 

fti = y & — 1)+Vi 

setze, wo wegen der Voraussetzung Z,- = 1 (mod. 2) die v { wieder 
ganze Zahlen sind, 

^ -j- = ganze Zahl. 

Da jedes (i if also auch v t nur bis auf Vielfache von \ zu be- 
stimmen ist, so kann man die rechte Seite dieser Gleichung geradezu 
= setzen. 

Multiplicire ich nun noch mit dem kleinsten gemeinsamen Viel- 
fachen L der Z,-, so ergiebt sich fur die v 4 die Diophantische Gleichung: 

Fiir diese ist nur dann v t = die einzige Losung, wenn irgend [n — 1) 
beliebige der Zahlen -=- als grossten gemeinsamen Theiler gerade die 

n le der Zahlen li besitzen; dies ist aber nur dann der Fall, wenn 
L = Zj . l 2 . . . l n ist, d. h. wenn alle Zahlen l t zu einander theiler- 
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fremd sind. Im andern Falle giebt es stets noch weitere Losunge 
der Congruenz. 

3) Es seien alle l t endlich, und ein oder mehrere derselben gerad 
Zahlen. 

Man bedenke, dass, wenn es ein System von Zahlen ft/ gieb 
welches die linke Seite der Congruenz I) iiberhaupt zu einer ganze 
Zahl macht, dass dann, wenn diese ganze Zahl noch nicht = n (mod. i 
ist, immer auch mindestens ein System ft,- existirt, welches der Coi 
gruenz I) geniigt: man braucht ja nur irgend ein ft/, welches einei 

geradzahligen l { entspricht, um — l { zu vermehren, urn ein solche 

System (i t zu gewinnen. Giebt es aber ein Losungssystem , welche 
die linke Seite von I) zu einer ganzen Zahl macht, so giebt es auc 
ein anderes, welches dieselbe verschwinden lasst. Ich schreibe dah« 

f=« i = n 

i=l i = l 

oder, nach Multiplication mit L: 

t=n i=n 

2»<-^+2i=°- 

Die Zahlen — ,— haben, da L das Meinste gemeinsame Vielfach 
h 

der It ist, als grossten gemeinsamen Theiler 2. Die Congruenz I) is 
also dann und nur dann losbar, wenn 

i=n 

2J f = (mod. 2) 

ist. 

Es sei nun 2z die hochste in den l ( vorkommende und also ii 

L enthaltene Potenz von 2. Wenn dann eine gerade Anzahl de 

Zahlen l t durch 2« theilbar ist, so ist die Bedingung erfiillt, im andeTi 

Falle nicht erfullt. Man hat also das Resultat: 

Multiplicatorsysteme fur Formen von ungeradem Grade Tconne, 
immer dann nicht existiren, wenn alle l { endlich sind und zugleic, 
eine ungerade Ansahl von ihnen durch die hochste in ihnen vorkommend 
Potem von 2 theilbar sind. Im andern Falle sind, wenn keine secun 
daren Relationen bestehen, solche Multiplicatorsysteme stets vorhandet, 
wenn dagegen secundare Eelationen existiren, hangt die Entscheidun 
noch von diesen ab. 

Dieser Satz enthalt zugleich die Antwort auf eine schon obe: 
beriihrte Frage; namlich auf die Frage, wann eine Substitutions 
gruppe vom Geschlechte Null in eine zu ihr isomorphe homogen 
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Gruppe gespalten werden kann? Diese Prage ist von Hrn. F. Klein 
in seinen „Vorlesungen iiber das Ikosaeder" S. 45 — 47, wo sie von 
fundamentaler Wichtigkeit ist, aufgeworfen und fur den speciellen 
Fall der regularen Korper beantwortet worden. Ich werde hier eine 
weit allgemeinere Antwort geben konnen, die nattirlich das Resultat 
von Hrn. Klein mit umfasst. 

Die Erzeugenden der gesuchten isomorphen homogenen Gruppe 
seien s,-j diese konnen sich von den Si nur durch eine simultane Multi- 
plication unterscheiden. Bezeichne ich eine simultane Multiplication 
mit einer Constanten (?» als Operation einfach mit 6 i} so ist also 

Si = tfi Sj. 
Damit nun die s t - denselben Relationen, wie die nichthomogenen Si 
geniigen , miissen offenbar die G{ genau dieselben Relationen befriedigen : 

JJ«, = (-1)-, <^ = -l, lJe x , = (-ir\ 

i=l x„ 

wie die Multiplicatoren einer automorphen Form von ungeradem Grade. 
Daraus folgt: 

Jedes Multiplicatorensystem fur Formen von ungeradem Grade 
liefert eine sur nichthomogenen Gruppe isomorphe homogene Gruppe. 

In denjenigen Fallen, wo ein solches Multiplicatorsystem nicht 
existirt, existirt auch keine isomorphe Spaltung der Gruppe. 

2) Multiplicatorsysteme fur geraden Grad. 
Fur Formen von geradem Grade habe ich wegen p/ 1 ' = 1 zu setzen 

=.. *** 

iilt—r- 

Qi = e ' ; 

dazu bestimme ich fur die parabolischen Ecken: 

„ . v 

iitt.-j- 

Qi' = e 

Die Bedingungen, denen die ganzen Zahlen ft,-, v? zu geniigen 
haben, lauten jetzt: 

I') ^j ~T~ (bzw. — g- ) = ganze Zahl, 

II') ^ -| — (bzw. — g-J = ganze Zahl, 

v x v 

K v 

wofiir ich auch die Diophantischen Gleichungen mit ganzzahligen 
Coefficienten schreiben kann: 
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i=n 


L 
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— O(mod. L), 


IS 




= (mod. 


L V ), 



worin unter L das kleinste gemeinsame Vielfacbe aller l { , unter 
dasjenige der betreffenden l Ky verstanden ist. 

Natiirlich kann ich die (i, stets, da sie ja nur (mod. l { ) bestim 
zu werden braucben , so aussuchen , dass die linken Seiten der C< 
gruenzen unmittelbar = sind. 

Das System 

(if = bzw. Vf = 

geniigt immer alien Bedingungen. Daher haben wir: 

Qt = 1 ist stets ein mogliches Multiplicatorsystem fur Formen i 

geradem Grade. 

Eigentlich automorphe Formen von geradem Grade sind da) 

gruppentheoretisch stets moglich. 

Qt = 1 braucht aber durchaus nicbt das einzige Multiplicati 

system zu sein. Es zeigt sich, wenn man von den secundaren Be 

tionen absieht: 

Nur dann ist q { = 1 das einzige Multiplicatorsystem, wenn a 
Zahlen l, endlich und m einander theilerfremd sind. 

Was das Verhaltniss der Multiplicatorsysteme fiir gerade Form 
zu der Spaltung einer Gruppe in binare Substitutionen angeht, so g 
der Satz: 

Jedes Multiplicatorsystem fur gerade Formen liefert eine mr m 
modular en Gruppe isomorphe Spaltung, und umgehehrt. 

Zwiscben den verschiedenen Multiplicatorsystemen fur ungera 
und gerade Formen bestehen gewisse einfacbe Beziehungen. 

Ich will unter dem Producte zweier Multiplicatorsysteme q { u 
Qt das Multiplicatorsystem p," = q { ■ q- verstehen. Dann gelten < 
Satze : 

Das Product mehrerer Multiplicatorsysteme ist wieder ein Mul 
plicatorsystem , und swar fur ungerade oder fiir gerade Formen, 
nachdem eine ungerade oder gerade Ansahl der zusammensetsenix 
Multiplicatorsysteme solche fur ungerade Formen sind. Dasselbe (, 
fwr Quotienten. 

Insoesondere ist mit Qf auch qc 1 ein Multiplicatorsystem fiir % 
gerade oder fur gerade Formen. 

Ferner kann man den Satz aufstellen: 
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Giebt es Multiplicatorsysteme fiir ungerade Formen, etwa in der 
Ansalxl x: 

M„ M 2 , ... M t , 

so giebt es ebensoviel Multiplicatorsysteme fiir gerade Formen, ivelche 
sich alle z. B. in folgender Weise aus denjenigen fur ungerade Formen 
zusammensetsen lassen: 

M*, M t M 2 , ... M,M t . 
Denn diese eben angegebenen sind in der That lauter verschiedene 
Multiplicatorsysteme fiir gerade Formen. Gabe es nun noch irgend 
ein weiteres Multiplicatorsystem fiir gerade Formen, etwa M, so ware 
M ■ M- 1 ein in der Reihe M ± , M 2 , . . . M t nicht aufgezahltes 
Multiplicatorsystem fiir ungerade Formen. Also erscbopfen die an- 
gegebenen Multiplicatorsysteme in der That alle existirenden Multi- 
plicatorsysteme fiir gerade Formen. 

§ 7. 

Beispiele isomorpher Spaltungen. 

Auf Seite 34 — 35 habe ich gelegentlich die Frage nach der iso- 

morphen Spaltung einer Gruppe in allgemeinster Weise wenigstens 

fiir die automorphen Gruppen mit einfach zusammenhangendem Ge- 

biete mit beantwortet. 

Aus meinem Criterium ergiebt sich ohne Weiteres das von Hrn. 
Klein gefundene Resultat, dass namlich von den endlichen Gruppen nur 

1) die Kreistheilungsgruppen : 7- = —, — , 

2) die Diedergruppen mit ungeradem n: y~T' T' "3 — ST 

eine isomorphe Spaltung ermoglichen , dass dagegen alle andern end- 
lichen Gruppen: 

J_ __L i. 1 _li.JL.i_JL x • i. JL i. 

l f 2 ' a ' 2v ' 2' 3' 3' 2 ' 3 ' i ' a' 3' 5 

eine isomorphe Spaltung nicht gestatten. 

Dagegen ist in den Fallen der Gruppen mit nur einem Grenz- 
punkte, namlich: 

1 1 _li_i. iJLJL. J-JLJL. i_JLi_. i i L 
_ oo' «"' Y> T» 00 ' 2 ' 3 ' 6' 2 ' T ; T' s~> ¥' 3 > 2 ' 2 > "2 ' 

eine isomorphe Spaltung stets moglich. 
Im Falle zweier Grenzpunkte: 

_i _L i _L i. 

I. 2 ' 2 ' 2 ' 2 

ist, wie ich hier ohne Beweis angebe, nur dann eine isomorphe 
Spaltung moglich, wenn in der secundaren Relation 
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die Zahl w eine gerade Zahl ist. 

Als weiteres Beispiel will ich die Hauptkreisgruppen in Betracht 
ziehen. 

1) Wenn der Hauptkreis Grenzkreis ist, so existiren keine secun- 
daren Relationen, und das Kennzeichen von S. 34 ist' unmittelbai 
anwendbar. 

2) Wenn der Hauptkreis nicht Grenzkreis ist, und die Gruppe 
nur positive Substitutionen enth'alt, so lauten die Relationen fur die 
fii mit Rucksicht auf die Formeln S, S*- = + 1 : 

P= 1 j = (mod. 2), 

oder einfacher: 

Pi + P> + 1 = (mod. ?«■). 

Man sieht, dass dieses Congruenzensystem , welches die primare 
Relation mit enthalt, stets Losungen hat, und zwar in der Anzafr 

12 3 * * * n * 

Eine Hauptkreisgruppe vom GescMechte ohne negative Erseugenden 
fur welche der Hauptkreis nicht Grenzkreis ist, ist stets isomorph spaltbat 
und besitst dementeprechend automorphe Formen von ungeradem Gradi 
(indem ich den erst in § 8 zu beweisenden Existenzsatz einstweilen 
vorausnehme). 

3) In dem Falle derjenigen Hauptkreisgruppen mit negativen 
Substitutionen, bei denen alle singularen Punkte auf der Symmetrie- 
linie der Mannigfaltigkeit liegen, folgen aus den Formeln von S. 29 — 30 
die Relationen: 

_2ft+l , l^i±i . _2j^±l + [_ 2 ^ + 1 = v ( mod . 2 ), 

2 (lBd± + 2»+± + • • • + ^^) = 1 (mod. 2), 
2 (l^hi + . . + i^+i)^l(mod.2), 



2 (^_i + ^±i)^ 1 (m0 d. 2), 



2ii 4- 1 
2.-^±- = l (mod. 2), 

u. s. w. 

Die letzte Relation ist identisch erfullt. Ziehe ich von der zweiten ai 
iede Relation von der vorhergehenden ab, so resultiren, nach Divisioi 
mit 2 und Multiplication mit l 2 ,l 3 , .. J n -i schliesslich die Congruenzen 
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2fj 2 + 1 = 0(mod. l 2 ), 
2f*s + 1 = 0(mod. l 3 ), 

2ft n _i+ 1 = (mod. l n - t ). 

Diese Congruenzen sind dann und nur dann losbar, und dann nur 
auf eine Weise, vermittelst 

Fi== {(?»- 1), 

wenn alle l 2 , \, . . . Z Vl _i ungerade Zahlen sind. 

Setzt man endlich diese Losungen in die erste Relation ein, so 
geht dieselbe uber in: 

[i t -\- [i n -\- 1 = (mod. 2). 

Diese gestattet zwei Losungen, namlich: 

/ii = 1 , (i Vl = 
und 

f*i = °, f*n = 1- 

Genau dasselbe gilt fur jedes andere der q Bedingungssysteme, 
in welche das ganze System der secundaren Relationen zerfallt. 

Ich fiige noch dem hiermit gefundenen Satze ohne Beweis hinzu, 
dass dann, wenn auch noch singulare Punkte ausserhalb der Symmetrie- 
linie existiren, deren Indices auf das Resultat ohne Einfluss bleiben. 
Man hat also den Satz: 

Damit eine Gruppe der gedachten Art isomorph spaltbar sei, und 
automorphe Formen von ungeradem Grade existiren, ist Mnreichende 
und nofhwendige Bedingung, dass sammtliche positiven Ergeugenden, 
welche auf der Symmetrielinie gelegenen singuldren Punkten entsprechen, 
eine ungeradnahlige Periode hesitsen. Es giebt dann, wenn 2q negative 
Enseugende vorhanden sind, im Gansen 2? verschiedene Spaliungen und 
Multiplicatorsysteme. 

Insbesondere ist die Gruppe stets isomorph spaltbar, wenn sie nur 
negative Ergeugende besitst. 

§8. 
Darstellung der automorphen Formen durch s 1} g 2 . 

Bei Untersuchung der automorphen Functionen ergab sich als 
einfachste automorphe Function die Function g(g), und eine jede andere 
automorphe Function von g war eine rationale Function, dieses g. 

Kann man in ahnlicher Weise die automorphen Formen von g lt g 2 , 
die wir suchen, durch die Variablen g^,g 2 darstellen und dadurch ihre 
Existenz in einfachster Weise sicherstellen ? 
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Wie verhalten sich zunachst e l} z 2 als Formen von §i,S 2 ^ei ^n- 
wendung der unimodularen Substitutionen : 



SO 



+ !- 



(£'«,) = e 8 {fa), 



in 



l(f'ft)-e "(5ft)? 



Es zeigte sich auf Seite 20, dass einem geschlossenen Umlauf der 



in 
k 



s l , s 2 urn e/, d" die Substitution S, • e * entspricht. Nun geht aber 
aus dieser Substitution die Substitution S; hervor, indem man g,, g 2 



i n 



noch beide mit e ' multiplicirt. Dabei mussen sich aber s t , s 2 als 

Formen — ,en Grades von £, , g 2 mit e ' multipliciren, wobei 

die ganze Zahl 6 von der Anzahl der Umkreisungen abhangt, die § t 
und f 2 gleichzeitig jedes um seinen O-Punkt ausfiihren. Das Ergebnis 
ist also folgendes: 

Bei Amvendung der unimodularen Erseugenden S, unter gleich- 
zeitigem 6-maligem Umlauf von £, und £ 2 je um seinen 0-PunM er- 
fahren s i , s 2 beide dieselbe Multiplication mit 

; f-2lJI — 

e '' q q . 

z t und s 2 s ^ nc ^ zwar mehrdeutige, aber unversiveigte automorphe 
Formen von §,, £ 2 »m'£ gleichen Multiplicatorsystemen. (K) 

Aus der Definition von g n £ 2 als IT -Formen von # 1} g 2 geht in 
der That hervor , dass nicht allein g lt z 2 , sondern sogar schon die 
Formen: 



Zi = (**) 



an den einzig nioglichen Verzweigungspunkten a,- unverzweigt sind. 

Denn, mogen an irgend einer Stelle % lt x 2 der #-Ebene fur zwei 
Zweige der Schaar g, , g 2 die Entwicklungen existiren : 

i 
(6$) — V (*-*)' (oo + oi (* — aO + fla(* — *)H ) «o^°> 

(tn) = *2«(&o + &i (*— *) + & 2 («-*) 2 H ) &o ^ o, 

so folgen hieraus die Entwicklungen: 
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_\_ 
(tx) • {In) 3 = d,(* - a;) + d 2 (* - xf + ■ ■ •' 
und schliesslich : 

cr- «,>-*- n ■^+^(H)'+^(nr+-i- 

Dies heisst aber nach der Definition in § 6 nichts anderes, als: 
i_ 

(sx) 1 ist an der Stelle £,, £ 2 unverzweigt. Da nun fur jede nicht 
singulare Stelle 1=1, fur eine Stelle x = e { dagegen l = l { ist, so 
sieht man, dass einmal jede beliebige lineare Form (sx) iiberall un- 
verzweigt ist, und dass insbesondere von einer der besonderen linearen 
Formen (zei) scbon die Z; te Wurzel unverzweigt ist. 

Icb will diese letzteren Formen die „Grundformen" nennen. 

Die Qrundformen l 

Z, = (ze^ 

sind die einfachsten unversweigten automorphen Formen. Dieselben 
sind dadurch charakterisirt , dass jede von ihnen nur in einer Ecke des 
FundamentalbereicJis der %-Ebene, — den icb mir so gewahlt denke, 
wie auf Seite 4, — und in alien dieser Ecke congruenten Punkten je 
von der 1. Ordnung verscliwinden. 

ZwiscJien irgend 3 der n Grundformen besteht eine identische 
Relation: 

(e x e x ) Z? + foe,) Z x l * + (fte„) Zl* = 0. 

Fiir den Fall l t = <x> bedarf der Begriff der Grundform einer 
leicbten Modification. Man bat dort als einfacbste unverzweigte Form : 

Z r = log (sei*). 
Diese Form ist aber nicbt mebr automorpb im gewohnlichen Sinne, 
da sie sich bei Anwendung von Si nicht multiplicativ , sondern additiv 
verbalt. Wohl aber ist eine unverzweigte automorphe Form jede be- 
liebige Potenz 

aucb mit irrationalem , wenn nur reellem, Exponenten «,-. 

Diese „Grundformen" sind fiir den Fall der endlichen Gruppen zu- 
erst von Hrn. H. A. Schwarz*), fiir den Fall der unendlichen Gruppen 



*) Ueber diejenigen Falle, in welchen die Gaussische hypergeometrische 
Reihe eine algebraische Function ihres vierten Argumentes darstellt. (Cr. Journ. 
Bd. 75, 1872). 
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im speciellen Falle w=3 von Hrn. H alp hen*) aufgestellt worden. Die 
Verallgemeinerung auf beliebige n giebt Hr. Poincare**), und die ho- 
mogene Schreibweise , welche ihre Eigenschaften und ihre innere Be- 
deutung am klarsten hervortreten lasst, hat Hr. Prof. Klein, was die 
transeendenten Falle angeht, u. A. in seiner Vorlesung vom Winter 1890/91 
zur Geltung gebracht, wahrend er von derselben in den algebraischen 
Fallen von vorneherein Gebrauch gemacht hat (vergl. Ueber binare 
Formen mit linearen Transformationen in sich, Math. Ann. 9, 1875)***). 
Um nun einen allgemeinen Ausdruck jeder automorphen Form 
durch 2 i , 2 zu linden , beweise ich zuerst den Satz : 

Eine unverzweigte automorphe Form , welche innerhalb des Funda- 
mentalbereichs weder noch oo wird, ist nothwendig vom Grade und 
eine Constante. 

Giebt es eine unverzweigte automorphe Form ohne 0- oder oo- 
Stellen von irgend einem von verschiedenen Grade, so giebt es 
solche sicher auch von jedem beliebigen Grade. Denn man kann eine 
solche durch geeignete Potenzirung der gegebenen erhalten, wobei keine 
Verzweigungspunkte auftreten konnen, da ja die gegebene Form keine 
besitzt und weder noch oo wird. Insbesondere musste es dann eine 

solche automorphe Form ohne 0- oder oo-Stellen vom Grade 

geben, etwa q> (f t , g 2 ). Dann ware aber 

eine im Allgemeinen uneigentlich automorphe Function von £, jeden- 
falls also eine algebraische Function einer eigentlich automorphen 
Function, etwa von #(§). Da diese Function nirgends oo werden soil, 
muss sie nothwendig eine Constante sein, und zwar, da sie an der 
Stelle s 2 = verschwindet, identisch 0. 

Es bleiben also nur noch automorphe Formen vom Grade iibrig, 
und diese mussen sich, wenn sie nirgends oo werden, als automorphe 
Functionen nothwendig auf eine Constante reduciren. — 

Wird nun eine beliebige unverzweigte automorphe Form F R (£ 1} £ 2 ) 
in jeder Ecke des Fundamentalbereichs je £i-fach (wo wegen der 
Unverzweigtheit s t eine ganze Zahl sein muss) zu (resp. (— e 8 )-fach 
zu oo), und sonst an den Stellen §,', | 2 '; |,", £ 2 "; . . .; |,lel, | 2 I«I je 
einfach 0, an den Stellen rj^, j? 2 '; %", %"; . . .; m 1 " 1 , V2 1 ' 1 je einfach 00, 



*) Sur les fonctions, qui proviennent de la serie de Gauss. (Comptes rendus 

92, 1881). 

**) M^moire sur les fonctions fuchsiennes p. 237. (Acta math. Bd. 1). 
***) Vergl. auch Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen I, p. 125 ff. 
fFormentheoretischer Vergleich der Ikoeaeder- und der Modulgleichung.] 



Automorphe Formen vom Geschlecht Null. 43 

(wobei auch mehrere dieser Stellen zu mehrfachen 0- bezw. oo- Stellen 
zusammenriicken diirfen) so wird die Form 

\f = i: (*» ) (22/ ) • • • W) y 

eine automorphe Form ohne 0- und oo- Stellen und ohne Verzweigungen 
sein, also nach dem obigen Satze eine Constante. Also: 

Die allgemeinste unvereweigte automorphe Form hat in t , s 2 den 
Ausdruck: 



I,' 



i = l i=l 

Hier bedeutet Batt(e lt e 2 ) euie rationale Form 8 ien Grades von e l} s 2 . 
Wenn der Fundamentalbereich parabolische Ecken a^ enthalt, so 

ist diesen entsprechend e^ statt -— zu setzen, und unter s { - eine be- 

liebige reelle Zahl zu verstehen. — 

Das Verbalten von F R (£ U £ 2 ) bei den linearen Substitutionen unserer 
Gruppe findet man leicht aus dem Verhalten von s i} s 2 res P- (#^). 

Finer Substitution Sj der g n g 2 verbunden mit G-maligem Vmlauf 
von §j und £ 2 urn ihre - Punhte entspricht als Multiplicator von F: 

Ist der Grad B eine ganze Zahl, so ist der Multiplicator von der 
Anzahl der Umkreisungen von g, und £ 2 am ihre O-Punkte unab- 
hangig. — 

Der allgemeine Ausdruck der unverzweigten automorphen Formen 
ist jetzt zu specialisiren fur die eindeutigen Formen. 

Das Multiplicatorsystem einer solchen denke ich mir den Be- 
stimmungen des § 6 gemass gegeben. Es sei 



\it- — 



bezw. fur die parabolischen Erzeugenden: 

Qi' = e ** . 

Hieraus kann man leicht die Constanten -j-, bezw. «*' bestimmen. 

* 
Es wird sich zeigen, dass dies bei jedem gegebenen Multiplicatorsystem 

moglich ist, und zwar wesentlich nur auf eine Weise. 

Man hat nur zu setzen: 

T ( T-W i + TT i + ganze Zah1 ' 
bezw. s t ' = — Xi' + ganze Zahl. 
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Da ich aber der Bats (g { , 0. 2 ) auch beliebige Factoreu (e e,) anfiigen kann, 

so kann ich die -~- gem in iblgende Grenzen einschliessen : 

<^ £,- < 1 wenn B > ist, 
< £;■ ^ 1 wenn B < ist. 
Bezeichnet i?[a] die grosste in a enthaltene ganze Zahl, derart, dass 
« — 1 < E [«] <^ a 
ist, so wird nach meiner Festsetzung: 

Im Falle l r = oo hat man in dieser Formel statt -^- und ~^f- 
zu setzen £,-■ bezw. A*., und fur £ | — ^— — 1 den Grenzwerth fiir sehr 

grosse If, d. h. im Allgemeinen E \~ \, dagegen, wenn -£- eine 

ganze Zahl, und zugleich B < ist, -^ 1. 

Diese Festsetzungen wird man spater als functionentheoretisch 
besonders bequem erkennen. 

J7ac7» den vorstehenden Formeln kann man su jedem vorgegebenen 
Multiplicatorsystem mgeMrige automorphe Formen construiren. 

Die angegebenen Formeln ftihren uns zu einer fiir spatere func- 
tionentheoretische Entwicklnngen fundamentalen Beziehung zwischen 
automorphen Formen, zwischen deren Grad und Multiplicatorsystem 
die einfachen reciproken Beziehungen bestehen: 

B + B' + 2 = 0, p?'=l. 

Setze ich namlich: 

B' = - B — 2, 

so wird: 

Da nun der Nenner von — ~ — hochstens = l ( ist. so ist die 
rechte Seite dieser Gleichung 



-'[-T^+t 1 -■£)]■ 
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E' 



M + l 



n. 



unter E'[a] diejenige ganze Zahl verstanden, fflr welche 

« <| E' [a] < « + 1 
ist. Es ist aber allgemein 

E'[- «] = -£[«], 



und also : 



E 



ru' + i/l 


= - -B 




L H J 



Setzt man diese Identitat, die wegen meiner Festsetzuugen iiber 
die Grenzen der e v auch fiir l { = oo bestehen bleibt, in die Formeln 

fiir 8' und -^- ein, so ergiebt sich: 

Stehen Grad und Multiplicatoren gweier automorphen Formen in 
den Besiehungen : 

B + B' + 2 = 0, p iP / = l, 



so ist: 



- 4-— = 1 

1 I 7 x 



l- ' Z 

# + <r + 2 = 0. 

Feraer gebe ich zum Schlusse dieses Abschnittes noch einige Satze 
iiber die allgemeinen Grenzen, in denen sich 8 bewegt, und zwar fiir 
negative a, auf welchen Fall ich ja mein Hauptaugenmerk richte. 

Ist B positiv, so ist stets 

8£—l; 
ist B < — 2, so ist stets 

<?;> — i, 

und ist B = — 2, so ist fiir alle uneigentlich automorjohen Formen 

8^— 1, 
fur alle eigentlich automorphen Formen aber: 

<J = — 2. 



Es ist namlich: 






t-x.i-2%; 


nun ist aber 




also 


"S^S'-V 



Bq ^ 3 ^Ba - ^ (l - -j-) = {B + 2) q - 2. 
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Da nun q negativ sein soil, so muss fur positive R in der That 
d negativ, also <^ — 1 sein; ist R -f- 2 negativ, so muss 8 > — 2, 
also ^> — 1 sein. Im Falle R -f- 2 = tritt das Gleicbheitszeichen 
rechts offenbar dann und nur dann in Kraft, wenn sammtliehe 



und 


^ = 1-1 




cr = 1 


sind. 


Dann sind aber , wenigstens fur R = — 2 




« = i. 


Dami 


t sind alle meine Angaben bewiesen. 




§9. 




Satze fiber 0- und oo-Stellen. 



alle 



Zur Untersuehung des Verhaltens einer automorphen Form in 
der Omgebung einer Stelle muss man dieselbe in der Umgebung der- 
selben nach Potenzen entwiekeln. Ich stelle daher einige Satze uber 
Poteneentwicklungen beliebiger Formen voran: 

Bine Form i? len Grades von £, , £ 2 kann man an einer Stelle £, , | 2 , 
welche weder Verzweigungsstelle , noch eine wesentlich singulare Stelle 
der Form ist , folgendermassen entwiekeln : 

£,, | 2 nenne ich den MittelpunM , rj 1) r} 2 den Grenspurikt der Ent- 
wicklung, und ich sage, die Form sei nach Potenzen von | nach 
t\ entwickelt. — Bei der Entwicklung einer Function von g nach 
Potenzen in der Umgebung einer Stelle £ entspricht % dem Mittel- 
punkte It, ? 2 , der Punkt £ = oo dem Grenzpunkte rj i} rj 2 der Potenz- 
entwicklung einer Form. 

Fur die Umsetzung der Entwicklung einer Form von j; nach ij 
in eine solche von £ nach r\' dient die Formel: 

ai = ^ai-(R- %_i • ((gJJ^j) ■ 

X=m 

Hieraus geht hervor, dass in jeder Entwicklung der erste Coefficient 
a m} sowie der Coefficient ur+i von der Wahl des Grenzpunktes ij lt % 
unabhangig ist. 

Man kann daher insbesondere den ersten Coefficienten a m als 
Coefficienten der betreffenden Stelle bezeichnen, ohne sich dabei auf 
eine bestimmte Entwicklung stutzen zu mussen. — 
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Nun kehre ich zu den automorphen Formen zuriick. 

Eine automorphe Form vom Grade B und der Functionalgleichung : 

habe an einer Stelle £, , £ 2 ; welche keine Bereichecke sei , die Ent- 
wicklung : 

(i) ftauW-^C-^-r 1 ■(«)». 

2=771 

Dann besitzt .Fjr (£,,£,) an irgend einer mit §,, i; 2 congruenten Stelle 
£,(*>, | 2 M die Entwicklung 

Also: 

ff«» eine Stelle | 1; jj 2 erne 0- oder oo- Stelle von bestimmter Ordnung 
in mit dem Coeffkienten a m ist, so ist jede zu % x , | 2 congruente Stelle eine 
0- bezw. oo- Stelle von derselben Ordnung mit dem Coefficienten Q x -a m . 

In einer elliptischen Ecke a { muss .Fr(£, , £ 2 ), wenn dasselbe 
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bei Anwendung von S, den Factor q ( = e l erhalten soil, eine 
Entwicklung folgender Gestalt besitzen: 

« F,( tl , « _(||f '«„,)-.. 'f"«. (|* (», ft) ..)'. 

Man erinnere sich jetzt, dass man nach Eiemann (Theorie der 
Abel'schen Functionen, Nr. 2) eine Function in einem Punkte der be- 
treffenden Mannigfaltigkeit (Riemann'sche Flache , Fundamentalbereich) 
unendlich klein von der (i ten Ordnung nennt, wenn ihr Logarithmus 
bei einem positiven auf der Mannigfaltigkeit geschlossenen Umlaut' um 
den Punkt um [i ■ 2iti wachst. 

Nach diesem Princip darf man eine 0- oder oo- Stelle in einer 

Ecke mit dem Winkel -j— nur mit dem l t ten Theile ihrer Ordnung in 

der £-Ebene zu dem Fundamentalbereiche zahlen. 

Fs muss demnach unsere automorphe Form in einer Ecke k { im 

Fundamentalbereiche (y + m)-fach verschwinden begw., wenn m ne- 

gativ ist, ( — j- — m)-fach oo werden. 

In einer parabolischen Ecke a^ laute die zugehorige Substitution: 



'" j \(6» = 2»* ■ (g«,.) + (gfr). 
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Man nennt eine Ecke dann eine 0- oder co-Stelle der Form 
F R (^, £ 2 ), wenn bei Annaherung an die Ecke vorn Innern des Be- 
reiches her die Form verschwindet oder oo wird. 

Bei einer solchen Annaherung an die Ecke wird der reelle Theil 



von Z 



negativ oo gross. 



g-Ebene. 



Z-Ebene. 





Fig. 8 b. 



Pig. 8a. 



Namlich der Eckpunkt muss, wie alle Ecken des Bereichs, links von 
der Bahncurve*) der zugehorigen Substitution 



s,o 



(t'fcO 



2i% + 



(£ftO 



liegen. Dieses Verhaltniss muss ungeandert bleiben, wenn man den 
g-Bereich durch die Substitution 



z = 



(£<v) 



transformirt. Dabei streckt sich die Bahncurve der Fig. 8 a in den 
verticalen Pfeil der Fig. 8b, und der Eckpunkt riickt in's Unendliche, 
und zwar, da er links von der Bahncurve bleibt, so, dass der reelle 
Theil von Z in demselben negativ oo wird. 
In Folge dessen verschwindet 

* = e^ 
bei Annaherung an die Ecke. 

Man sagt dann , ebenfalls der Eiemann'schen Festsetzung gemass, 
eine Form werde in der parabolischen Ecke /t-fach 0, wenn sie sich 
verhalt wie f 1 - 

Wenn nun eine automorphe Form in einer Ecke hochstens 
von endlicher Ordnung verschwinden oder oo werden und sich bei 



*) Wegen des Ausdrucks „Bahncurve" vergleiche man Klein-Frieke, 
Modulfunctionen I, p. 165 ff. 
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Anwendung von Si- auf £i,§ 2 mit p*- = e %nli ' multipliciren soil, so 
muss sie eine Entwicklung haben: 

(3) 






Jw einer parabolischen Ecke kann eine automorphe Form von jeder 
Ordnung (m + e { >) verschwinden , besw. von der ( — m — Si') ien Ordnung 
oo werden, unter «,•■ einen beliebigen ecbten Bruch verstanden. 

Aus der Definition der g,, £ 2 folgt, dass die Entwicklungen von 

(g|), ( /» 8 t: ! ) '> e " J e m i* der ersten Potenz von {ex), (set), («e,-) 

beginnen, und dass die Entwicklung von (£«:<') mit der O lcn Potenz 
von (per) anfangt. 

Hieraus folgt, dass einer Entwicklung (1) ein Factor (ex)" 1 , einer 






Entwicklung (2) ein Factor (0^) * , einer Entwicklung (3) ein Factor 
(ge i -y i ' +m des Ausdrucks durch z v , s. 2 entspricht. 

Im eimelnen dieser 3 Falle enthalt die Form Matj (s x , z 2 ) also den 
Factor (ex) m besw. (0e;) m , (^er) m - 

Zahlt man die 0- und oo-Stellen in g t , £ 2 , nur mit dem in den 
einzelnen Fundamentalbereicb fallenden Antheil, in g lf g 2 dagegen voll- 
standig, so hat man den einfachen Satz: 

Den 0- und oo-Stellen von F R (t, x , £ 2 ) im Fundamentdlbereiche ent- 
sprechen 0- oder oo-Stellen derselben Ordnung im Ausdruck durch g t , g 2 . 

Der Ueberschuss der Ansahl der O-Stellen uber die Angahl der 
oo-Stellen im Fundamentdlbereiche ist = R ■ q. 

Es ist hier der Platz, dass ich kurz das Verbaltniss meiner all- 
gemeinen automorphen Formen zu den „fonctions theta" des Hrn. 
Poincare beleucbte. 

Die Poincare 'schen Functionen entsprechen nur einem speciellen 
Falle meiner automorphen Formen, namlich den eigentlich automorphen 
Formen von geradzahligem Grade. 

Da aber Hr. Poincare keine „Formen" benutzt, so gehen seine 0- 
Functionen erst durch Multiplication mit £ 2 — R aus diesen Formen her- 
vor. Es ist: 

Daher auch die weniger einfache Functionalgleichung bei Hrn. Poincare. 

Den letzten von mir angegebenen Satz uber die Anzahl der 0- 

und oo-Stellen in einem Bereiche, der sich bei mir ohne Weiteres 

Hathematisclio Annalen. XLI. * 



50 Ebnst Ritter. 

aus deni Ausdruck durch e 1} e 2 ablesen lasst, leitet Poincare durch 
Integration (nach g) rnn den Fundamentalbereich herum ab. 

Bei mir gilt der Satz ganz allgemein, fiir jeden Fundamental- 
bereich, bei Poincare dagegen muss fur den oc-fernen Punkt, wenn 
derselbe im Bereiche liegt , eine besondere Ausnahme gemacht werden, 
eiDe Folge der unhomogenen Schreibweise. 

Wahrend ich jede Form direct als eine gewisse algebraische Form 
von #,, s 2 darstellen kann, kann Poincare seine O-Functionen nur 

mit Hiilfe eines Differentialquotienten -p- durch s ausdriicken. In- 

folgedessen lasst sicb auch das Verschwinden und co- Werden aus 
sernem Ausdruck nicht so unmittelbar ablesen, wie bei mir. 

Man sieht, dass alle diese Vereinfachungen eine Folge des Ge- 
brauchs der homogenen Variablen sind. Aus demselben Princip fliesst 
aber nicht nur die Vereinfachung, sondern auch die ganze Verall- 
gemeinerung, welche in der Hereinziehung der uneigentlich automorphen 
Formen, sowie der Formen von ungeradzahligem Grade besteht. — 

Ich will an dieser Stelle noch, wegen der Wichtigkeit fiir spatere 
Betrachtungen, angeben, wie sich der erste Coefficient der Entwicklung 
einer Form nach Potenzen von (ex) aus dem entsprechenden der Ent- 
wicklung nach (££) berechnet, wenigstens fur den Fall, dass £,, § 2 
keine Polygonecke ist. 

Aus der Definition der £,, £ 2 folgt, dass der erste Coefficient der 
Entwicklung von (££) Each (##) lautet 

Daraus folgt der Satz: 

Lautet der erste Coefficient der Entwicklung einer Form nach (ex) 
a m so lautet der erste Coefficient der Entwicklung nach (§£): 



(c-^JJ^e/v Vj 



Formen mit vorgegebenen Unendlichkeitsstellen. 

Kennt man die oc-Stellen einer automorphen Form und ihre 
Multiplicifaten, so kennt man den Nenner der Form Ra.tt(e n z 2 ) in 
dem Ausdruck durch s i , ss 2 . 

Es habe F R (^, £ 2 ) in einem Polygone s vorgegebene do-Stellen 
(von den en gegebenenfalls mehrere zu einer oo- Stelle hoherer Ordnung 
zusammenfallen konnen). Dann ist 

xiatjf^j , So) = — — — — ;r t — urr • 

K " " {zx) [ex ) . . . (zx m ) 

Die ganze Form Gn+*(e t , e 2 ) bat noch d + c + 1 willkiirliche Con- 
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stanten. Infolgedessen gelten die Satze (wobei ich der Ktirze halber 
oo - Stellen von der Ordnung //. immer als (i einfache oo - Stellen zahle) : 

Alle eindeutigen automorphen Formen vom Grade B und gleiehem 
MuUiplicatorsystem mit a vorgegebenen oo - Stellen lassen sich durch 
(8 -f- £ + 1) unter ihnen linear mit constawten Coefficienten susammen* 
setsen. 

Automorphe Formen von positivem Grade B miissen, da 8 fiir 
dieselben negativ ist, sicker oo- Stellen besitsen, mindestens in der Zahl 

(-*)■ 

Formen ohne oo- Stellen — ich will solche als „holotypische Formen" 
benennen (K) — sind nur moglich fur negative B, und swar in der 
Ansahl (8 + I), jedenfalls unmoglich, wenn 8 <J — 1 ist. 

Im Falle, dass der Grad B negativ ist, und swar < 2, existiren fiir 
jedes MuUiplicatorsystem Formen' mit nur einer vorgegebenen oo -Stelle, 
und swar in der Ansahl (8 -f- 2). 

Ist der Grad B = — 2 , so existiren beliebige uneigentlich auto- 
morphe Formen mit nur einer vorgegebenen oo- Stelle; dagegen miissen 
eigentlich automorphe Formen vom Grade ( — 2) stets mindestens 2 
oo- Stellen besitsen. 

Man kann aber auch ausser der Anzahl und Multiplicity der oc- 
Stellen sammtliche Coefficienten der oo werdenden Glieder in den be- 
treffenden Entwicklungen vorgeben. Dann ist die Willkiir in den 
Coefficienten von Gi+,(g lt s 2 ) noch weiter besehrankt. Man findet: 

Es giebt 8 + 1 linear unabhangige automorphe Formen, die in 
gegebener Weise oo werden. 

Ist 8 -f- 1 negativ, so miissen swischen den Coefficienten der oo- 
Stellen noch — (8 + 1) Belationen erfullt sein, damit eine solche auto- 
morphe Form uberhaupt moglich ist. 

Ist (8 + 1) <[ 0, so ist eine automorphe Form durch die Art ihres 
oo - Werdens eindeutig bestimmt. 

Ich fiige noch einen wichtigen fiir alle eigentlich automorphen 
Formen vom Grade (— 2) gultigen Satz bei: 

Zunachst erinnere ich an den auf S. 46 ausgesprochenen Satz, dass 
in der Entwicklung einer Form vom B Ua Grade: 

der Coefficient an+i von der Wahl des Grenzpunktes r\ unabhangig ist. 
Bei der Entwicklung einer beliebigen Form ( — 2) ,en Grades in der 
Umgebung einer oo- Stelle ist also der Coefficient a_x von der Wahl 
des Grenzpunktes unabhangig und stimmt uberein mit dem Residuum 
dieser oo-Stelle fiir die Function § 2 2 jF t _2(§i , £ 2 ). 

4* 
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Ich nenne daher im Falle einer Form vom Grade — 2 den Coeffi- 
cienten a_i das Besiduum der betreffenden oo -Stelle. 

Speciell bei den automorphen Formen will ich unter dem Residuum 
eines Systems congruenter oo- Stellen das Residuum einer einzelnen oo- 
Stelle des Systems verstehen, wenn die Stellen des Systems keine 
Bereichecken sind, da'gegen den U m Theil davon, wenn die oo Stellen 

singulare Ecken mit dem Winkel ^- sind 

h 
Der allgemeine Ausdruck einer eigentlich automorphen Form 
(— 2) ,en Grades durch e it e 2 lautet: 

t=w _1_ 

Es gilt nun der bemerkenswerthe Satz: 

1st gjW, g 2 W ein System congruenter oo- Stellen von F- 2 {i\, £ 2 ) mit 
dem Residuum a_i, so ist x lf x 2 eine oo- Stelle gleicher Ordnung von 
Rat—ite^, 2 ) mit dem Residuum a_i = a_! • c~ 2 - 

Sind namlich die £/**, | 2 (x) nur eiufache oo - Stellen , so folgt nach 
S. 50 aus dem Residuum a_i fur den Coefficienten aLi einer Ent- 
wicklung der ganzen rechten Seite an der Stelle x t , x 2 der Werth : 



i-- 1 



all = <*-i • c -2 • / / (x e t ) '' . 

Daraus folgt als Residuum von Rat-t{e 1 , e 2 ) an derselben Stelle: 

a_i = a_i • c~ 2 . 

Es ist nun, wenn eine oo- Stelle hoherer Ordnung vorliegt, nur 
noch zu beweisen, dass die Entwicklungsglieder 

(M)""<«)" **-» 

von F— 2 (Sii £2) au ^ das Residuum von Rat—2(0 i} z 2 ) ohne Einfluss 
sind, d. h. dass 

(^r M -«e ,: iT(»«o" (, " i) **-» 

!=1 

in der Umgebung von x t , x 2 entwickelt kein einfach 00 werdendes 
Glied aufweist. In der That kann man, wie man aus der Definition 
der £ t , £ 2 herleitet, fur diesen Ausdruck setzen: 

4((«>-sn 
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5) , ? . ) eine nach aufsteigenden Potenzen von 
(B%)\jjrx) fortschreitende Potenzreihe ist, so kann die Ableitung der- 
selben nach (sx) -£$- kein Glied \(, gx )-r^r) > das Ganze also kein 
Glied ( j y ) {sx)~ l enthalten, womit der ausgesprochene Satz auch 

fur oo-Stellen hoherer Ordnung bewiesen ist. 

Auch wenn die £/*>, £ 2 <*' Bereichecken sind, bleibt der Satz be- 
stehen, wie ich hier nicht naher ausfiibre. 

Nun besteht fur die rationalen Pormen ( — 2) ten Grades bekanntlich 
der Satz, dass die Summe der Residuen aller oo-Stellen gleich Null 
ist. Daraus folgt mit Hulfe des vorangegangenen Satzes fur die auto- 
morphen Formen der wichtige Satz: 

Die Summe der Besiduen aller verschiedenen Systeme congruenter 
00 - Sidlen einer eigentlich automorphen Form vom Grade ( — 2) ist 
gleich Null. 

Man sieht jetzt auch den tief'eren Grund daftir ein, dass die 
eigentlich automorphen Formen vom Grade ( — 2) mindestens 2 
oo-Stellen haben. rmissen. — 

Der Residuensatz ist ubrigens von der Beschr&nkung auf p — 
frei, und gilt also, wie bekannt, z. B. auch fur die doppelperiodischen 
Functionen von g, die man ja nach Multiplication mit g 2 ~ 2 stets als 
automorphe Formen ( — 2) ten Grades ansehen kann. 

§ 10. 
Ueber die zu dem Fimdamentalbereiche gehorigen Integrals. 

Die eigentlich automorphen Formen vom Grade — 2 haben noch 
eine ganz besondere functionentheoretische Bedeutung durch den engen 
Zusammenhang, in dem sie mit den Integralen der eindeutigen Func- 
tionen des Fundamentalbereichs stehen. 

Bildet man namlich, unter -F-2(§i , £ 2 ) eme eigentlich automorphe 
Form ( — '2) ten Grades von £ n g 2 verstanden, das Integral: 

' JU&, g 2 ) (g, d%), (g, at) = g, di, - z 2 dt t> 



fi 



so ist dieses eine Form ten Grades von g 1; g 2 , d. h. eine Function 
von £, die ich J"(g) nennen will. 

Man sieht leicht, dass den oo-Stellen von F_ 2 (§ 1 ,§ 2 ), deren Resi- 
duum gleich ist, algebraische oo-Stellen von J(g) von einer um 1 
niedrigeren Ordnung entsprechen, dass dagegen, wenn das Residuum 
a-i>0 ist, in der Entwicklung von J(g) an der betreffenden Stelle 
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ausserdem noch ein logarithmisch unendlich werdendes Glied mit dem 
Coefficienten — a_j auftritt. 

Die analytische Natur der Functionen J(g) erkennt man am besten, 
indem man sie durch s u s 2 ausdrfickt. Es folgt namlich aus der Formel: 

_ ^ 

i=l 

die Differentialformel : 

Also ist mit Riicksicht auf den allgemeinen Ausdruck der Form 
F ~2(Ui £2) durch s t , s 2 : 

F_ 2 (g t , {,) • (f , dg) =J c » • BoU («, , * 2 ) • (*, da) . 

Man sieht also: 

Bets Integral J(§) is< <?«s allgemeinste Abel'sche Integral der durch 
den Fundamentalbereich vorgestellten Mannigfaltigkeit. 

Ich werde die Abel'schen Integrale des Fundamentalbereichs einer 
automorphen Function allgemein als „automorphe Integrale" benennen. 

Im vorliegenden Falle p = sind dieselben folgendermassen zu 
charakterisiren : 

Wenn die Besiduen alter oo -Stellen von F^{l u £ 2 ) gleich Null sind, 
so sind die automorphen Integrale J(g) eindeutige automorphe Functionen. 

Wenn J 1 _ 2 (S 1 , £ 2 ) oo- Stellen mit nicht verschwindenden Besiduen 
besitzt, die alle im Innern der Bereiche liegen, so sind die J'(g) loga- 
rithmisch versweigte automorphe Functionen, d. h. die Gesammtheit der 
Werthe von J(£) an irgend einer Stelle stimmt mit der Gesammtheit 
der Werthe an jeder congruenten Stelle fiberein. 

Wenn F- 2 (ti> §2) 00 -Stellen mit nicht verschwindenden Besiduen 
in singularen Bereichecken besitst, so sind die J(£) ,Jiomomorphe Func- 
tionen" von £, d. h. sie erleiden bei Anwendung einer Substitution S 
auf £ selbst lineare Substitutionen, und zwar in unsern Fallen Additionen 
gewisser Constanten. 

Besonders bemerkenswerth ist der Fall, wenn nur in parabolischen 
Ecken logarithmische Versweigungspunkte von J(Q liegen; dann ist 
namlich J(£) eine eindeutige homomorphe Function von g. 

Ich ftige noch einige Bemerkungen fiber die automorphen Iiite- 
grale bei hoherem p hinzu. 

Dort sind die automorphen Integrale — die man ubrigens in der- 
selben Weise, wie bei p=0 aus den automorphen Formen (—2)*™ Grades 
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gewinnen kann — iin Allgemeinen auch dann additiv homomorphe 
Functionen von £, wenn sie unverzweigt sind, abweichend vom Falle 
p = 0. 

Insbesondere ist die Function g, die wir durch das Schwarz- 
Neumann'sche Verfahren gewinnen, fur p>0 immer ein sich additiv 
substituirendes automorphes Integral. Die automorphen Integrate gehen 
also nach unserm Klein' schen Ansate den automorphen Functionen 
voran, was bei p = nur wegen der Identitat der unverzweigten 
Integrale mit den Functionen nicht in Erscheiuung tritt. 



III. Theil. 
Darstellung der automorphen Formen durch % v , g 2 . 

§ 11. 
Vorbemerkungen. 

In diesem dritten Theile meiner Arbeit will ich die automorphen 
Formen, deren Eigenschaften ich bisher nur aus ihrem Begriffe und 
allgemeinen functionentheoretischen Principien abgeleitet habe, auch 
nach der Seite ihrer expliciten Darstellbarkeit durch die Variablen 
£,, £ 2 untersuchen. 

Hier ist es nun, wo ich wesentlich die Ideen des Hrn. Poincare 
benutze, indem ich die von ihm aufgestellten Reihen einer gewissen 
leichten Erweiterung unterwerfe, durch welche sie geschickt werden, 
auch meine uneigentlich automorphen Formen darzustellen. 

Schon Seite 49 habe ich auseinandergesetzt, inwiefern meine 
automorphen Formen Hrn. Poincare's „fonctions thetafuchsiennes" und 
„fonctions thetakleineennes" entsprechen. Fur diese seine „ ©-Func- 
tionen" hat nun Hr. Poincare gewisse Darstellungen durch unendliche 
Reihen gegeben, oder vielmehr, er hat die 0- Functionen durch die 
unendlichen Reihen definirt. 

Diese Reihen hat er ebenso wie die dadurch dargestellten Func- 
tionen mit dem Namen der Herren Fuchs und Klein in Verbindung 
gebracht: er nennt sie , ; series thetafuchsiennes" bezw. „ series theta- 
kleineennes", je nachdem die zu Grunde gelegte Gruppe eine Haupt- 
kreisgruppe mit nur positiven Substitution en ist oder nicht. Auf das 
Unzutreffende dieser personlichen Benennungen hat insbesondere Hr. 
Klein mehrfach hingewiesen, zuerst in der Zusatznote zu Hrn. Poincares 
Bericht uber seine Ergebnisse auf diesem Gebiete in Math. Ann. XIX, 
S. 564 (1881). Was speciell die in Rede stehenden Reihen betrifft, so 
ist deren Erfindung das allereigenste Verdienst von Hrn. Poincare selbst, . 
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und ich will daher diese Reihen, mit Einschluss der von mir einzu- 
fuhrenden Verallgemeinerung fortan als „Poincare'sche Eeihen" be- 
zeichnen. Dabei habe ich zugleich den Vortheil gewonnen, die er- 
wahnte functionentheoretisch durchaus unwesentlicbe Trennung der 
Gruppen in zwei Classen in der Benennung beseitigt zu haben. 

§ 12. 

Ueber die Convergenz der Poincare'schen Reihen. 

Will man unter Zugrundelegung einer Gruppe mit einer endlichen 
Anzahl von Substitutionen eine eindeutige automorpbe Form von be- 
stimmtem Grade construiren, so braucht man nur alle Substitutionen 
der Gruppe auf eine beliebige rationale Form des betr. Grades an- 
zuwenden und die Summe zu bilden: 

Dann ist diese Form, sofern sie nicht identisch verschwindet, eine ein- 
deutige automorphe Form mit dem Multiplicatorsysteine p x . 

Will man dasselbe Verfahren bei unendlichen Gruppen anwenden, 
so muss man nocb dafur sorgen, dass die so gebildete Summe absolut, 
d. b. unabhangig von der Reihenfolge, convergirt. 

Dies ist nacb dem Convergenzsatze von Hrn. Poincare*), der sich 
unmittelbar auf die hier zu bildenden uneigentlicli automorphen Reihen 
ubertragen lasst, in der That dann immer der Fall, wenn 

B< — 4 

ist. — 

Voraussetzung ist dabei, dass keine der oo-Stellen der Form 
9>r(Si> S2) m ^ emem <^ er Grenzpunkte der Gruppe zusammenfallt. 

Wenn diese Bedingung erfullt ist, so convergirt die Summe fur 
jedes Werthsystem g 1; g 2 > dessen Quotient g in das von den Fundamental- 
bereichen iiberdeckte Gebiet fallt, sie wird, wenn % in einen derjenigen 
Puukte ruckt, die den oo-Stellen von tpR{ti]ti) congruent sind, durch 
oo-Werden einzelner Glieder, unbeschadet der Convergenz der Summe 
der ubrigen Glieder, unendlich, und sie hort uberhaupt auf zu con- 
vergiren, wenn g in einen Grenzpunkt rlickt. 

Ich brauche den Beweis an dieser Stelle nicht wiederzugeben; er 
beruht darauf , dass die Summe der Flacheninhalte aller den unendlich 
fernen Punkt nicht enthaltenden Fundamentalbereiche der g-Ebene 
endlich ist. 

Mit B, — — 4 ist aber sicher nicht in alien Fallen die 'ausserste 
Grenze der Convergenz erreicht; vielmehr hat man beispielsweise fiir 
die Gruppen mit Hauptkreis den Satz: 



*) Memoire sur les fonctions fuchsiennes. (Acta math. I). 
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Im Haupfkreisfalle convergiren, sofem der Hauptlcreis Grenskreis 
ist, die automorphen Beihen dann und nur dann, wenn 

B<-2, 
liegen dagegen auf dem Haupikreise nur isolirte Grenspunkte, so con- 
vergiren die Beihen fur „ <- 2 

Der Beweis des ersten Theils meiner Behauptung ist in dem 
zweiten Poincare'schen Convergenzbeweis fur B =•• — 4, der sich auf 
niehteuklidische Geometrie stiitzt, mit enthalten, aber da Formen vom 
Grade — 3 bei Poincare iiicht vorkommen, von diesem nicht weiter 
hervorgehoben worden. Den zweiten Theil meines Satzes aber hat 
Hr. Poincare bei Abfassung seiner Abhandlungen sicher nicht gekannt, 
wie aus den Auseinandersetzungen in seiner Abhandlung: „Sur les 
groupes des equations lineaires", § 19 hervorgeht. Um so bemerkens- 
werther ist mein Resultat, als Hr. Poincare an jener Stelle sagt: „Lors- 
qu'on l'aura fait (namlich die Convergenz der betr. Hauptkreisreihen 
vom Grade — 2 bewiesen haben wird) cette demonstration dispensera 
dans tous les cas de 1' application de la methode de continuite." 

Ich will hier den Beweis nicht ausfiihrlich angeben, sondern nur 
bemerken, dass er auf dem Nachweise beruht, dass die Summe der 
Umfange aller Fundamentalbereiche endlich ist; und dies weist man 
dadurch nach, dass man zeigt, dass die Summe aller in den Polygonen 
liegenden Theile des Hauptkreises eine angebbare endliehe Grosse ist, 
namlich die einfache oder doppelte Lange des Hauptkreises selbst. 

Sicher aber ist dies nur ein Beispiel unter vielen andern , in denen 
die Convergenz weiter reicht , als bis B = — 4. Ein anderes Beispiel 
bilden die Gruppen, auf welche sich die Arbeiten von Weber und von 
Schottky beziehen*), und bei welchen ebenfalls die Reihen fur B= — 2 
convergiren. Zwar kommen diese Beispiele, da sie einem hoheren p 
entsprechen, fiir uns nicht in Betracht, doch ist bei diesen Convergenz- 
fragen das Geschlecht p iiberhaupt unwesentlich. 

Ferner convergiren im Falle eines einzigen Grenzpunktes, wenn 

man von der Gruppe der Wiederholungen einer einzigen parabolischen 

Substitution, so wie von der Gruppe — f -^, — absieht, die Reihen 

dann und im Allgemeinen nur dann, wenn 

B <— 2 

ist, im Falle zweier Grenzpunkte aber, wenn 

• , B<0 

ist. 



*) Weber: Ein Beitrag zu Poincare's Theorie der Fuchs'schen Functionen. 
Gott. Nachr. 1886. Schottky: Ueber eine specielle Function, welche bei einer 
bestimmten linearen Transformation ihres Argumentes ungeandert bleibt, Crelle's 
Journ. 101 (1887). 
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Allgemein die Grenze der Convergenz festzustellen, ist mir noch 
nicht gelungen. Dagegen kann man einen negativen Satz allgemein 
aussprechen : 

Sind die OrenspunHe der Oruppe 'langs irgend welcher Curvenstiicke 
gehauft, so Iconnen die automorphen Beihen vom Grade — 2 sicher 
nicht convergiren. 

Es ist dann namlich die Summe der Umfange aller Fundamental- 
bereiche oo gross , wie man folgendermassen leicht einsiehi 

Es sei der Umfang des Ausgangsbereiches P ; ich umgebe den- 
selben mit einem Kranze weiterer Bereiche, derart, dass an der Um- 
grenzung des so erweiterten Gebietes die Umgrenzung P, nicht mehr 
theilnimmt. Den Umfang dieses erweiterten Gebietes nenne ich P t ; 
dieses umgebe ich wieder mit einem Kranze weiterer Polygone, und 
nenne den Umfang P 2 , u. s. w. 

Bei unbegrenzter Erweiterung kann P„ nicht ooklein werden, da 
ja immer noch endliche Curvenstiicke, namlich die Grenzcurven, in 
dem unbedeckten Gebiete liegen. Daher kann die Reihe: 

P + P t + P 2 + ■ • • 

nicht convergiren , und also noch viel weniger die Summe aller Polygon- 
umfange, von der ja diese Reihe nur ein Theil ist. 

§ 13. 

Die Poincare'schen Reihen als automorphe Formen. 

Eine Reihe, wie ich sie auf S. 56 aufgestellt habe, mit dem 
Bildungsgesetz : 



F K tt i> s i )=yQ*- i -<p R (t i { * ) ,y x) ) 



nenne ich eine „Poincare'sche Reihe". Dieselbe stellt eine eindeutige 
automorphe Form JR ten Grades mit dem Multiplicatorsysteme q x dar. 

Diese „Poincare'schen Reihen" sind, wie ich schon in § 11 betonte, 
eine Verallgemeinerung von Hrn. Poincare's „series thetafuchsiennes", 
welche folgendermassen gebildet sind: 

e(6) =2 Rat (^ (y*s+ s «)- 2m - 

X 

Multiplicire ich eine solche Reihe mit £f 2m , so wird aus ihr die 
Reihe: 

g 2 - 2m ©(0 = 2 ^Y im ■ Rat (P»>). 
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Dies ist aber eine Reihe des oben angegebenen Bildungsgesetzes , nur 
mit der Beschrankung auf das Multiplicatorsystem q x = 1 und auf 
geradsahlige B. 

Die Form F R (t, x , £ 2 ) kann nur an denjenigen Stellen oo werden, 
welche mit den innerhalb des Polygonnetzes fallenden oo-Stellen der 
Form ^(Su^) congruent sind. Doch konnen sich mehrere einander 
congruente oo-Stellen von <Pr{£ u £ 2 ) bei der Summation ganz oder 
theilweise aufheben. 

Die Coefficienten des oo-Werdens von F R (£ lt £ 2 ) an einer Stelle 
jj 1; | 2 bestimmt man daraufhin, wie folgt: 

Es sei unter % i} £ 2 etwa ein Punkt des Ausgangsbereicb.es ver- 
standen. Wenn dann <Pr{£x> £2) an den v einander congruenten Stellen: 

Si l 62 ) si ) =2 ) ' ' ') Si 1 62 

unendlicb wird, so wird an der Stelle £,, i- 2 offenbar nur das 
x i te ; x 2 tc ; • • •; ** te Glied der Summe unendlich. Man bilde also aus 
9P.B (Si > S2) ^ e ebenfalls rationale Form: 

«*«, , w = q*: 1 ■ <prW, fe w ) + q,: 1 ■ <p R {??\ t$?) + • • • 

und entwickle diese Form in der Umgebung der Stelle g t , £ 2 , so dass 
man etwa erhalt: 

*-•&" «&-+«-* ©• + "~'-«6)-+-+ - ■ 

■■■+<■-. (ST ««"■+•••• 

Die Coefficienten a— m bis a_i sind dann zugleich die Coefficienten 
der 00 werdenden Glieder der Entwicklung von F R (gj , g 2 ) von g 
nach r). — 

An einer Polygonecke «» zeigt die Summe natiirlich genau dasselbe 
Verhalten, wie nach den friiheren Angaben jede automorphe Form mit dem 
Multiplicatorsysteme q x . Es heben sich eben diejenigen Glieder der Ent- 

/ (£0.) \ B-(«j+ *,-*) , . , , 

wicklung, welche nicht von der Form ax • ( -7 — 4x J ■ (5 «i) ' ' 

\ \ iri)/ 

sind, bei der Summation gegenseitig auf, wie man auch leicht veri- 
ficiren kann. 

Eine oo-Stelle kann in einer Ecke a t natiirlich nur dann liegen, 
wenn eine der oo-Stellen von tpnfa , § 2 ) mit a f congruent ist. 

Die Coefficienten des oo-Werdens bestimmt man in genau derselben 
Weise, wie oben bei einer gewohnlichen oo-Stelle. 

Mit einer parabolischen Ecke darf, da diese ein Grenzpunkt der 
Gruppe ist, keine oo-Stelle der Form <Pr(£ v £ 2 ) congruent sein. Andern- 
falls wiirde die Reihe nicht convergiren konnen. 
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Daher wird eine convergente Reihe , wenn man g, ; g 2 mit endlichen 
absoluten Werthen in dieEcke hineinrucken lasst, nichtoo werden konnen. 

Dabei n'ahern sich g l} g 2 mit ihrem Quotienten dem Werthe a, 
werden aber selbst oo gross. Will man fordern, dass bei Annaherung an 
die parabolische Ecke g l} g 2 endlich bhiben, so muss man gj, g 2 logarith- 
miscb oo gross werden lassen. Dann n'aherfc sich aber der Werth der 
automorphen Reihe der 0, da ibr Grad ein negativer ist. 

Daraus gent hervor, dass der allgemeine Ausdruck der Reihe 
durch g t , g 2 fur (ge^) = (bei endlichen g t , g 2 ) verschwinden muss. 
Ich habe also in der That zweckmassig verfugt, als ich in § 8 bei 
negatives B die Festsetzung traf: 

0<£, ^1. 

Denn in Folge dessen habe ich den einfacben Satz: 
Datnit eine Form: 

*•*(*«,« =J]W' Bat, (*„*,) 

durch eine Poincare'sche Reihe darstellbar sei, darf heine oo-Stelle der 
Ratt(g i) s 2 ) mit einem der etwaigen logarithmischen Versweigungspunhte 
e t ' gusammenfallen. 

Das ist natiirlich zunachst nur eine nothwendige Bedingung; dass 
sie auch ausreichend ist, wird sich erst spater ergeben. 

§ 14. 

Ausdruck der Reiheu durch s lf g 2 . 

Nachdem man so iiberhaupt eindeutige automorphe Formen von 

g , g 2 dargestellt hat, ist natiirlich die Hauptfrage, welche Formen 

man iiberhaupt dargestellt hat, d. h. welchen Ausdruck in s u g 2 die 

dargestellte Form besitgt? 

Wir kennen von der Form: 

1) Grad, Gruppe und Multiplicatorsystem , 

2) die Art des Dnendlichwerdens. 

Es werde jetzt angenommen, man konne zu jedem g das zugehorige s 
bestimmen, z. B. durch die conforme Abbildung des §2. 

Zuweilen will ich auch voraussetzen , dass man zu jedem Werthe- 
paar g, , g 2 das zugehorige Werthepaar g t , g 2 bestimmen kann. Dies 
ist zwa'r nicht eindeutig durch g,, g 2 festgelegt , doch unterscheiden 
sich die verschiedenen Werthepaare nur durch Factoren, die bei den 
hier darzustellenden Formen, da sie in g 1; g 2 eindeutig sind, wieder 
in Wegfall kommen, so dass es fur meine Zwecke gleichgultig ist, 
welches der verschiedenen einem Werthepaare g, , g 2 entsprechenden 
Werthsysteme *,, s 2 man wiib.lt. 
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Und endlich gehe ich hin und wieder init nieinen Voraussetzungen 
noch weiter, indem ich annehme, man kenne auch eine beliebige Zahl 
der Coefficienten der Reihenentwicklung von £, , £ 2 nach #, , e t in der 
Umgebung eines beliebigen Punktes. 

In Folge der Kenntniss von 1) haben wir fiir deu Ausdruck 

1L 

£ . 

einer unserer Reihen die Zablen -j- und 8, in Folge der Kenntniss der 

oo-Stellen und ihrer Multiplicitat den Nenner der Form Ra,bj(g l) g 2 ). 

Es mogen sich nach dem vorigen Paragraphen innerhalb eines 
Fundamentalbereiches £ oo-Stellen ergeben haben: 

wobei eine v-fache oo-Stelle im Innern v-mal, eine {(ilt — £ t )-fache in 
einer Ecke a* (i-ma\ zu z'ahlen ist. Den Quotienten £', §", • • •, §!•) 
mogen die Quotienten x , x", • • •, rfc |e| entsprechen. 

Dann ist der allgemeinste Ausdruck fur die vorliegende auto- 
morphe Reihe: 



'.ft.w-JTco"--^ 



ix) {sx") ■ ■ • (««:''') 

Die ganze Form gj+ e (s 1 , s 2 ) enthalt noch 8 -f- e -f- 1 linear vor- 
kommende Constanten , die bei der ersten Annahme, dass man nur zu 
jedem f das zugehorige s kenne, vollig unbestimmt bleiben. 

Kennt man dagegen die Entwicklung von % if g 2 nach s t) s 2 an 
jeder Stelle, so kann man aus den bekannten Coefficienten des oo- 
Werdens der Reihe diejenigen des oo-Werdens in e l} s 2 berechnen. 
Dann bleiben nur noch 8 -f- 1 Coefficienten in gt^ie^ s 2 ) vnllkurlich. 
Wir stellen folgende Satze zusammen: 

Es giebt cx> 3 + x verschiedene automorphe Formen von gegebenem 
Grade und Multiplicatorsysteme, die in gegebener Weise oo werden. 

Die Mannigfaltigkeit der Poincare'schen Beihen, die in derselben 
Weise oo werden, ist aber eine sehr viel grosser e.\ 

Es mussen daher unendlich viele mit verschiedenen Formen qjnfa , £ 2 ) 
gebildete Beihen identische Formen liefern imd unendlich viele holotypische 
Beihen identisch verschwinden. 

Ist insoesondere 8 = — 1, so liefern alle Formen cpr(£i,Z 2 )i die 
su gleichen oc-Stellen Anlass geben, identische Formen F R (t, x , £ 2 ), und 
alle holotypischen Beihen verschwinden identisch. 

Um direct zu entscheiden, ob irgend zwei Reihen identisch sind, 
miisste man sie in der Umgebung irgend eines Punktes | 1; § 2 nach Potenzen 
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von j^jjr entwickeln, und ihre Coefficienten vergleichen. Diese Coef- 
ficienten sind aber selbst, mit Ausnahme derjenigen der oo werdenden 
Glieder , unendliche Summen. 

Statt an einer Stelle die S -+- e + 1 ersten Coefficienten zu ver- 
gleichen, kann man bequemer die e Coefficienten der oo-Stellen und 
ausserdem noch d + 1 sonstige durcb Summation zu berechnende 
Coefficienten vergleichen. In jedem Falle sind aber mindestens (d + 1) 
unendliche Reihen auszuwerthen. 

Auf dieselbe Weise hat man zu entscheiden, ob eine Reihe ohne 
oc-Punkte identisch versehwindet. 

Ob man aber durch geeignete Wahl der Form ?>*(£,, £ 2 ) jede 
unter der allgemeinen Gestalt enthaltene automorphe Form erhalten 
kann, insbesondre, ob nicht etwa alle holotypischen Reihen identisch 
verschwinden, konnen wir ohne AusfOhrung der Summation fur jetzt 
nicht entscheiden; doch werde ich spater im Anschluss an Poincare in 
der Darstellung der Formen von positivem Grade durch ihre oo-Stellen 
Mittel finden, zu beweisen, dass man in der That jede mogliche Form 
der hier in Betracht kommenden negativen Grade durch eine Poin- 
care" sche Reihe darstellen kann, sofern nur keine oo- Stelle der 
Rat<j (f, , z. 2 ) auf einen logarithmischen Verzweigungspunkt e t - fallt. 

§ 15. 
Eigentlich antomorphe Reihen vom Grade R = — 2. 
Wenn unsere Poincare'sehen Reihen convergiren, so definiren die- 
jenigen mit nur einem c»-Punkte eine automorphe Form mit nur einer 
oo-Stelle. Diese Reihen konnen daher nur dann convergiren, wenn 

d ;> — i ist. 

Fur -K ^ — 3 ist diese Bedingung in der That immer erfiillt. 

Fur jR = — 2 kann dagegen d auch gleich — 2 sein , namlich 
fur alle eigentlich automorphen Formen, und nur fur diese. 

Wenn man daher eigentlich automorphe Reihen vom Grade — 2 
construiren kann , die formell uur einen oo-Punkt aufweisen, so konnen 
die Poincare'sehen Reihen vom Grade — 2 nicht convergiren. 

Es folgt daher auch hieraus, was friiher schon geometrisch be- 
wiesen wurde, dass fur Gruppen mit Grenzcurven Reihen vom Grade 
— 2 nie convergiren konnen ; denn , wenn Grenzcurven existiren, kann 
man stets eigentlich automorphe Reihen mit formell nur einem oo- 
Punkte bilden. 

Es lasst sich aber auch zeigen, dass man, wenn das Polygonnetg 
der Grupp e die game Ebene uberdeckt, eigentlich automorphe Reihen 
vom Grade — 2, die formell nur einen oo-Punkt besassen, nicht con- 
strut ren kann- 
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Zum Beweise erinnere ich zunachst an den § 9 gegebenen Begriff 
des Residuums einer oo-Stelle einer Form ( — 2) ten Grades. Es gilt, 
wie fiir Functionen, der Satz: 

Die Summe der Residuen einer rationalen Form vom Grade — 2 
ist =0. 

Nun findet man leicht den Satz: 

Das Residuum einer eigentlich automorphen Beihe vom Grade — 2 : 

^_ 2 (g 1) y=2<p-2(£ l ( *>.£ 2 ( * ) ) 

an einer cc-Stelle §,, | 2 ist formell (d. h. abgesehen von der Con- 
vergenz) gleich der Summe der Besiduen von <p_ 2 (£, , £ 2 ) an seinen mit 
I,, § 2 congruenten oo-Stellen. 
Es sei etwa: 



9-2 (£l; £2) = 



(C6 , "' ) )"'(t6 w )™'-'--(f6"')" 



Dann ist nach den friiher gegebenen Regeln das Residuum der Reihe 
an der Stelle jj u | 2 gleich dem Residuum der Summe: 

^ (g(*i> g(*i))mi (g(*s) glxjjm, . . . (g(Mg(M) m * 

an der Stelle £j, £ 2 . Das Residuum des v ten Gliedes dieser Summe an 
der Stelle | 1; jj 2 ist dasselbe, wie das Residuum desselben Gliedes, als 
Form von §[*»), g(*») betrachtet, an der Stelle £(* r ), t^; dieses stimmt 
aber iiberein mit dem Residuum der Form <jd_ 2 (£,, g 2 ) an der Stelle 

Es ist daher in der That das Residuum von _F_2 (Si ? S2) formell 
gleich der Summe der Residuen von cp-^y, £ 2 ). 

Nun folgt aus diesem Satze: 

Wenn das Polygonnets die game Ebene oedeckt, so ist die Summe 
der Besiduen aller incongruenten oo-Stellen von .F_ 2 (£, , £ 2 ) gleich der 
Summe der Besiduen aller oo-Stellen von <p_ 2 (§, , £ 2 ), also = 0. 

Dieser Satz fiir die Poincare'schen Reihen stimmt iiberein mit dem 
auf S. 53 bewiesenen Residuensatz fur die eigentlich automorphen 
Formen ( — 2) len Grades; nur ist der dort gegebene Beweis allgemeiner, 
weil er nicht die Darstellbarkeit der Form durch eine Poincare'sche 
Reihe voraussetzt. 

Aus diesem Residuensatz fiir die Reihen folgt unmittelbar, was 
zu beweisen war, dass man fiir Gruppen ohne Grenzcurven eigentlich 
automorphe Reihen vom Grade — 2, die formell nur einen oo-Punkt 
besitzen, nicht construiren kann. 
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§ 16. 
Unendliche Reihen und Producte fiir die automorpheii Integrate. 

In § 10 habe ich auf den Zusammenhang aufmerksam gemacht, 
der zwischen den eigentlich automorphen Formen ( — 2) ten Grades mid 
zwischen den automorphen Integralen besteht: die letsteren sind die 
Integralftinctionen der ersteren. 

Es fragt sich , ob man durch gliedweise Integration der Poincare'- 
schen Reihen ( — 2) ten Grades wieder convergente Reihen erhalten kann, 
welche dann naturlich automorphe Integrale vorstellen mussen? Ich 
werde in diesem Paragraphen zeigen , dass dies in der That immer mog- 
lich ist, wenn die Poincare'schen Reihen ( — 2) len Grades convergiren. 

Diese neuen Reihen konnen naturlich nicht genau das Bildungsgesetz 
der Poincare'schen Reihen haben; denn Poincare'sche Reihen vom teD 
Grade konnen sicher nicht convergiren. Sie unterscheiden sich von einer 
Poincare'schen Reihe len Grades dadnrch, dass zu jedem Gliede eine 
von £-unabhangige, aber mit x wechselnde Constante hinzutritt, welche 
erst die Convergenz erzengt. Ich will diese jetzt aufzustellenden Reihen 
wegen ihrer engen Beziehnng zu den Poincare'schen Reihen als 
„Poincare'sc1ie IntegraJreihen" bezeichnen, obwohl Hr. Poincare selbst 
diese Reihen in ihrer Allgemeinheit ebensowenig behandelt hat, als 
die Poincare'schen Reihen vom ( — 2) ten Grade*). 

Wohl aber kommen solche Reihen fur eine specielle Art von 
Gruppen, von einem etwas anderen Ausgangspunkte her gewonnen, 
in der schon oben genannten Arbeit von Hrn. Schottky vor, namlich 
aus Prodactdarstellungen abgeleitet, wahrend ich hier umgekehrt von 
ihnen aus zu den Producten gelange. 

Es liege eine convergente eigentlich automorphe Poincare'sche 
Reihe vom (— 2) len Grade vor: 



Fs&'&^y- 2 ^'^- 



Ich behaupte nun: 

In demselben Masse, wis die vorgelegte Beihe, convergirt audi die 
Beihe der Integrale: 



*) Nur ganz gelegentlich (Sur les groupes des Equations lin<5aiies, § 18—19) 
kommt der reelle Theil einer ganz speciellen Integralreihe vor, und an gleicher 
Stelle wird die Moglichkeit erortert, wann im Hauptkreisfalle auch Poincare'sche 
Reihen (— 2) len Grades convergiren konnen; dabei kommt aber Herr Poincare" 
nicht etwa zu meinem einfachen Satze, dass sie immer dann convergiren, wenn 
der Hauptkreis nicht Grenzkreis ist, sondern er giebt ein complicirtes thats'achlich 
im einzelnen Falle kaum ausfuhrbares Verfahren zur Entscheidung fiber diese 
Frage an. 
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und muss daher nothwendigerweise die Integralfunction darstellen. 

Ich zerlege, urn den Beweis zu erbringen, zunachst die Form 
<p_ 2 (§t ; S 2 ) m Partialbruche 

wo unter ij 1; % eine Stelle verstanden ist, an weleher q>s(ti, 5 2 ) n i cnt 
oo wird, wo A nur eine endliche Zahl negativer ganzer Zahlen durch- 
lauft, und fur | der Reihe nach alle oo-Stellen von qp_ 2 (5 t , S 2 ) zu 
setzen sind.*) 

Ich fasse jetzt ein einzelnes Element der Partialbruchzerlegung 
und die aus demselben hervorgehende Poincare'sche Reihe 

ins Auge. 

Mit Rucksicht auf die Formeln 

erhalt man hieraus die Integralreihe : 
bezw. , wenn A = — 1 ist : 

■i) 2- {«*$£-<*» 

Es ist nachzuweisen, dass beide Reihen in demselben Mass, wie 
eine Poincare'sche Reihe vom Grade ( — 2) convergiren. 
Ich schreibe zur Abkurzung 

— 1 — /I = m > 0, 






( g W|) " * > ( Z <*)£) 

Es seien sowohl §, wie Z so gewahlt, dass sie weder mit |, noch 
mit ij congruent sind; dann existirt fur die absoluten Werthe von 

•) Die Glieder der Ordnung I = — 1 der Summe rechts werden zwar fur 
(£jj) = einzeln oo, aber man sieht leicht, dass wegen 2?«_i =0 ihre Summe 
endlioh bleibt, dass also in der That die % die einzigen eo-Stellen sind. 

Mathematiiohe Annalen, XLI, ** 
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gc«) un d Z (x) , wie gross man auch v. wahle , eine obere und eine untere 
Greaze, so dass 

A< |gM| <B, A< |2W| <£. 
Nun schreibe ich unsere beiden Reihen in folgender Gestalt: 

Jetzt ist, um die erste Reihe weiter zu betrachten: 

(j("))'»_(Z (l!> ) m ■ (£ ( * ) )" ,_1 + (£ M )™ -2 -(Z ( * ) ) 1 -\ h (Z ()!) )" l_1 

"mC^'-Zl"') - = i ™ 

Die erste Reihe convergirt daher mindestens ebenso stark wie die Reihe: 

2v>-zw). 

X 

Nun sieht man aber leicht, dass, unter ( — x) die zur Substitution 
(x) inverse Substitution verstanden, 

«x, ZW - ^""^ ^""^ - ( ^ ( "" }) ^^ 

5 "(£"»{) (zwe) («<-"») (zi ( - z) 

rcz) ■ «ij) 



<B m - 1 . 



ist, dass also 

X z 

ist. Die letzte Summe ist aber als Function von g n § 2 eine Poin- 
care'sche Reihe vom Grade — 2, also absolut convergent. 

Die Summen I) sind also in der That absolut convergent. 

Um dasselbe von der Summe II) zu beweisen, reicht es offenbar 
hin, zu zeigen, dass der absolute Werth des Ausdrucks: 

jog^) ~ ^g (2 (K) ) 
gW _ z (x) 

eine endliche obere Grenze besitzt. 
Da die Reihe 

convergirt, so kann man durch Abtrennung einer endlichen Anzahl von 
Gliedern von der Reihe II) bewirken, dass fur alle ubrigen Glieder etwa 

I g<*) _ ZC) I < -^ 4 



a 
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ist. Fur alle diese Glieder ist 

iog(eW)-tog(z t") = l0g V + z<" J 

= z (x) \ 2 z fx) 3 v z (X) / "• )' 

Da nun 

|S»-ZW)<{4, 

|Z«| > 4 

ist, so ist die Reihe in der Klammer in der That convergent, und ihr 
absoluter Werth kleiner als 

!°g j- 

i + H4)+l(l)'+ £---»••«*■ 

2 
Daher ist fiir alle x, mit Ausnahme hochstens einer endlichen Anzahl: 



logOT-logCz '*') 
g(x) _ z< x > 



^ 2log2 



Also convergirt auch die zweite Reihe absolut; dabei ist natfirlich 
vorausgesetzt, dass, wenigstens fiir die hoheren x, fiir beide Logarith- 
men derselbe Zweig gewahlt ist, was auch keine Schwierigkeit macht, 
da bei hoherem x £<*> un d Z (x) hinlanglich nahe rucken, um jeden 
Zweifel fiber die Wahl des Zweiges zu beseitigen. 

Die Reihe I) hort nur dann auf zu convergiren , wenn man £ oder Z 
in einen mit % congruenten Punkt rucken lasst, die Reihe II) dagegen 
auch , wenn man t, oder Z in einen mit dem Hiilfspunkt r\ congruenten 
Punkt rucken lasst; dies ist kein Wunder, da ich fiir das einzelne loga- 
rithmische Element tj l , ij 2 als zweite oo-Stelle adjungiren musste. Wenn 
ich nun aber fiber alle oo-Stellen i^, | 2 summire, so kommt in der Sunime 

(z«i) 



2 



«J,-i ■ lo g 



(5 ( "»i) 

Vi > V2 g ar nicht mehr vor. Diese Summe hatte ich aber auch aus Ele- 
menten mit einem von %, rj 2 verschiedenen Hiilfspunkte 17,', v\ 2 zusam- 
mensetzen konnen , welche in ijj , rj 2 sammtlich convergiren. 
Die Convergent der Summe 

2{^(P")-«P(2W)} 

ist daher der einzigen JBeschrankung unterworfen, dass £ oder Z nicht 
mit einem der oo-Punkte % der Function 90(g) congruent sein darf. 



38 



Ernst Ritter. 



Ich kann jetzt meine „ Poincare'schen Integralreihen" ganz unab- 
langig von ihrer Entstehung durch Integration definiren : 

°Unter einer „ Poincare'schen Integralreihe" verstehe ich ganz all- 
lemein eine Reihe von folgendem Bildungsgesetze: 

vo unter y(l) das Integral irgend einer rationalen Function ver- 
danden ist. 

Die Poincare'schen Integralreihen convergiren immer dann, wenn 
lie Poincare'schen Beihen {—2) tm Grades convergiren. 

Durch Poincare'sche Integralreihen kann man jedes automorphe 
Integral, insbesondere also auch jede automorphe Function darstellen. 

Ganz ahnliche Betrachtungen lassen sich auch fur Fundamental- 
)ereiche von hoherem Geschlechte anstellen, und fiihren dann zur 
3arstellung der Abel'schen Integrate der Mannigfaltigkeit durch 
'oincare'sche Integralreihen, freilich immer nur dann, wenn die 
Poincare'schen Reihen ( — 2) ten Grades convergiren. 

Von diesen Poincare'schen Integralreihen ist dann der Uebergang 
;u den Weber-Schottky'schen Productdarstellungen fur die eindeutigen 
mtomorphen Functionen*) leicht zu finden. 

Um fur eine automorphe Function: 

F(t) = O ea! 'Hga")---( *s 1 ' 1 ).. 

sine Productdarstellung zu finden, stelle man log -F(£) durch eine 
Poincare'sche Integralreihe dar, die dann naturlich nur logarithmische 
Jlieder enthalt, und bilde dann e l0 « F ^. Man gelangt so zu einer 
Productdarstellung der Gestalt: 

*•(» TT= TT[ {&" ) t')(P ) t")---{t* ) #' r ) (z'"r)(z'"i")-(z'"gi'i) 

F(Z, 11 \ (jW V ) (jW,-). . . (£ w,i.i) • (2 w v) ( Z M n ") ■ ■ ■ (zw,i") 

Man sieht iibrigens leicht, dass man hierfiir ebensogut schreiben 
iann: 

**(» _ Tj f (er w ) fer'" 1 )- • («'" w ) (z r w )(zr (x) )-- -(zg' e|W ) | 

F{Z) V I (Sv' ix) HW ix} ) ■ ■ • CfV" w ) ' (7. n '^){z n "W) ■ ■ ■ (z,' «'<*>) J 

Diese Productentwicklungen werden bei Hrn. Schottky iibrigens 
aicht aus den Integralreihen hergeleitet, sondern umgekehrt die Inte- 
gralreihen aus den Producten, die nur mit logarithmischen Gliedern 
lurch einfaches Logarithmiren, die mit rationalen Gliedern durch Ver- 
jleichung von Reihenentwicklungen eines Logarithmus. 

*) Vgl. S. 57. 
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Andere Productdarstellungen , mit transcendenten convergenzer- 
zeugenden Factoren, geben die Herren v. Mangoldt und H. Stahl.*) 
Beide bilden erst, wie ich, automorphe Formen (— 2)« en Grades, und 
von diesen aus die Producte. Die ersteren gewinnt aber Hr. v. Man- 
goldt indem er eine holotypische Reihe {R <^ — 4) tPn Grades mit einer 
der im § 17 zu besprechenden Darstellungen einer Form vom Grade 
(— B — 2) multiplicirt, Hr. Stahl, indem er eine Poincare'sche Reihe 
B icn Grades durch eine Reihe (R-\-2) ten Grades dividirt. — 

So interessant auch ein langeres Verweilen bei den Reihen- und 
Productdarstellungen dieses Paragraphen sein wiirde, so ist es doch 
hohe Zeit, wieder zu den allgemeinen Betrachtungen zuriickzukehren, 
die den eigentlichen Kern meiner Untersuchung bilden. 

§ 17. 

Die Elementarformen und ihre Verwendung in der Theorie der 
automorpnen Formen. 

Wir wissen, dass automorphe Formen von negativem Grade 
R ^ — 2 mit nur einer oo-Stelle immer moglich sind , mit Ausnahme 
der eigentlich automorphen Formen vom Grade — 2. 

Es fragt sieh, ob man stets auch Poincare'sche Reihen — inner- 
halb der fur die Convergenz nothwendigen Grenzen fur den Grad R — 
mit nur einer beliebigen oo-Stelle construiren kann? 

Wenn die Gruppe Grenzcurven besitzt, so ist das ohne Weiteres 
klar; man braucht nur eine Reihe zu bilden: 



j^«i,&)=2 



e* 



-i 9>*+i (ti*K ti x) ) 



U M i) 



mit einer Form cps-\-i (ti > §2)7 deren oo-Stellen sammtlich ausserhalb der 
Grenzcurven liegen. 

Schwieriger ist dies einzusehen, wenn die Fundamentalbereiche 
die ganze Ebene uberdecken. Dann muss man dem 90/5+1 (g n £2) noch 
eine Reihe scheinbarer oo-Stellen beilegen, welche sich aber gegen- 
seitig aufheben miissen. Man kann dies auf unendlich verschiedene 
Weise anordnen; ich will nur an einem Beispiele die Moglichkeit 
beweisen. 

Ich setze, unter iin+a+i (§1 , £ 2 ) e i ne ganze Form vom Grade {R-\-d-\-Y) 
verstanden: 



*) v. Mangoldt: Ueber ein Verfahren zur Darstellung elliptischer Modul- 
functionen durch unendliche Producte nebst einer Ausdebnung dieses Verfabrens 
auf allgemeinere Functionen. Gott. Nacbr. 1886, S. Iff. — H. Stabl: Ueber die 
Darstellung der eindeutigen Functionen, die sicb durcb lineare Substitutionen 
reproduciren, durch unendliche Producte. Math. Ann. 33, S. 291 ff (1888). 
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9,,+xlC,,W " , T t >)(:^)..-(j,^' 

lie Bedingung dafur , dass der Punkt *?, , tj 2 kein co-Punkt der Reihe 
iin soil, lautet dann: 

' & ' (W°) (^V^'-'GW^) ' (n { *>h) = 

Diese stellt eine homogene linear e Gleichuug vor, welcher die 
R + + 2) Ooefficienten der ganzen Form ^^„+i (g x , g 2 ) geniigen 
liissen. Damit sie durch nicht verschwindende Ooefficienten losbar sei, 
iuss man g so gross w'ahlen, dass 

■B + o + 2>2 
st, d. h. 

s^ — B. 

Losbar ist dann die Gleichung immer, aber im allgemeinen nur 
d, dass die Ooefficienten der Form il>n+o+i (Si , S 2 ) Formen von £,, | 2 ,... 
rerden. 

Wollte man sie so bestimmen , dass sie von |, , g 2 unabhangig 

riirden, so miisste man die Gleichung mit (i^ (x,) ) (jjij'*'') . . . (§ij^) 

aultipliciren, nach jjj, £ 2 ordnen, und den Coefficieiiten jedes Gliedes 

iir sich =0 setzen. Man erhielte dann statt einer Gleichung 6 homogene 

ineare Gleichungen, und um diesen durch nicht verschwindende 

; , flj, . . . zu geniigen, miisste man tf so gross wahlen, dass 

B _[_ 6 -f 2 ;> a + 1 , 

I. h. 

B^ — 1 

rare, was ja nicht moglich ist. 

Dies schadet auch nichts, dass die Ooefficienten von §, , | 2 abhangig 
rerden. Aber es kann ein anderer Umstand eintreten, welcher die 
twa gefundenen Ooefficienten unbrauchbar machen wurde, ein Umstand, 
er von Hrn. Poincare, der iibrigens eine etwas andere weniger ein- 
iche Anordnung der sich aufhebenden oo-Stellen hat, nicht beriick- 
ichtigt worden ist*). 

Es konnte namlich der Fall eintreten, dass alle Losungssysteme 
er Gleichung auch das oo-Werden an der Stelle | n | 2 in Wegfall 
ringen wiirden, d. h. auch die Relation erfiillten: 

In der That muss dies bei eigentlich automorphen Formen vom 
rrade — 2 immer eintreten. 



*) Acta math. Bd. 1, p. 281—285. 



Automorphe Formen vom Geschlecht Null. 71 

Ich be weise, dass das nur in diesem Falle eintritt, und dass in 
alien andera Fallen die | 4 , £ 2 und ij 1 , r} 2 sonst gewisse nicht identische 
Relationen erfiillen miissten, deren Erfulltsein man immer durch 
geeignete Wahl der 17, , ij 2 vermeiden kann. 

Ich ordne A n und A$ nach den CoeffLcienten a 0) a u . . . von f: 

A = Uofo + «1 f\ + <*>1 fi + • • • + «il+a+l fR+a+l, 

M = a o9o + a i 9\ + 02^2 + • • • + a R+a+1 g R+a+i 
wo die /" und g Formen von £,., ? 2 und 17,, ^ 2 sind. 

Soil nun jedes System a 0> a it . . . welches A n = macht, auch 
A$ verschwinden lassen, so muss A% 2. B. auch verschwinden, wenn 
man »„ = /",, a, = — f t setzt. Daraus folgt aber 

und in derselben Weise folgt iiberhaupt 

1 IB 1112 7 It t \ 

-4 " ^ " 1; = ^r = • ' • - ^ (l " 6 » *• ^ 

unter ft eine von a , a, , . . ., a B + ff +i unabhangige Form von | n £ 2 und 
Vd V2 verstanden. 

Ich muss also dieselbe Form h auch erhalteu, wenn ich f R+a+1 (£, , g 2 ) 
irgendwie specialisire, z. B. wenn ich setze: 



■&E+0+1 
Dann wird aber: 


(So 62) = 


to*- 


«) ( g ,f-. 


-*+0) . . 


■(S*? ( 


:»•)). 




*(6i, 


ia; »?i> •*2 2 )== 


1=— K-l 

*=1 






(Su w ) 


} ) 




-0) 

-R-0) 



Das Gleiche muss man aber erhalten, wenn man die x lf x 2 , . . . ; jc_j?_i 
in irgend einer andern Weise aus den x it x 2 , . . ., «„ auswahlt; durch 
Gleichsetzung dieser verschiedenen Ausdrucke erhalt man als Bedingung 
fur das Eintreten des vermutheten Ausnahmefalles eine grosse Zahl 
nicht identischer Gleichungen, welche in (j,, jj 2 vom ( — B — 2) le " 
Grade sind. 

Nur wenn B = — 2 ist, enthalten diese Gleichungen § 1> i 2 un ^ 
i^ , ?j 2 nicht ; sie lauten dann 

-1 —1 —1 -1 

— Qy, = — Q*, = — 9", = •••=•—<?*„. 

Diese Gleichungen sind nur im Falle der eigentlich automorphen 
Formen identische, sonst aber kann man sie immer durch geeignete 
Wahl der Substitutionen 8*,, S Xj , • • • vermeiden. 

Hiermit wissen wir, dass man, ausser im Falle der eigentlich 
automorphen Beihen vom Grade — 2, stets eine automorphe Beihe mit 
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ur einer oo -Stelle in jedem Sereiche construirm harm, von der 
iestalt: 

Fit t) y„- w^.ff ) 

-Ck{U, fe 2 J — ^j 9 X (£ (x) |) 

Die Ooefficienten der rationalen Form ^(gj, g 2 ) sind im Allge- 
leinen rationale Formen von g,, g 2 ; denn dies kann man der All- 
emeinheit halber auch im Falle der Existenz yon Grenzcurven annebmen, 
nd muss es sogar, wenn man scheinbare oo-Stellen, die sich gegen- 
eitig aufheben sollen, adjungiren will. 

Fassen wir nun den Ooefficienten des oo-Werdens an jeder oo- 
Itelle ins Auge, so erweist sich derselbe bei unsern Summen im All- 
;emeinen als von g u £2 abhangig, so dass er seinen Werth andert, 
venn man, obne die Gestalt der Form cpn+xfa, g 2 ) zu andern, g n g 2 
ariirt. 

Der Coefficient des oo-Werdens an einer Stelle {-,(*>, g 2 <*> ist 
lamlich : 

Q* ■ Vr+i (£, , £ 2 ). 

Ein einfacheres Verhalten zeigen also unsere Summen,. wenn man 
ie nocb durch die rationale Form <pij+i(gj, g 2 ) dividirt. 

Ich nenne eine automorphe Form von % 1} £ 2 , welche nur an einer 
Uelle ?! , g 2 des FundamentaTbereiches von der ersten Ordnung mit dem 
Joefficienten 1 unendlich wird, eine „Elementarform" und beseichne sie mit: 

Die Elementarformen sind, wenn sie in ^ , £ 2 vom Grade B sind, 
ds Formen der oo-Stelle g 1; g 2 vom Grade 

U'= — B — 2. 

Irgend swei Elementarformen von gleichem Grade und Multiplicator- 
\ysteme honnen sich nur urn eine holotypische automorphe Beihe von 
; n £ 2 unterscheiden. 

Irgend eine beliebige automorphe Form von £, , £ 2 vom Grade B mit 
tur einfaehen oo-Stellen lasst sich aus Elementarformen und (<?-f-l) 
inear unabhdngigen holotypischen Formen linear msammensetsen. 

Die Elementarformen zeigen also ein ganz ahnliches Verhalten, 
vie in der Tbeorie der Abel'schen Functionen fur die Bildung beliebiger 
ntegrale 2. Gattung mit nur einfaehen oo-Stellen die Integrale mit 
mr einer oo-Stelle, wobei als Analogon der Integrale 1. Gattung sich 
ner die S -f 1 linear unabhangigen holotypischen Formen einstellen. 

Nun will ich aber die Elementarformen statt als Formen von 
;,, g 2 auch als solche von g,, g 2 ansehen, und ihr Verhalten bei 
Aenderung von g, , g 2 beobachten. Es zeigt sich: 
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Wahrend die Elementarformen in £ t , § 2 in dem System congruenter 
Stellen g,<*>, £ 2 (x) wnendlich wurden mit den Coefficienten g x , werden 
sie als Formen von ij, lj 2 in dem System congruenter Stellen £,<*>, g 2 ' x ' 
unendlich mit den Coefficienten — q- 1 , und ausserdem werden sie nur 
noch an einer endlichen Ansahl nicht peribdisch gelegener Stellen unend- 
lich wie eine rationale Form. 

Diese nicht periodisch gelegenen 00 -Stellen will ich secundare 
oo-Stellen nennen. Sie kommen fiir unsere weiteren Betrachtungen 
nicht in Belang, und storen dieselben auch nicht. 

Das Verhalten an den periodisch gelegenen oo-Stellen ist dagegen 
dasselbe, wie es eine fiir den Grad B' mit dem reciproken Multipli- 
torsysteme Q x = Q' 1 gebildete Elementarform , negativ genommen, 

falls sie moglich ware, zeigen musste. 

Dieses automorphe Verhalten der oo-Stellen legt- es nahe, die 
Aenderung von Q(§i, £ 2 ; £u £2) bei Anwendung einer Substitution der 
Gruppe auf £,, | 2 zu untersuchen. 

Eine leichte Ueberlegung ergiebt: 

Q(&, &; 6, w , m = oi • Q w tf„ § 2 ; £1 , «,) (pi'-*.- 1 ), 

wo QW eine genau ebenso wie Q gebildete Elementarform bedeutet, 
nur dass statt der Form <p*+i (£, , £ 2 ) diejenige Form 9>$\ x (Si , £ 2 ) 
benutzt ist, welche entsteht, wenn man in cp R +i fur g n g 2 ; {;,, £ 2 bezw. 
fc w »fe w 5 6i w ,6i w einsetzt. 
Die Different 

is£ Rafter awe holotypische Poincare'sche Beihe von % Y) g 2 , sowie eine 
nirgends(mitAusnahme hochstens der secundaren oo-Stellen) 00 werdende 
Form JR' t<m Grades von |, , | 2 . 

Man konnte vermuthen, dass Q(§ 15 § 2 ; | 2 , | 2 ) eine automorphe 
Form B' Un Grades von |j, £ 2 mit dem Multiplicatorsysteme p' x ware, 
und dass also die Differenz identisch verschwande. Das ist aber im 
Allgemeinen nicht so. Denn erinnern wir uns der Beziehung, dass, 
wenn 

B + B' + 2 = 0, p,p/=l 

ist, dass dann stets 

S + 8' + 2 = 

ist, so zeigt sich, dass der vermuthete Fall nur eintreten kann, wenn 
d = — 1 ist. Denn nur, wenn d = — 1 ist, ist d' = — 1, und 
nur dann existiren wirklich automorphe Formen jR' ten Grades mit dem 
Multiplicatorsysteme q' x und nur einem Systeme congruenter oo-Stellen. 



i Ebnst Ritter. 

In diesem Falle ist aber auch unsere Differenz wirklich identisch 0, 
a sie eine holotypische Reihe von g,, g 2 sein wiirde, und diese, wenn 
= — 1 ist, alle identisch versehwinden. Also: 
Wenn 8 = — 1 ist, so ist jede Elementarform: 

utomorph sowohl in g,, g 2 »w£ dew Multiplicatorsysteme q x , me in 
, , | 2 wii dem Multiplicatorsysteme q' x . 

Diese reciprole Beziehung swischen den g,, g 2 und £,, | 2 drtfcfe 
ic& awcA m «em ^ms^mcA; aVcft «,, # 2 wwd a 1; # 2 aws: 



90 



si 



0«) 
B + ii' + 2-0, Px p'. = l, 



TTeww dagegen 8 > — 1, #' < — 1 «'s#, so torn Q(g,, g 2 ; £,, i 2 ) 
»cM sugleich automorph in £, , £ 2 sew. 

In Folge dessen kann man die Substitution x so wahlen, dass sich 
1 bei derselben nicht automorph verhalt. Dann ist 

die Form: 

Fk x) (tt , £,) = Q(& , U\ tt x) > &<"0 - q'* ■ Oft , g 2 ; £„ y 
fas ersfe Beispiel einer sicker nicht identisch verschwindenden holo- 
ypischen Poincare'schen Beihe von g, , g 2 . 

Die Elementarform kann also im Allgemeinen keine automorphe 
'orm von % i} £ 2 sein ; und zwar nur deswegen, weil eine automorphe 
'orm mehr als eine oo-Stelle besitzen muss. Denken wir wieder an 
ie Analogie der Abel'schen Functionen: dort kann ein einf aches 
ategral 2. Gattung darum und darum allein nie eine algebraische 
'unction sein, weil letztere stets mehr als eine oo-Stelle besitzen 
mssen; eine Ausnahme, wie hier 8= — 1, bildet dort der Fall 
= 0, wo in der That das einfache Integral 2. Gattung stets eine 
Igebraische Function ist. 

Wohl aber kann eine Summe einfacher Integrale 2. Gattung mit 
eeigneten Coefficienten eine algebraische Function sein. Die Coef- 
cienten muss man nur so bestimmen, dass die Perioden der Summe 
erschwinden. 

Genau ebenso ist es hier. 

Einem Integrale 2. Gattung entspricht die Elementarform 

0(6i,6,; h,k) 
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der oo-Stelle g, , g 2 , und eiiier Periode dieses Integrals die holotypische 
automorphe Form der oo-Stelle g, , g 2 : 

FP(t lt g 2 ) = Q&, g 2 ; EjW, s 2 w) - P ;Q(6 lf g 2i g„ y . 

Man wird also eine lineare Verbindung: 

^,2(fc', fe'; 6i, I2) + A«(5i", £*"; « t . 6,) + •■ • + ^.Q(S," ■', fe"i; S„ £ 2 ) 

6 = — $' = $ + 2 

zu Widen suchen, mit solchen .4,, J. 2) . . ., A e , dass, unter F R {ti, g 2 ) 
irgend eine holotypische Eeihe von g, , g 2 vom Grade B und dem 
Multiplicatorsysteme q x verstanden, stets die Gleichung: 

A.Fnd,; g 2 ') + ^^(g/', g 2 ") + • • • + ^ ^U,l'l, g 2 IH) = 
erfiillt ist. 

Dies ist in der That moglich, sobald e grosser ist als die Zahl 
der existirenden linear unabhangigen holotypischen Reihen, — ich sage 
absichtlich nicht Formen, denn ich habe friiher noch die Moglichkeit 
offen gelassen, dass die Zahl der linear unabhangigen Reihen eine 
geringere sei, als die der Formen iiberhaupt. 

Es sei also 

a £ 8 + 1 

die Zahl der linear unabhangigen Reihen, und diese selbst seien etwa: 

^(g,,^), J Fi 2, (g 1 ,g 2 ) ; ,..,Fi'"(g 1 ,g 2 ). 

Dann ist jede holotypische Reihe : 

Fh (g, , g 2 ) = a Y -Pi 1 ' (g, , g 2 ) + o 2 F§* (g, , g 2 ) + • • + a„Fk a) (g, , g 2 ) , 
Man muss daher die A y , A 2 , . . ., A, so bestimmen, dass sie dem 
Gleichungssysteme genugen : 

A F$ ] (g/, g 2 ') + A 2 F$> (£,", g 2 ") + • . + A.FP (g, [ s ', fe" ••) = , 
A^Pfa', g 2 ') + A,F^{U\ g 2 ") + ■ ■ ■ + A.FP&", WO = 0, 

A l F R a \t i ',k')+ A 3 Fk 0, Qk i ",t i ") + ■■+ A.FF{tJW\)- 0. 
Dieses Gleichungssystem ist nun in der That immer dann ver- 
mittelst nicht verschwindender A K , A 2 , . . ., A, losbar, wenn: 

e^>0 + 1 
ist. 

Die kleinstmbgliche Anzahl von oo-Stellen einer aus einfachen 
Formen zusammengesetzten automorphen Form von jjj , £ 2 ware danach 
= 6 + 1. Nun wissen wir aber, dass die Anzahl den Unendlichkeits- 
stellen stets = 8 -f- 2 sein muss. Es muss also 

(?:><?+ 1 
sein. Andererseits ist aber 

tf = tf+ 1. 
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i ist also nothwendig: 
h ._. + !, 

Damit ist bewiesen, dass genau ebensoviel linear unabhangige 
lotypische Poincare'sche Beihen existiren, als es linear unabhangige 
lotypische Formen giebt. 

Es lasst sich daher eine jede beliebige automorphe Form von ge- 
inetem negativen Grade durch eine Poincare'sche Beihe darstellen. 

Wir haben aber zugleich eine Darstellungsweise fur die allgemeinste 
itomorphe Form von £,, £ 2 vom positiven Grade B', und dem Multi- 
icatorsysteme q' x erzielt, vorausgesetzt, dass sie nur einfache cc- 
;ellen besitzt. 

Da namlich die A t , A 2 , . . ., A e im Ganzen d + 1 homogenen 
learen Gleichungen gentigen miissen, so enthalt die Form: 

••■+^Qa 1 i'U 2 i'i ; i 1 j 2 ) 

indestens « — 8 — 1 = e + d' + 1 linear vorkommende willkttrliche 
snstanten. Genau ebensoviel lineare Parameter enthalt aber der 
lgemeine Ausdruck: 

r 

» F* & , fa) = JJ(* «F ■ T 9 u + t'T^ ■ 

J- J- {xz){xz )., .{%&*<) 

Es muss also die Mannigfaltigkeit der Ausdriicke a) iibereinstim- 
en mit derjenigen der AusdrHcke /J). 

Auch noch in anderer Weise kann man einsehen, dass sich jede 
itomorphe Form vom Grade B' als Summe von Elementarformen dar- 
ellen lasst. 

Es sei gegeben der allgemeine Ausdruck : 

Der Coefficient des co-Werdens an der Stelle g t \% 2 \*\ ist: 



JJ(^k) 1 



9,+.W l , ** M ) 



(«fl»')(* M «")---(« 1 * 1 ''•')' 
30 der Coefficient des co-Werdens an der Stelle 6,1*1, g 2 M nach S. 50: 

2 TTr i.i r£ fr+.('''"' *' "> 
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Es braucht jetzt nur gezeigt zu werden, dass die so bestimmten 
A, auch den Relationen auf S. 75 geniigen. 

Zu dem Zwecke geniigt es zu zeigen, dass, unter F R (^, g 2 ) eine 
beliebige holotypische automorphe Form vom B tea Grade und dem 
Multiplicatorsysteme q x = q^- 1 verstanden , immer 



^A r F R {^\, g 2 M) = 

v = l 

Fur .Fr (£ x , £ 2 ) hat man die allgemeine Formel : 



v = l 

ist. 



Es ist also zu beweisen 

£ (s |, V)(^l*")---0 M * M ) 



0. 



Dies ist aber nichts anderes als der bekannte Residuensatz fur die 
rationale Form ( — 2) len Grades: 

gj- + .(gt,g t )- Gj&uH) 
[zz){zz")...{zz i ^) 

Wir haben also den Satz: 

Man Jcann jede automorphe Form von geeignetem positiven Grade 
mit nur einfachen oo-Stellen als Summe von Flementarformen ihrer 
eiwselnen oo-Stellen darstellen. 

Unsere Elementarformen dienen also in gleicher Weise zur Dar- 
stellung automorpher Formen ihres ersten Argumentpaares, wie ihres 
zweiten Argumentpaares, durch die oo-Stellen. Dabei sind im ersten 
Falle die Coefficienten derselben keinen Beschrankungen unterworfen, 
ja es bleiben noch d -f- 1 Constanten der darzustellenden Form un- 
bestimmt, im zweiten Falle dagegen miissen sie noch — (tf'-J-l)==d-f- 1 
lineare homogene Gleichungen befriedigen, damit die dargestellte Form 
automorph sei. 

Hier liegt auch der Grund, warum die Elementarform im All- 
gemeinen nur in Bezug auf das erste Argumentpaar automorph ist. 
Allgemein wird man die Argumentpaare g, , g 2 und 2;, , 2; 2 als gleich- 
berechtigt ansehen diirfen. Dann ist die Elementarform immer in 
Bemg auf dasjenige Argumentpaar automorph, in welchem es von 
solchem Grade ist, dass automorphe Formen des oetr. Grades mit nur 
einer 00 -Stelle mbglich sind. 

Dieses eben ausgesprochene allgemeine Princip lasst z. B. auch 
sofort iibersehen, wie sich die Theorie der Elementarformen bei den 
von mir meist unbeachtet gelassenen endlichen Gruppen gestaltet; da 
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ort wegen q > gerade die entgegengesetzten Verhaltnisse herrschen, 
o werden die einfachen Formen fur die endlichen Gruppen so su 
ilden sein, doss sie in demjenigen Argumentpaar automorph, sind, in 
'em sie von positivem Grade sind. Die Bildung derselben hat keine 
Ichwierigkeiten. 

§ 18. 

rergleich der Elementarformen mit Hrn. Poincare's ^elements simples." 

Die Betrachtungen des § 17 sind bei Hrn. Poincare wenigstens 
brer Idee nach in der Abhandlung fiber die Fuchs'schen Functionen 
nthalten, dort aber nicht sehr ubersichtlich angeordnet , ohne Hervor- 
lebung des wesentlichen dabei benutzten Princips. Diess letztere ist 
heilweise nachgebolt in der Abhandlung : „Memoire sur les fonctions 
etafuchsiennes" (Acta math. Bd. V) Seite 252 — 257, wo auch zuerst 
lie Analogie des Verfahrens mit der Zerlegung einer rationalen Function 
u Partialbruche , oder einer algebraischen Function in Integrale zweiter 
irattung betont wird. Man sieht dass die an der letzten Stelle als 
tesonders wichtig erkannte Relation 

*(*) =<p(h+l) 

wo unter tyQi) die um 1 verminderte Mindestanzahl der oo-Stellen 
iner automorphen Form vom Grade -j-2h, unter <p(ft + l) die Anzahl 
ler linear unabhangigen holotypischen Formen vom Grade — 2 (h -f- 1) 
erstanden ist) im Falle p = identisch ist mit meiner Relation : 

S + <T + 2 = 0- 

In der That entspricht, was Hr. Poincare allgemein als ein „element 
imple" bezeichnet, genau dem, was ich im vorliegenden Falle der 
lutomorphen Formen eine „Elementarform" nenne. Aber in der Auf- 
tellung dieser Elementarformen schlage ich gerade den entgegengesetzten 
?Veg ein, als Hr. Poincare, wie ich glaube, zum Vortheil fur die All- 
;emeinheit und fur die Einsicht in das Wesen der Sache. 

Hr. Poincare namlich nimmt a priori eine automorphe Form 
Fr'(%\-> £2) von positivem Grade an (es sei mir gestattet meine formen- 
heoretische Bezeichnungsart anzuwenden), stellt dieselbe als Summe 
ron 00 vielen Partialbruchen dar, und beweist nachtraglich, dass diese 
Jerlegung die Form wirklich erschopft. Bei diesem letzteren Beweise 
itellt sich heraus, dass die Zusammenfassung derjenigen Partialbruche, 
velche einem einzelnen System congruenter oo-Stellen entsprechen, 
;ine automorphe Form vom Grade R = — H' — 2 der 00 -Stelle £,, £ 2 
iefert, und dieser Umstand fuhrt eben zum gesuchten Beweise. Ob- 
vohl hier 00 viele Zerlegungen in einfache Elemente moglich sind, 
10 kommt Hr. Poincare hierdurch nur zu einer speciellen Zerlegung, 
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die er allerdings im Falle, wo eine Grenzcurve existirt, dadurch etwas 
verallgemeinert, dass er anstatt F R -{fc ly £ 2 ) das Product dieser Form 
mit einer rationalen Function von § darstellt, welche nur in dem von 
den Bereichen nicht iiberdeckten Gebiete unendlich wird. 

Mein Verfahren dagegen ist das umgekehrte: Nachdem zuvor nur 
von automorphen Formen negativen Grades von g t , g 2 und ihren Dar- 
stellungen durch Poincare'sche Reihen die Rede gewesen ist, unter- 
suche ich eine solche Form mit nur einem System congruenter oo- 
Stellen Q(§ t , £ 2 i &i> §2) al s Function der oo-Stelle £. Dabei stellt 
sich heraus, dass Q eine Form B' len Grades von | a ,5 2 ist, welche 
an den Stellen § t (*>, g 2 <*> ebenso oo wird, wie eine automorphe Form 
von I,, | 2 m it ^en °° Stellen Q*), g 2 M es werden miisste. Dies fuhrt 
nun darauf, die Form 

R R' 

nicht allein, wie zuerst, als einfaches Zerlegungselement einer auto- 
morphen Form U ien Grades von £, , g 2 , sondern auch einer solchen 
E' Un Grades von § a , | 2 zu betraehten. 

Ich habe so den Vortheil, in meiner Elementarform wirklich das 
allgemeinste einfache Element gefunden zu haben, und zugleich das 
Wesen derselben vollstandig einzusehen: es ist namlich in der Defi- 
nition Seite 72 ausgesprochen. 

Es entsteht eine Schwierigkeit fur die Construction solcher Ele- 
mentarform en, wenn die Gruppe keine Grenzcurve besitzt: man muss 
dann ausser der einen wirklichen oo-Stelle noch weitere scheinbare 
oo -Stellen adjungiren, die sich gegenseitig aufheben. Diess kann 
natiirlich auf unendlich viele Arten geschehen, und ich bezeichne die 
von mir in dieser Hinsicht befolgte Methode ausdriicklich nur als ein 
Beispiel, zum Beweise, dass es iiberhaupt moglich ist. 

Auch Hr. Poincare fuhrt zu demselben Zwecke gegenseitig sich 
aufhebende oo- Stellen ein, aber es erweckt den Anschein, als ob 
seine Anordnung die einzig mogliche Weise ware, und doch ist sie, 
wie mir scheint, gerade so complicirt als moglich. 

Welch grossen Umweg Hr. Poincare macht, wird man am leich- 
testen erkennen, wenn ich seine Formeln (Acta math. Bd. 1, Seite 282ff.) 
in homogene Schreibweise umsetze. 

Fur Hrn. Poincare's Variable ss fiihre ich jjj, £ 2 , fur a £,, g 2 ein; 
seinem Punkte s = ertheile ich die homogenen Coordinaten e 1; s 2 , dem 
Punkte e = oo die Coordinaten % , v\ v 

Zunachst wird nun 1. c. eine Poincare'sche Reihe von g, , £ 2 vom 
E ten Grade (R < — 4~\ construirt. welche nur an den Stellen ->?,<*>, ??,<*> 
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(i) e,(e„ « = i • (ff )" «i>** + P-tt., w. 

unter Pr(£i,£ 2 ) eiue an der Stelle ^> ^ nictt unendlich wer <tende 
Form verstanden. Dann bildet er eine Reihe von der Gestalt: 

(2) ^CSuSzJ siiW — ^ (^ (x) )(i'?) iJ+1 ' 

Die Reihe (2) wird aber als Form von £,, £ 2 nicht nur an den 
Stellen | t (*>, § 2 ( *), sondern auch an den Stellen V*'; %( x) 00, z. B. an 
der Stelle 17, , r} 2 , wie das Glied 

(i ^) (i ^)^ +1 
d. h. wie: 



a=0 

In Folge dessen ist folgendes eine Elementarform : 

R R' R R' X = R ' R 

(3) Q(Q& 2 )=*(Cs 2 ; O2) +J£ (ft )*' ttnY- 1 ■ ©n-;.(Cy- 

Bei diesem Verfahren sieht man sofort, dass Hr. Poincare dasselbe 
Ziel viel rascher erreicht hatte, wenn er gleich eine Form 4 (£,,£,,) 
als Elementarform benutzt hatte. Aber es entging ihm auf irgend 
welche Weise, was man bei Anwendung der homogenen Schreibweise 
durchaus sehen muss, dass der 00 -feme Punkt r\ x , rj 2 so gut wie 
irgend ein Punkt £ u | 2 ist. In seiner eigenen, nichthomogenen 
Schreibweise ware das richtige Verfahren also das folgende gewesen: 

Zuerst ist die vorliegende Gruppe G vermoge einer Substitution 
welche s nach co wirft, in eine Gruppe G' zu transformiren , dann 
fur diese Gruppe G' eine Reihe Q 1 (a) zu bilden, und endlich wieder 
auf a die inverse Substitution anzuwenden. 



Schlussbemerkungen. 

Wenn ich in der Einleitung einen gewissen Unterschied meiner 
auf Hrn. F. Klein's Ideen fussenden Darstellung von derjenigen des 
Hrn. Poincare betonte, indem ich statt von speciellen Reihenent- 
wicklungen vielmehr von dem allgemeinen Riemann'schen , durch die 
Herren Schwarz und Neumann bewiesenen Existenztheorem ausgehen 
wollte, so wird es hier am Schlusse angebracht sein, die Tragweite dieses 
Klem'schen allgemein functionentheoretischen Ansatzes mit dem zu 
vergleichen, was man von der Poincare'schen Reihendarstellung aus 
erreicht. 
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Die Existenz der automorphen Punctionen kann man entweder, 
wie ich es gethan und wie es Hr. Klein vorschlug, functionentheore- 
tisch darthun, oder durch die Aufstellung der Reihen, wie es bei 
Hrn. Poincare geschieht. Da bemerken wir vor alien Dingen, dass die 
erste Methode, da sie sammtliche auch beliebig vieldeutigen auto- 
morphen Functionen umfasst, weiter tragt, als die auf eindeutige 
Punctionen beschrankte Reihendarstellung. 

Was nun die verschiedenen Satze fiber das Verhalten der auto- 
morphen Formen in Bereichecken , in 0- und oo-Stellen angeht, 
so kann man diese gewiss aus der Reihendarstellung ableiten, be- 
kommt aber so diese Satze nur fur die wirklich darstellbaren Formen, 
also im Allgemeinen ftir E <^ — 4; viel einfacher, und ganz allgemein 
dagegen gewinnt man die Satze funetionentheoretisch , also aus dem 
Begriffe der automorphen Formen. In noch hoherem Masse gilt diess 
von den Satzen fiber die Beziehungen der Formen untereinander, fiber 
die Anzahl der 0-Stellen und oo-Stellen u. s. w.; bei diesen Satzen 
nutzen die Reihen als solche gar nichts, aus dem Grunde, weil sie 
dieselbe Form in unendlich vielen verschiedenen Gestalten uns zeigen, 
deren Identitat man gar nicht direct erkennen kann. Aus derselben 
Quelle fliesst auch der Mangel , dass man nur in den seltensten Fallen 
weiss, welche Form durch eine vorgelegte Reihe dargestellt ist, oder 
wie man die Reihe wahlen muss, um eine vorgelegte Form zu erhalten. 

Dazu kommt, dass die Reihen theils wegen ihrer langsamen Con- 
vergenz, theils wegen des bislang noch ganz unubersichtlichen Bil- 
dungsgesetzes der Coefficienten in den Substitutionen zu numerischen 
Rechnungen ungeeignet , und auch fiir Umformungen zum Zwecke der 
Herleitung theoretischer Satze zu ungelenk sein diirften. 

Worin liegt nun aber bei diesen unleugbaren Missstanden die Be- 
deutung der Poincare'schen Reihendarstellungen ? 

Zunachst sind sie fiir Hrn. Poincare natiirlich ein Ersatz fiir den 
Existenzbeweis , indem sie ihm als Definition der automorphen Formen, 
bez. Functionen dienen. 

Zweitens beweist Hr. Poincare an ihnen, was fiir andere Unter- 
suchungen (Acta IV) fundamental ist, dass die automorphen Functionen 
stetig von den Constanten der Gruppe abhangen. Man kann diess 
freilich ohne Zweifel auch von dem Riemann'schen Existenzsatze aus 
beweisen, was aber bislang noch nicht geschehen ist. 

Endlich aber sind sie doch wenigstens eine vorlaufige Rechenvor- 
schrift, an die man weiter anknupfen kaDn, um sie auszubilden: Es 
mag vielleicht einmal moglich sein, das arithmetische Bildungsgesetz 
der Substitutionen zu fiberblicken, und mit Hfilfe desselben von den 
Poincare'schen Reihen aus zu Potenzentwicklungen oder andern be- 
quemeren Darstellungen der automorphen Formen zu gelangen. 

Mathematisohe Annalen. XLL ° 
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Diese Bemerkungen, wie die gesammten vorausgehenden Ent- 
wicklungen der vorliegenden Arbeit haben naturlich nicht den Zweck, 
dem ausserordentlichen Verdienste, welches sich Hr. Poincare urn die 
Theorie der automorphen Functionen erworben hat, irgend etwas ab- 
zubrechen. 

Cassel, Neujahr 1892. 
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Sonderabdruck aus Nr. 8 der Nachrichten von der KOniglichen Gesellschaft 
der Wissenachaften und der Georg-Augusts-Universitat zu GSttingen v. J. 1892. 

Die eindeutigen automorphen Formen vom Ge- 
schlechte Null. 

Von 

E. Eitter in Cassel. 

(Vorgelegt von F. Klein.) 

Im Folgenden gebe ich eine kurze ZusammenstelluBg der be- 
merkenswertesten Ergebnisse meiner demnackst erscheinenden Dis- 
sertation: „Ueber die eindeutigen automorphen Formen vom Ge- 
schlechte Null, eine Revision und Erweiterung der Poincar^'schen 
Satze". Diese Arbeit lauft parallel mit demjenigen Teile der 
Untersuchungen des Hrn. Poincar6, der in seinen 3 Abhand- 
lungen in Bd. 1 und Bd. 3 der Acta mathematica dargestellt ist, 
unterscheidet sich davon aber formell durch die Hervorhebung der 
allgemein functionentbeoretischen Gesichtspunkte und durch die 
Anwendung der von Hrn. Prof. Klein in diesen Teil der Func- 
tionentheorie eingefiihrten homogenen Variablen, sachlich durch die 
Ausdehnung der Untersuchung auf eine viel allgemeinere Classe 
von Formen, von denen die Poincar6'schen Functionen nur einem 
speciellen Falle entsprechen. Die Beschrankung auf das Geschlecht 
ist dabei nur eine vorlaufige, durch die groBere Einfachheit der 
nptigen Hiilfsmittel gebotene. 

I. Gruppentheoretisches. 

Da die Gruppen ohne Grenzpunkte auf die regularen Korper 
fiihren, diejenigen mit einem oder zwei Grenzpunkten auf ellipti- 
sche Functionen, so richte ich mein Hauptaugenmerk auf die tibri- 
gen Gruppen, welche stets unendlich viele Grenzpunkte darbieten. 
Diese kann man passend danach einteilen, ob die ihnen entspre- 
chende Gebietseinteilung die ganze Ebene umfaKt, oder nur einen 
Teil derselben, und ob sie ein Gebiet von einfachem oder mehr- 
fachem Zusammenhang iiberdeckt, wobei man isolirte Grenzpunkte 
immer als Oeffnungen im Gebiete ansehen muB. 

In jedem Falle mussen die Erzeugenden gewisse „primare Re- 
lationen" erfiillen , welche aussagen , da(5 sich die Fundamentalbe- 
reiche um jede Ecke herum schlicht anordnen; bei mehrfachem 
Zusammenhang des Gebietes muB noch eine endliche Anzahl „se- 
cundarer Relationen" binzukommen als Bedingung fiir die Schlicht- 
heit der Ueberdeckung um die OeffnuDgen herum. 

Functionentheoretisch ganz unwesentlich ist dagegen fiir meine 
Betrachtungen die Einteilung in Gruppen mit Hauptkreis und ohne 
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einen solcben. Die Hauptkreisgruppen liaben vor den allgemeineren 
Gruppen nur die leichte Uebersebbarkeit ibrer Eigenscbaften vor- 
aus, und nur aus diesem Grande benutze icb dieselben als Bei- 
spiele, an denen icb gewisse allgemeine Betrachtungen bis ins Ein- 
zelne durcbfiibre. 

II. Functionentheoretische Vorbegriffe. 

Nacb dem combinirenden Verfahren der Hrn. H. A. Scbwarz 
und C. Neumann — dessen Anwendbarkeit auf den vorliegenden Fall 
Herr Poincare" irrtiimlicb bestreitet — zeigt man, daI3 es zujedem 
in der g-Ebene ausgebreiteten Fundamentalbereicbe mit linearer Kan- 
tenzusammenordnung zugeborige automorpbe Eunctionen gibt, beim 
Gescblecbte p = 0, welcbes ich fortan ausscblieBlicb betracnte, ins- 
besondere aucb eine Function g, die jeden ibrer Werte im Fundamen- 
talbereicbe genau einmal annimmt. Als Function dieser automorphen 
Function z geniigt g einer Differ entialgleicbung dritter Ordnung, in- 
dem der Schwarz'scbeDifferentialparameter [g], eine rationale Func- 
tion von g ist. Dabei zeigt sich die Variable g mit jedem linearen 

Ausdruck — p , ebenso z mit —j gleicbberecbtigt , so dafi 

y<o ~t~ o cz -j- ct 

aucb der unendlicb feme Punkt sowobl der g- wie der #-Ebene 

mit jedem andern Punkte auf gleicber Stufe stebt. Dies fiihrt 

darauf, aucb aufierlicb die Ausnabmestellung des unendlicb Fernen 

durcb Spaltung von g und s in bomogene, nie unendlicb und nie 

simultan Null werdende Variablen g, , g 2 und z t , e t zu beseitigen. 

Dabei wird man verlangen, daii bei gescblossenen Umlaufen der 

z t , z 2 die g n g 2 den gebrocbenen Substitutionen der g entsprecbend 

ganze biniire Substitutionen erleiden- Als einzig moglicbe der- 

artige Spaltung findet man 

1 1=1 
wo unter l ( diePerioden der die Gruppe erzeugenden Substitutionen, 
unter e, = -± die n Punkte der ^Ebene, die den wEcken desFunda- 
mentalbereicbes entsprechen, und unter (ze.) die Determinante *tf-id 
verstanden ist. J, , g 2 sind so specielle Zweige eines sogenannten 
„Normal-J7 zwe iter Art* mit n singularen Punkten geworden 1 ). 

1) Klein: Ueber Normirung der linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung. 
Math. Ann. 38. 
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III. Die Multiplicatorsysteme der eindeutigen automorphen Formen. 

Unter „automorphen Formen" von ^, g 2 versteht man 
solche Formen, welche bei Anwendung einer gewissen Gruppe gan- 
zer binarer Substitutionen der g,, § 2 sich nur mit gewissen con- 
stanten Multiplicatoren multipliciren. Sollen sie eindeutig sein, so 
miissen solche Formen von geradzahligem Grade sein; auBerdem 
aber miissen die Multiplicatoren gewisse Relationen erfiillen, und 
zwar verschiedenen, je nachdem der Grad der Form ein geradzah- 
liger oder ein ungeradzahliger ist. 

Als homogene Grruppe legt man am besten die unimodulare 
Spaltung der gegebenen nichthomogenen Grruppe zu Grunde, welche 
bekanntlich monodimorph zu letzterer ist (d. h. von welcher immer 
2 Substitutionen je einer Substitution der nichthomogenen Gruppe 
entsprechen). 

Diese unimodulare Gruppe kann man durch n elliptische (oder 
parabolische) Substitutionen S{ erzeugen, welche folgenden Rela- 
tionen geniigen: 



S l j = (_1), 'if Si = (-1)^ (Primare Relationen) 

'Q $ = (— 1) v , (Secundare Relationen) 

wo unter (—1) die simultane Multiplication mit — 1 verstanden 
sein soil. Die Multiplicatoren fur Formen von geradzahligem Grade 
haben dann die Gestalt 

q. = e '* = e '' , 

diejenigen fiir Formen von ungeradzahligem Grade die Gestalt: 

■ U ■„ 2w+l 

trc— m • — - — 

q. = e k = e h . 
Die erstern sind den Bedingungen: 

'f ^ 3 (mod. 2) 

S ^l - (mod. 2), 



X "v. 



X 



die fur Formen von ungeradzahligem Grade den Bedingungen: 
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• = «2^-M _ w (mod _ 2) 






w, (mod. 2) 



unterworfen. 

Zwischen den verschiedenen moglichen Multiplicatorsystemen 
bestehen gewisse einfache Beziehungen, auf die ich an dieser Stelle 
der Kiirze wegen nicht eingehe. 

Die Relationen kann man in Diophantische Gleichungen urn- 
setzen, welche dann leicht iibersehen lassen, unter welchen Um- 
standen Multiplicatorsysteme moglich sind, und in welcher Anzahl. 

Die Hauptergebnisse sind: 

1) Es existirt immer mindestens ein Multiplica- 
torsystem fur Formen von ger adzahligem Grade, nam- 
lich p { = 1. 

Formen mit diesem Multiplicatorsysteme nennt man eigentlich 
automorphe Formen; sie sind notwendig von geradzahligem Grade. 

2) Sieht man von den secundaren Relationen ab, 
so existiren dann und nur dann keine Multiplicator- 
systeme fur ungeradzahligen Grad, wenn alle l i end- 
lich sind, und eine ungerade Anzahl von ihnen durch 
die hochste in den l ( als Teiler vorkommende Potenz 
von 2 teilbar sind. 

Dieser zweite Satz gewinnt auch in anderer E,ichtung grund- 
legende Bedeutung durch den folgenden Satz : 

3) Jedem Multiplicatorsysteme fur Formen von 
unger adzahligem Grade entspricht eine isomorphe 
Spaltung der nichthomogenen Gruppe und umgekehrt. 

Ich habe hiermit also zugleich die Frage nach der Moglich- 
keit der isomorphen Spaltung — die z. B. im Falle der Ikosaedfer- 
gruppe fur die Theorie der Gleichungen 5. Grades so entscheidend 
ist J ) — fur den Fall p = , wenn keine secundaren Relationen 
existiren, ganz allgemein beantwortet. 

Far die Hauptkreisgruppen lafit sich die Untersuchung auch 
bei Gegenwart secundarer Relationen vollstandig durchfuhren. Ich 
erweitere den Begriff der Hauptkreisgruppen gegenuber Hrn. Poin- 
care in der "Weise , dafi ich auch solche Substitutionen zulasse, 
die Inneres und AeuKeres des Hauptkreises vertauschen, und die 
ich negative Substitutionen nenne. Die negativen Erzeugenden 

1) KleiD: Yorlesuugen uber das Ikosaeder, 8. 45 u. S. 255. 
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mtissen dann notwendig in gerader Anzahl vorhanden sein, und 
die Periode 2 haben. Es ergibt sich nun: 

1) Wenn der Hauptkreis Grenzkreis ist, so ist das 
Kriterium 2) unmittelbar anwendbar. 

2) "Wenn der Hauptkreis nicbt natiirliche Grenze 
ist, und negative Erzeugende fehlen, so ist stets 
isomorphe Spaltung moglich. 

3) Wenn negative Erzeugende existiren (wo der Haupt- 
kreis naturlich nicht Grenzkreis ist), so besitzt die Mannig- 
faltigkeit des Fundamentalbereich.es eine Symmetrie- 
linie. Dann ist notwendige und hinreichende Bedin- 
gung fiir die isomorphe Spaltbarkei t , daI5 alle die- 
jenigen positi ven Er zeugenden, deren zugehbrige 
singulare Punkte auf der Symmetrielinie liegen, eine 
ungeradz ahlige Periode l { besitzen. 

IV. Ausdruck der automorphen Formen durch *,, «,. 

Es gilt der Satz: 

Eine automorphe Form, die im Fundamental- 
bereiche weder noch oo wird, ist notwendig vom 
Oten Grade und. eine Constant e. 

Daraus folgt fur die allgemeinste unverzweigte automorphe 
Form von &, £ 2 die Darstellung: 

i = i £f IS, £j ganze Zahlen, 

Soil die Form eindeutig vom Grade R (B dann naturlich ganz- 

■ k 
zahlig) mit dem Multiplicatorsystem p ( = e '« sein, so sind die 



Zahlen s., 8 folgenden Formeln gemaii zu bestimmen: 






i2l ( ' 

wo unter E(.a) die groflte ganze Zahl verstanden ist, welche <a 
ist. Da S und e„ aucb bei ungeradzahligem Grade, sich als ganze 
Zahlen ergeben, so hat man den Satz : 

Zu jedem eindeutigen Multiplicatorsy steme exi- 
stiren zugehorige Formen von jedem je nach dem 
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Multiplicatorsysteme ger adzahligen oder ungerad- 
z ahligen Grade. 

Ich fiihre noch die fur spater wichtige reciproke Beziehung 
zwischen Formen von positivem und negativem Grade an: 

Stehen Grad und Multipli cator system zweier 
automorphen Formen in der Beziehung: 

R + R'+_ = 0, q„q'„ = 1, 

so ist S + d'+2 = 0, $■ + $- = 1-j-. 

Aus dem allgemeinen Ausdruck durch e lt z, folgen eine Reihe 
wichtiger Siitze iiber die O-Stellen und oo-Stellen im Bereiche, 
sowie iiber die Zahl der linear unabhangigen Formen, worauf ich 
hier nicbt eingebe. 

Eine besondere Bedeutung besitzen die eigentlicb automorphen 
Formen vom Grade { — 2) : 

<— i_I 
F-t(& , 6.) = n (ee) l < ■ Rat_ 2 (*, , *,) . 
« = i 

Von den im Fundamentalbereicbe liegenden oo - Stellen einer 
solcben Form gilt ein Residuensatz : 

Die Summe der C o e f f i cie n t en der einfach oo 
werdenden Entwicklungsglieder aller incongruenten 
oo-Stellen ist = 0. 

"Wichtig ist ferner der Zusammenhang mit den Abel' scben 
Integral en der Mannigfaltigkeit, die ich kurz als „automorphe In- 
tegrale" benennen will. Es ist namlich: 

f F_.au 6.) (6, a® = fli&U(^, *,)(*, &z). 

V. Die Poincare'schen Reihen. 

Herrn Poincar^'s „fonctions thetafuchsiennes" und „fonctions 
th^takleineennes" entsprecben einem speciellen Falle meiner Formen, 
namlich den eigentlich automorphen Formen von geradzahligem 
Grade. Doch lassen sich seine „s4ries thetafuchsiennes" etc. auch 
fiir die allgemeinern Formen erweitern : man gewinnt so eine Dar- 
stellung : 

X 

Eine Reihe dieser Art nenne ich, unter Beiseitelassung der 
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unzutreffenden Benennung Herrn Poincare's eine ;; Poincar4'sche 
Reihe". 

Die Poincare^schen Convergenzbeweise gelten in unveranderter 
"Weise auch fiir die allgemeinern Reihen ; dieselben convergiren 
also gewili absolut, wenn B < — 4 ist. Aber dies ist sicher nicht 
immer die aufierste Grenze der Convergenz. Man kann nur den 
negativen Satz aussprechen: 

1) Reihen vom Grade — 2 convergiren sicher nicht, 
wenn die Grenz-Punkte langs einer oder mehrere 
Curvenstiicke gehauft liegen. 

Fiir die Hauptkreisgruppen kann man die Grrenze der Conver- 
genz genauer angeben : 

2) Wenn der Hauptkreis Grenzkreis ist, so con- 
vergiren die Poincar6'schen Reihen dann und nur 
dann, wenn R<z— 2 ist, liegen dagegen auf dem Haupt- 
kreise nur isolirte Gfrenzpunkte, so convergiren die 
Reihen schon, wenn i?<— 2 ist. 

An den Poincare^schen Reihen lassen sich alle aus dem allge- 
meinen Ausdruck gezogenen Schlusse iiber das Verhalten der au- 
tomorphen Formen an einzelnen Stellen bestatigen. Aber es be- 
steht ein wesentlicher Unterschied : Die Mannigfaltigkeit der Rei- 
hen mit gegebener Art des oo - Werdens ist eine viel groUere, als 
die der moglichen Formen. Es gibt also immer unendlich viele 
Reihen fiir ein und dieselbe Form , insbesondere unendlich viele 
identisch verschwindende Reihen ohne oo- Stellen. Andererseits 
kann man zu einer vorgegebenen Reihe nur in wenigen Fallen die 
Constanten im zugehbrigen allgemeinen Ausdruck bestimmen. 

VII. Die Poincare'schen Integralreihen und die Weber- Schottky schen 

Producte. 

Die eigentlich automorphen Reihen vom Grade —2, ihre Con- 
vergenz vorausgesetzt, liefern durch gliedweise Integration Reihen 
fiir die automorphen Integrale, welche in demselben Malie conver- 
giren, wie die Poincare'schen Reihen vom (— 2)ten Grade, namlich: 

J(&) = Sl«P(S (x) )-9'(^ ) )}. 

X 

wo unter g>(§) eine Function von der Gestalt 

9(0 = Rat(g) + S^log(g-| bl ) 
zu verstehen ist. Ich nenne diese Reihen wegen ihrer nahen Be- 
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ziehung zu den Poincare^schen Reihen „Poincar^'sche Inte- 
gral rei he n", obwohl sie Herr Poincar^ selbst nicht angibt. 
Wohl aber kommt Herr Schottky (Crelle's Journal Bd. 101) auf 
einem andern Wege zu diesen Reihen. 

Von speciellen Poincar^'schen Integralreihen aus gelangt man 
dann leicht zu den von den Herr en Weber und Schottky ge- 
gebenen Productdarstellungen fur die automorphen Functionen : 

F® = 

__,_ n | (gw-eo q<»>-r)- • • (£ (x) -i lf| ) . (3w-6'j (^"-n ■ • ■ ( ^>-s^) i 

1 ^'V (^* , -flO(^-fl w )---(P* , -V* l )'(^" ) -'j')(^" ) -fl")-"(^ ( " ; -V* 1 ) ' 

VII. Die Elementarformen. 

Unter einer Elementarform verstehe ich eine Poincare^sche 
Reihe nach % x , £, mit nur einem System congruenter einfacher 
oo-Stellen I',"', I'"', welche an diesen Stellen je mit dem Coeffi- 
cienten q x unendlich wird. Eine solche Form ist notwendig eine 
Form B' = ( — B— 2)ten Grades der oo-Stelle §,, £,, und ist in fol- 
gender Gestalt darzustellen : 

B JR> 

/\ /\ w (ft"! tW) 

^U„ &, 6t, W - £<>* (§W g). 9j+i(gi) y 

Die rationale Form y J!+1 (5 1 , g,) ist so einzurichten , daB ihre 
etwa in das Gebiet der Fundamentalbereiche fallenden ex? -Stellen 
bei der Summation sich gegenseitig auf heben ; dies ist immer mog- 
lich, aufier im Falle der eigentlich automorphen Formen (— 2)ten 
Grades, freilich, wenn keine natiirlichen Grenzen existiren, nur so, 
daB die Coefficienten von g> a+1 (tu §>) selbst rationale Formen von 
£,, |, werden. 

-^(Su Sal £ii £s) i 8 ^ i n doppeltem Sinne eine Elementarform: 
es dient namlich zur Zusammensetzung sowohl der automorphen 
Formen Bteu Grades von £ u £ 2 mit dem Multiplicatorsysteme Q x , 
wie der automorphen Formen iJ'ten Grades von | 1( £ a mit dem 
Multiplicatorsystem p* = p* 1 aus ihren oo-Stellen. 

Im ersten Falle aber bleibt in der darzustellenden Form noch 
eine (8 + 1) lineare Constanten enthaltende nicht' oo werdende au- 
tomorphe Form unbestimmt, im zweiten Falle miissen die Zusam- 
mensetzungscoefficienten noch — (tf' + l) linearen Relationen ranter- 
worfen werden, damit das Resultat der Zusammensetzung wirklich 
automorph in | i; | 2 sei. Es ist also, wenn man unter $¥'&, Q 
(ft = 1, 2, . . ., d + 1) d + X linear unabhangige automorphe For- 
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men ohne oo-Stellen versteht, 

» — 1 |U = 1 



In 1) sind die A v und B v samtlich beliebig, in 2) die A v noch 
—(S'+l) Bedingungen unterworfen. Im Falle 1) hat man also 
(e+d + 1), im Falle 2) (s + d'+l) Constanten zu willkiirlicher Ver- 
fiigung, also genau iibereinstimmende Resultate. Der Untersckied 
liegt darin, dafi immer <J + 1>0, dagegen d'+l<0 ist. 

Aus diesem letzten Umstand flieBt auch , dafi die Elementar- 
form in £ i; £ 2 automorph , in £„ jj 8 dagegen im allgemeinen nicht 
automorph ist. Nur wenn d, also auch d' = — 1 ist, ist A(t; , £ ■ § , g ) 
sowohl in g x , g 2 , wie in g, , £ 2 automorph ; der Ausdruck durch 
g i> s u x v x 3 lautet dann : 

i=» ii ■= ii 

'nV,)''.'nW' _ , , , N 

^bi.u = '- ( 4" (wo ^+f = l-{ ist). 

Aufter zur Darstellung der Formen von positivem und nega- 
tivem Grade durch ihre oo-Stellen dient die Elementarform auch 
zum Nachweise, daB es wirklich fiir jede automorphe Form iJten 
Grades von g,, £ 2 eine automorphe Reihe gibt: man zeigt namlich, 
dafi man sonst eine automorphe Form it!'ten Grades von | i; § 2 con- 
struiren konnte, die weniger als d + 2 = —d' oo-Stellen besafie, 
was unmoglich ist. 

Ich habe in diesem letzten Abschnitte wesentlich nur die 
Ideen von Herrn Poincare selbst in allgemeinerer Fassung wie- 
dergegeben, halte aber gerade dies deshalb fiir nicht unniitz, weil 
bei Herrn Poincare infolge seiner unhomogenen Schreibweise 
und seiner Auszeichnung des unendlich fernen Punktes das, wo- 
rauf es ankommt, unter teilweise recht unnbtigem Beiwerk ver- 
deckt ist. 
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Die automorphen Formen von beliebigem 
Geschlechte. 

Von 
E. Bitter in Frankfurt a. M. 

Vorgelegt von F. Klein. 

In meiner Dissertation *) , sowie in einer in diesen Nachrich- 
ten erschienenen Note 2 ), habe ich eine gewisse allgemeine for- 
mentheoretiscbe Behandlungsweise der Poincare'schen ®-F u n c- 
tionen vom Geschlechte Null durchgefiihrt , indem ich 
dieselben als automorphe Formen zweier Variablen 
£,, § 2 betrachtete. Ich habe nun die entsprechende Betrachtungs- 
weise auf die automorphen Formen von beliebigem Ge- 
schlechte angewandt, und will in dieser Note die wichtigsten 
Ergebnisse dieser Untersuchung mitteilen. 

Der Kernpunkt der ganzen Betrachtung ist die Aufstellung 
gewisser einfachsten automorphen Formen, welche nur an je einer 
Stelle jedes Fundamentalbereichs verschwinden, derselben Formen, 

1) Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlechte Null. (Math. Ann. 
Bd. 41). 

2) 1892 Nr. 8. 

Naclirichten von der E. O.d. W. za Gottingen. 1893. Nr. 3. 9 
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welche ich for p = in meiner Dissertation ; ,G-rundformen" 
genannt habe , und die Darstellung der allgemeinsten 
automorphen Form alsProduct solcher Grundformen. 
Endsprechend der Ausdrucksweise , welche Hr. Schlesinger in 
einer neuerdings veroffentlichten Arbeit verwendet *) , sowie in 
Uebereinstimmung mit der Terminologie , welche Hr. Klein in 
den Fallen p > ohnehin gebraucht 2 ) , werde ich diese Formen 
weiterhin allgemein als „Primformen" bezeichnen. Allerdings 
weichen, bei p > 0, meine Primformen von den bei Herrn Klein 
aufgestellten noch um eine Potenz der (nirgends verschwindenden) 
sog. „Mittelform a ab; ich werde dieselben daher mit Rucksicht 
auf ihre enge Beziehung zu den algebraischen Formen der Deut- 
lichkeit halber als „algebraische Primformen" bezeichnen. 

I. Gruppentheoretisches. 

Der Fundamentalbereich einer automorphen Function vom 
Geschlechte p lalit sich stets so wahlen, wie es fiir p = 2, n = 3 
in folgender Figur angedeutet ist. 




1) Ueber die bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf- 
tretenden Primformen. (Crelle's Journ. Bd. 110). 

2) Zur Theorie der Abel'schen Functionen. (Math. Ann. Bd. 36).' 
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Die erzeugenden Substitutionen geniigen dabei den Relationen : 



8 h = 1 

wozu noch gewisse „secundare Relationen" kommen konnen. 

Die Gfruppe gestattet stets eine ; ,monodimorphe" x ) Spaltung 
in eine unimodulare homogene Grruppe mit den Erzeugenden: 

in 
(£'^ = 6 l < (g K< ), 

Ax) (£'«*) = p? g«»), B , (e'o = ^ +i (5<). 

fur welche die primaren Relationen folgendermailen lauten: 

S, .S 2 . . . S„ . B, Ar'Br'A, . . . B.A-B-A, = (-1)", 

S' s = -1. 

Die Multiplicatoren 

h ■ 

-~%n , 

einer automorphen Form miissen, wenn die Form eindeutig sein 
soil, gewissen Relationen geniigen, diejenigen der Formen von 
geradzahligem Grade R denselben , wie die nichthomogenen Er- 
zeugenden, diejenigen der Formen von ungeradzahligem Grade 
denselben Relationen , wie die homogenen Erzeugenden. Beide 
Arten von Relationen lassen sich in die Congruenzen zusammen- 
fassen : 

& + 2y = (mod. 2) , 

R + l. = Q (mod. 2). 

Es ergibt sich zugleich derselbe Satz, wie fur p = : 
Jedem Multiplicatorsysteme furFormen von unge- 
radzahligem G-rade entspricht eine isomorphe Spal- 
tung der nichthomogenen Grruppe und umgekehrt. 

II. Geschlossene Riemann'sche Flache. Primformen. 

Der oben beschriebene Fundamentalbereich mit seiner Kan- 



1) Wegen dieser Ausdruckweise vergl. meine Dissertation S. 22 Anmerkung. 

9* 
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tenzuordnung bildet eine geschlossene Mannigfaltigkeit im Sinne 
von Herrn Klein 1 ), und kann als solche vermittelst des Schwarz- 
Neumann'schen G-renzverfahrens conform auf eine Riemann'sche 
Flache von endlicher Blatterzahl abgebildet werden. Diese Flache 
setze ich — was immer moglich ist — als eine kanonische 
Flache voraus 2 ), welche iiber der Ebene einer Variablen z mit 

2« 2 

der Blatterzahl m = -^--=— sich ausbreitet. Diese geschlossene 

Flache heilJe Q. Den Randern A x , At, B^, B%, des Fundamen- 
talbereichs der g-Ebene entsprechen die negativen und positiven 
Ufer eines Systems von 2p Riickkehrschnitten , welche die Flache 
in ein einfach zusammenhangendes Flachenstiick verwandeln, wel- 
ches Q' genannt werden soil. 

Auf der Flache Q sind 2p unabhangige Periodenwege mog- 
lich. Es ist fur das spater folgende zweckmafiig, dieselben nicht 
allein ihrem Sinne, sondern auch ihrer Lage nach genau festzule- 
gen, namlich so, daB sie den Substitutionswegen A x , B x entspre- 
chen, und daB die zerschnittene Flache Q' ganz zur Rechten eines 
jeden der Periodenwege liegt. Es sollen also p Periodenwege A x 
langs B x von A~ nach A x , und p Periodenwege B x langs A~ von 
B~ nach B^ verlaufen. 

Auf der Flache Q existiren p linear unabhangige iiber all 
endliche Integrale w", mit den Perioden co ax , ta' ax langs der 
Wege A xt B x . 

Fiir diese Integrale lege ich gewisse Ausgangszweige w% e durch 
die Bestimmung fest, daB der Integration sweg ganz innerhalb Q' 
verlaufen soil. 

Ferner bedeute P£* ein Integral 3. Grattung, welches der 
Einfachheit halber so ausgewahlt sein moge, daB es Vertauschung 
von Argument und Parameter gestattet. 

Der Ausgangszweig P|* sei so gewahlt, daB beide Integra- 
tionswege ganz innerhalb Q' verlaufen und einander nicht iiber- 
kreuzen. 

Die Perioden der den ioZ, Pg entsprechenden Normalcombina- 
tionen von Integralen 2. Grattung heiBen — r\ ax , — r\' ax . 

Zwischen den GfroBen co„ x , (o' ax , rj ax , n ' ax bestehen gewisse 
Relationen, die Verallgemeinerung der Legendre'schen Relation 
im Falle p = 1. 



1) Neue Beitrage zur Riemann'schen Functionentheorie. (Math. Ann. Bd. 21). 

2) F. Klein: Zur Theorie der Abel'schen Functionen § 8-9. (Math. Ann. 
Bd. 36). 
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Durch die Spaltung s = -j gelangt man zu den w algebrai- 

2 

schen Forme n" der Flache, insbesondere zu den „ganzen 
Formen". 

Von diesen sind besonders hervorzuheben : 

1) die Verzweigungsform Gfa, z t ) vom Grade d + 2, 
welche an den Verzweigungsstellen der kanonischen Flache je 
mit der Multiplicitat derselben verscbwindet , 

2) die p linear unabhangigen Formen dten Grades von 
e t , s lt welche sich so auswahlen lassen, daB 

9>i(*n *i) ■ <P*(Zv *i) : • • • : 9»p(*u O = dw? ■ &K : . . . : dw'; . 

Ferner ist besonders wicbtig die tiberall endlicbe und von 
verscbiedene Differentialform (— d)ten Grades 



da. = — 



(s, das) dw' a 



Von bier aus gelangt man durcb die Formel 

SI (0, e) = V — dco, .d<o e .e 

zu der von Herrn Klein 1 ) eingefiibrten Primform. Dieselbe ist 
in e x , g t vom Grade 

d p—1 

2 m 

Der mit p;+*.«+* gebildete Ausgangszweig beifie Ufa e). 

LaKt man e 1 , z 2 , und damit z irgend welcbe auf der Flacbe 
Q geschlossene "Wege bescbreiben, so multiplicirt sicb die tran- 
scendente Primform mit gewissen Exponentialfactoren , die von 
Herrn Klein nur erst in unzureicbender Weise bestimmt sind. 
Es ist sowobl an sich, wie fiir meine Zwecke dringend notwendig, 
nicht allein den Multiplicator selbst samt seinem nocb unbestimmt 
gebliebenen Vorzeichen, sondern auch den Zuwacbs von log SI (e, e) 
genau, nicht nur, wie bisher geschehen, bis auf Vielfache von iti 
anzugeben. Das Ergebnis meiner Untersuchung in dieser Eich- 
tnng ist folgendes : 

Es sei 

(n x + 1)2x1 bezw. (n' x + l)2iti 
der Zuwachs von 



1) Zur Theorie der AbePschen Functionen § 4 (Math, Ann. Bd. 36). 
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langs des Periodenweges A x bezw. JB X , wenn man dz immer in der 
Ricbtung der Bewegung gerichtet denkt. 

Es lasse sich nun der "Weg von z = — durch Verscbiebung 

auf Q' in eine Reibenfolge von je ft x Periodenwegen A x , fi' x p e - 
riodenwegen B x , q' UmkreisuDgen der m Punkte z = oo und in 
r Umkreisungen des Punktes e deformiren. Zugleicb sei q a die 
Anzahl der Umlaufe des Wertes von z 2 um z 2 = 0. 
Icb fiibre die Abkurzungen ein: 





• • + ftpCJap 


_ Mm + Mm + • • 

^?« i / / i t t i 

+ Mm + fVZ<« +" 






-+KK- 



Ferner sei v eine von der Reibenfolge der Periodenwege A x , B x 
abbangige ganze Zahl. Bebufs Bildung dieser Zabl bat man fiir 
jedes Mai, daB ein Weg B x spater als der entsprecbende Weg A x 
durcblaufen wird , Av — + 1 , dagegen so oft A x spater als B x 
durcblaufen wird Av = — 1 zu setzen , umgekebrt , wenn einer 
der beiden Wege in negativem Sinne durcblaufen wird, und sohlieB- 
licb die Summe v = UAv zu bilden. 

Dann lautet der Zuwacbs von log Sl(z, e): 

v— 1 cc^=p 

Mit Hulfe der transcendenten Primform construirt man nach 
Herrn Klein eine Mittelform; icb wable die folgende aus: 

fa, z 2 ) = | g»«)') a»co")...fl(#«x)l-l) )S 

wo unter oo', oo", . . . oo lml die m bis z = oo iibereinanderliegen- 
den Punkte der Riemann'scben Flacbe verstanden sind. 

Die Mittelform ist in z, , z 2 vom Grade — ^-. 

m 

Dem oben bescbriebenen gescblossenen Wege von *,, z 2 ent- 

spricbt folgender Z u w a c b s vo n log jet (z v e t ) : 
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- ;;; (to- l') «*» + (n + *) si + 2 1„ (T^ + i ■»«), 



wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 



ml 



Die Definition der Functionen W a ist iibrigens von der "Wahl 
des unendlich fernen Punktes innerhalb gewisser Grenzen unab- 
hangig, wie man mit Hiilfe des Abel'schen Theorems leicht einsieht. 

Die Wa sind ebenso, wie die w" Integrale 1. Gattung, doch 
sind die untern Grenzen nicbt bei alien p Integralen dieselben. 

Ich thue nun einen Scbritt iiber die im 36'en Annalenbande 
von Herrn Klein getroffenen Begrrffsbestimmungen hinaus, in- 
dem ich an Stelle der Klein' schen Primform &>(2, e) eine ge- 
wisse modificirte Primform der Betrachtung zu Grunde lege, 
welche ich die „algebraische Primform" nenne und folgen- 
dermaBen definire: 

P(,, e) = S(,,« !) .|g^. 

Dieselbe ist in e., s, vom Grade — , und ihrLogarith- 

mus vermehrt sich b ei Durchlaufung des oben be- 
schriebenen Periodenweges um 

l K=3 ' ^ 

r.2%7t + — (q,-q')2w-2 5 !« ^«, 



in 



a=l 



also um eine von z unabhangige Constante, welche 
zudem noch den Vorzug hat, von der Reihenfolge 
der einzelnen Periodenwege A x , B x unabhangig zu 
sein. 

Die algebraische Primform ist die einfachste bei 
geschlossenen Umlaufen auf der Flache sich multipli- 
cativ verhaltende unverzweigte Form von s lt e v Sie 
verschwindet nur an einer Stelle der Mannigfaltig- 
keit, und zwar von der ersten Ordnung, und wird nir- 
gends unstetig. 

Die allgemeinste Form von *,, s it welche sich auf 
Periodenwegen, sowie auf Umlaufen um gewisse 
Punkte e lt e 2 . . . e„ multiplicativ verhalt, und welche 
keine wesentlich singularen Stellen besitzt, hat die 
Gestalt: 
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o=p 



fj? p | fja,)P(ga i )...P(£rg J+i ) g fco 4 2*. "^ 

worin & , A a irgend welche Constanten bedeuten. 

Insbesondere haben alle ganzen algebraischen und 
"Wurzelformen die Gestalt: 

K + TkW; 
Plead P(ea % ) . . . P(ecn)e a ~ l 

Infolge dieser Darstellung ordnen sich die algebraischen For- 
men einer Flache zugleich mit den Wurzelformen als Specialfalle 
in eine weit allgemeinere Formenclasse ein, namlich in die „mul- 
tiplicativen Formen" d. b. die Formen, welche bei Umlau- 
fen sicb mit gewissen Constanten multipliciren. Zu diesen multi- 
plicativen Formen gehoren aucb die Formen P(s, e). 

Icb bemerke beilaufig, daB die G-esamtheit der multiplicativen 
Formen von der speciellen Riemann'scben Flache unabhangig ist, 
daft aber die Verteilung der einzelnen Multiplicatorsysteme auf 
die einzelnen Formen mit der Riemann'scben Flache wechselt, und 
daB daher, wenn man von einer Riemann'schen Flache zur andern 
iibergeht, andere und andere multiplicative Formen die Rolle der 
algebraischen iibernehmen. 

Ich fiige hinzu, daB in der Theorie dieser allgemeineren For- 
menclasse auch die algebraischen Functionen auf algebraischen 
Grebilden mit speciellen Moduln , z. B. die 2wertigen Functionen 
und Formen der hyperelliptischen Grebilde, welche eben nur bei 
den speciellen Moduln zu existiren scheinen, ihre Sonderstellung 
verlieren, indem sie bei beliebiger Abanderung der Moduln als 
multiplicative Functionen bezw. Formen erhalten bleiben. 



III. Automorphe Formen von g 1( g 2 . 

Wie in meiner Dissertation werde ich zwischen der Spaltung 
von g in g, und g 2 , sowie der Spaltung von z in z i und z 2 eine 
gewisse Beziehung festsetzen miissen, d. h. g, , g 2 zweckmaBig als 
Formen von e t , z 2 bestimmen. 

An diese zu treffende Festsetzung sind zwei Forderungen zu 

stellen : 

I) Geschlossenen Wegen des "Wertsystems *,, z 2 sollen ganze 
binare lineare Substitutionen von g 1( g 2 entsprechen. 



>jdM>d* 
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2) Erlaubten "Wertsystemen von §„ g 2 sollen nur erlaubte Wert- 
systeme e lt # 2 entsprechen und umgekehrt. 

Aus der ersten Forderung folgt, daB , ' auf der z Flache 

sich nur multiplicativ verhalt, aus der zweiten Forderung, dafi 
dieser Quotient nur an denjenigen Stellen e t , welch e den Ecken a, 
des Fundamentalbereichs entsprechen, unstetig wird, und zwar wie 



P(se t ) (1 ~ «i ) 



sonst aber nirgends verschwindet oder unendlich wird. Es ist 
also: 

unter c , c a irgend welcbe noch willkiirliche Constanten verstanden. 
Hieraus folgt ohne weiteres: 



fcass Ks5;) "S K) ' 

wofiir man auch schreiben kann : 



Diese so gefundenen g x , g 2 sind in den Primformen P vom 
Grade 

g = -p + i-fia-f), 

1=1 h 

in # , s. vom Grade </ = — . 

Der Einfacbheit balber nebme icb weiterbin die willkiirlichen 
Constanten c , c a samtlich = an. 
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Die weitere Entwicklung geht nun denselben Gang, wie im 
Falle p = 0. 

Es zeigt sich : 

g t , s 2 und alle bei Umlaufen von #, , # 2 sich multi- 
plicativ oder invariant verhaltenden Formen von 
s t , # a sind automorphe Formen von g u % r 

Insbesondere sind die Formen 

- h+^K^Z 

P(ea) = P(za)-e S ", 

P(«e,)''== P(eey<-e a=1 
diejenigen automorpben Formen, welcbe den „Grrund- 
formen" des Fallesp = entsprecben. 

Die allgemeinste eindeutige automorphe Form 
mit dem Multiplieatorsy steme 

%■ 

-y- in a x . %it a' x . %n 

e' , e , e 

ist notwendig von ganzzabligem Grade B, und hat 
die Grestalt : 

f,(c « = ff p ( ^g^) S^ • • • 5^ . /° + l* aF " 

t=1 P(eb 1 )P(ebJ...P(eb.) 

wo die Constanten a, &, & und die ganzen Zahlen s it S folgenden 
Grleichungen zu entnehmen sind : 



!f A, + P p^ + Ji-l 
Z< " 2Z f ^L 2Z, J' 









+ 2 (tfU„- tf»aii») - 2 (t + # (l- t) tp*«, 



X=p 
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unter N x , N' x gewisse ganze Zahlen verstanden. 

Es ergibt sich als Verallgemeinerung eines entsprechenden 
Satzes von p = jetzt der Satz : 

Stehen die Grade B, B' sowie die den Erzeugen- 
den S ( entsprechenden Multiplicatoren p f zweier 
automorphen Formen F, F' in der Beziehung: 

B + B' = -2, 9i9 ' t = 1, 

so ist stets 

§ + §' = 2^-2, & + «? = i_ 1. 

h h I. 

Eine besondere Wichtigkeit besitzen die eigentlich auto- 
morphen Formen vom Grade — 2. Ihr allgemeiner Aus- 
druck lautet: 

i=n 1_-L 

F-* (Ci , W = II P ("0 h ■ <P fo , O • Alg (*) , 

unter qt> eine der #> ganzen Formen dten Grades von n 1 , # 2 ver- 
standen, unter Alg{z) eine algebraische Function der Flache. Ins- 
besondere sieht man; 

Es gibt p linear unabhangige holotypische ei- 
gentlich automorphe Formen vom Grade — 2, wel- 
che den p linear unabhangigen <p - F o r m e n propor- 
tional sind. 

Es gelten ferner dieselben Satze, wie im Falle p = 0, z. B. : 

Die Summe derCoefficienten der einfachoower- 
denden Entwickelungsgli eder aller incongruenten 
oo-Stellen einer eigentlich automorphen Form — 2ten 
Grades ist = 0. 

Ferner aber : 

Die Integrale der eigentlich automorphen For- 
men vom (—2) ten Grade sind die Abel'schen Inte- 
grale des Bereichs. 

Es ist namlich 

./>_ 2 (&, Q (E, dO = fAlg (*) . cp fo, *,) . da>, = J ' Alg (*) dw'. 

IV. Anzahl der willkiirlichen Constanten. 

In Betreff der Anzahl und Lage der beweglichen 0- und oo- 
Stellen zeigen alle diejenigen Formen ein genau gleiches Verhal- 
ten, welche sich nur um Exponentialfactoren 
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K + 2 kcTW" a 
e K=1 

von einander unterscheiden. Solche automorphe Formen will ich 
„verwandte Formen" nennen, die zugehorigen Multiplicator- 
systeme „verwandte Multiplicator system e." 

Zwei Multiplicatorsysteme sind dann und nur 
dann verwandt, wenn dieZahlen l t iiber einstimmen, 
und die 6 % , 6' % ev. nach Hinzufiigung geeigneter gan- 
zer Zahlen zn gleichen Summen 

AnlaB geben. 

Sind zwei Multiplicatorsysteme verwandt, so 
istjedeForm des einen Multiplicator systems mit 
je einer Form des andern Multiplicatorsystems 
verwandt. 

Alle Satze iiber die Anzahl der O-Stellen oo-Stellen, und der 
willkiirlichen Constenten gelten in gleicber Weise fur alle ver- 
wandten Formen. 

Die wichtigsten derartigen Satze sind die folgenden : 

Wenn E < — 2 ist, so enthalten die automorphen 
Formen eines bestimmten Multiplicatorsystemes 
mit e vorgegebenen oo-Stellen (wobei oo-Stellen hoherer 
Ordnung mebrfacb zu zahlen sind) s + S — p + 1 wilkurliche 
Constanten linear und homogen. 

Ausgenommen sind die holotypischen eigentlich 
automorphen und verwandten Formen vom Grade — 2, 
welche nichtp — 1, sondern^j willkiirliche Constanten 
enthalten. 

Wenn R>0 ist, so enthalten die automorphen For- 
men eines be stimmten Multiplicatorsystems mit s vor- 
gegebenen oo-Stellen a + d — p +1 + t willkiirlicheCon- 
stanten linear und homogen, unter t dieAnzahl der li- 
near unabhangigen Formen gpfa, #,) verstanden, welche 
an den samtlichen beweglichen O-Stellen einer der 
automorphen Formen verschwinden. 

Die eben ausgesprochenen Satze, insbesondere der letztere, 
der die beiden andern umfaBt, basiren auf dem bekannten Rie- 
mann-Rochschen Satze iiber die Constanten zahl einer algebrai- 
schen Function. Es folgen ferner folgende Satze: 
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1st R > 0, so ist die Mindestanzahl allgemein g e- 
legener oo-Stellen einer automorphen Form von b e- 
stimmtem Multiplicatorsysteme p — S. 

EineAusnahme bilden die eigentlich automorphen 
und verwandten Formen vom Grade R = , insofern 
bei ihnen auBerdem noch eineForm ohne oo-Stellen 
(dann auch ohne O-Stellen) moglich ist. 

Sollen weniger als p~d oo-Stellen vorhanden sein, 
so miissen dieselben noch p — d—s Relationen geniigen. 

Die Mindestanzahl der oo-Stellen iiberhaupt ist 

bei allgemein vorgegebenem Multiplicatorsysteme „ 

, p-S+1 , , x , , J -\ 

oder „ , j e nacndemj) — o gerade oder ungerade ist. 

Eine Ausnahme bilden wieder die eigentlich auto- 
morphen und verwandten Formen vom Grade R = 0, 
indem bei ihnen die Mindestanzahl abgesehen von e = 

nicht -p- bezw. —~ — , sondern =^ + 1 bezw. —~ V 1 ist. 

Fur specielle Multiplicatorsysteme sinkt die 
Mindestanzahl der oo-Stellen unter die angegebene 
Grrenze hinab; insbesondere kann man das Multipli- 
catorsystem stets so wahlen, da!5 die Mindestanzahl 
der oo-Stellen den kleinstmoglichen "Wert — 8 erhalt. 

Im Allgemeinen vergleiche ich nur die verschiedenen Formen 
auf einem gegebenen algebraischen Gebilde, dessen Moduln ich 
als constant ansehe. Es ist jedoch auch nicht uninteressant , die 
Moduln selbst variiren zu lassen. Dabei werden natiirlich immer 
andere und andere Multiplicatorsysteme specielle Multiplicatorsy- 
steme im Sinne des eben ausgesprochenen Satzes. Dann sind 
aber — wenn ich mich der Einfachheit halber auf den Fall n = 
beschranke — 

die singularen algebraischen Gebilde, auf de- 
nen es solche algebraische Functionen gibt, die 
auf den allgemeinsten Gebilden nicht als solche 
existiren, einfach dadurch gekennzeichnet, dafi bei 
ihnen das Multiplicatorsystem q x = 1, q' x = 1 ein 
specielles Multiplicatorsystem ist. 

Man vergleiche hierzu die Schluftbemerkung in Abschnitt II. 

Eine Quelle weiterer Satze ist der Begriff der „reciproken 
automorphen Formen." 

Ich nenne zwei automorphe Formen reciprok, wenn 
ihr Product eine eigentlich automorphe Form (— 2)ten 
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Grades ist, d. h. wenn ihre Grade B, B' und ihre Multiplicato* 
ren q, q' in der Beziehung stehen : 

B + B' = -2 qq' = 1. 

Es finden sich folgende auf reciproke Formen beziigliche Satze : 

Die Mindestanzahl allgemein gelegener oo-Stellen 
einer automorphen Form positiven Grades ist um 1 
grofier, als die Anzahl der linear unabhangigen holo- 
typischen reciproken Formen. 

Die Anzahl der linear unabhangigen g?, welche an 
den e + S beweglichen O-Stellen einer automorphen 
Form positiven Grades verschwinden, ist gleich der 
Anzahl der linear unabhangigen holotypischen reci- 
proken Formen, welche an den s oo-Stellen verschwin- 
den. 

Aus diesem und dem friiheren Satze iiber die ConstantenzaM 
einer automorphen Form positiven Grades folgt die Verallge- 
meinerung des Riemann-Roch'schen Satzes auf die au- 
tomorphen Formen: 

Eine automorphe Form vom Grade B > mit £ vor- 
gegebenen oo-Stellen enthalt e + 8 — p +1 + t willktir- 
liche Constanten, wenn % die Anzahl derjenigen 
linear unabhangigen holotypischen recip r oken For- 
men ist, welche an den s vorgegebenen oo-Stellen ver- 
s chwinden. 

Dieser verallgemeinerte Riemann-Roch'sche Satz ist in einer 
nur unwesentlich verschiedenen Fassung fur den speciellen Fall 
E = 0, B' = 2, I, = bereits im Februar 1892 von Herm 
Hurwitz in diesen Nachrichten mitgeteilt worden. Denn beim 
Uebergang von Herrn Hurwitz' Riemann'scher Flache zum g-Be- 
reich gehen seine Functionen 

'A, B A. B 



/A A • • • A, B,\ 

V «, /J, • • • a, U 



in uneigentlich automorphe Formen F (^, g 2 ) vom Grade iiber, 
seine Differentiale dJ in F^fa, Q (g, dg), unter F^fa, g 2 ) die ho- 
lotypischen zu -F B (g 1( g 2 ) reciproken Formen verstanden. 

Von dieser Note des Herrn Hurwitz, die auch sonst Beruh- 
rungspunkte mit meinen Entwicklungen darbietet, habe ich jedoch 
erst nachtraglich Kenntnis erhalten, als ich bereits selbst unab- 
hangig auf den Satz in der allgemeineren hier mitgeteilten Ge- 
stalt gelangt war. 
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V. Die Elementarformen. 

Genau, wie im Falle p = 0, lassen sich „Ele men tar for- 
men" construiren, und zwar, wie ich ausdriicklich hervorhebe, 
ohne sich auf die Existenz der Poincare^chen Reihen stiitzen zu 
miissen. Der allgemeine Ausdruck derselben ist : 

B M' 



A(C„ g 2 ; 6„ 10 = 



a=p 



=-—YlP(8ey< p(xey* ^-4 — ._; " +1 y =' 

P (**) *=i P {oca,) . . . P (awa + , ) 

wo die Punkte a, , a 2 . . . a<? +1 mit dem Punkte x durch die #-Glei- 
chungen 

zusammenhangen, also im Falle p > notwendig Functionen von 
x sein miissen l ). 

Wie bei p = dienen die Elementarformen zur Zu- 
sammensetzung sowohl der automorphen Formen ne- 
gativen Grades R von g u g 2 , wie der reciproken For- 
men vom positiven Grade B' von §,, £ 2 aus ihren oo- 
Stellen: 

i) *".&, y = 2M.A&, S 2 ; £{", ljr')+ S -B^r«„ y. 
2) *■„&, y =l'i f A(fl", fi"; &, I,)- 

•v=l 

Dabei sind die Coefficienten der Darstellung 1) ganz willkiirlich, 
diejenigen der Darstellung 2) dagegen noch folgenden 8 — p + 1 
Bedingungen unterworfen: 

4 *!f (g , © + 4 <&^ (r;, © + •••+ ^ *]{•' (gf , r 1 ) = o. 

ft* = 1, 2, ... *-f» + l). 

Von diesen Gleichungen sind jedoch t identische Folge der 
iibrigen, wenn es r linear unabhangige Combinationen der ^'(g,,^) 
gibt, die an den s' Stellen g', g", ... g' £ 'l verscbwinden. 



1) Setzt man fur die Elementarform eine Darstellung durch eine Poincard'sche 
Reihe voraus, wie Math. Ann. 41 S. 72, so sind auch im Falle p = die Werte 
a u . . , a d+1 notwendig Functionen von x, und zwar immer von auBerst compli" 
cirtem Character. 
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Damit istdannzugleichder verallgemeinerteRie- 
mann-Roch'sche Satz von neuem, und zwar, anders als 
im vorigen Abschnitt, unabhangig von dem gewbbnlichen Rieman- 
Rochschen Satze bewiesen. 

Der verallgemeinerte Riemann-Roch'sche Satz geht , wenn es 
sich um eigentlich automorphe und verwandte Formen vom Grade 
B = 2 bezw. B' = handelt, unmittelbar in den gewohnlichen 
Riemann-Roch'scben Satz liber. Jedocb verliert gerade fur diesen 
Fall der soeben gegebene Beweis seine Grttltigkeit. 

Denn die obige Definition der Elementarform gilt nur fur 
B < 2, B' > 0, und versagt im Falle B = 2, B' == dann, 
wenn man es mit eigentlich automorpben oder verwandten For- 
men zu tbun bat; dann treten Integrale 2. Grattung von x an die 
Stelle der Elementarformen. 

Trotzdem aber infolgedessen der Beweis dieses Abscbnittes 
fur den verallgemeinerten Riemann-Roch'scben Satz denjenigen 
fiir den gewohnlichen Riemann-Roch'schen Satz nicht ohne Weite- 
res als Specialfall enthalt, so kann doch der gewbhnliche R.-E. 
Satz leicht aus dem verallgemeinerten hergeleitet werden, indem 
man den Beweis des vorigen Abschnittes, der vom gewohnlichen 
zum verallgemeinerten Satze fuhrte, einfach umkehrt. 



Aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 
Mathematisch-physikalische Klasse. 1894. Nr. 4. 



Ausdehnung des Riemann-Roch'schen Satzes 
auf Formenscharen, die sich bei Umlaufen auf 
einer Riemann'schen Flache linear substituiren. 

Von 

E. Bitter in Gottingen. 

(Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 8. December 1894.) 

I. Definitionen. 

Auf einem algebraischen Gebilde vom Geschlechte p soil eine 
Formenschar existiren, die sicb aus n linear unabhangigen 
Zweigen in der Gestalt 

77= Ci JJ i + C2 iT 3 + ..+c„7J„ 

zusammensetzt, und folgende Eigensebaften hat: 

1) Sie soil auf dem algebraischen Gebilde uberall unverzweigt 
sein mit Ausnahme der Umgebung von s singularen Punkten 
«i(i = 1, 2, • • s). 

2) Wenn die unabhangigen Variablen z l , g 2 einen der 2p un- 
abhangigen Periodenwege A K , B K (x = 1 , 2 , . . p) durcblaufen 
oder einen Umlauf 8 t urn einen der singularen Punkte e< ausfiihren, 
so sollen die Zweige JJj, iT 2 , . . iT„ je eine bomogene lin ear e Sub- 
stitution A K , B K , S, erleiden. 

3) Die Formenschar soil nirgends eine wesentlich singulare 
Stelle baben und soil in den Punkten ,e t angebbare endliche Ex- 
ponenten A,.,, A j2 , l in besitzen , d. h. es soil n linear unabhangige 
Combinationen der n Zweige geben, welcbe in den Ordnungen 
A U1 A,.,,, . . l in verschwinden. 

Formenscharen, die zum selben algebraischen Gebilde mit den- 
selben singularen Punkten geboren und in den Substitutionen S t 
genau , in den Substitutionen A x , S K bis auf simultane Multipli- 
cationen aller Zweige mit je derselben Constanten iibereinstimmen, 
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nenne ich „verwandt" oder zur selben „Formenclasse a 
gehorig. 

Neben irgend einem Substitutionensystem A % , JB K kommen in 
der Classe auch alle diejenigen Substitutionensysteme vor, welche 
sich von dem ersten durch simultane Multiplicationen mit beliebigen 
Constanten unterscheiden. Ein solcbes dieser Systeme A w B„ 
dessen Substitutionen samtlich die Determinante 1 haben, lege ich 
als „Normalsubstitutionensystem" zu Grunde. 

Von irgend einer Formenschar der Classe sage ich dann , sie 
besitze das Multiplicatorsystem a x , 8 K , wenn sicb ihre Substitu- 
tionen A K , JB X von den entsprechenden Normalsubstitutionen um 
simultane Multiplicationen mit a %) 8 X unterscbeiden. . 

Die entsprechenden Exponenten zweier verwandten Formen- 
scharen an den Stellen e< konnen sich nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden. Irgend ein bestimmtes der so moglichen Exponenten- 
systeme bezeichne ich als „Normalexp on ent en system". 

Eine von den e,. verschiedene Stelle nenne ich eine Zfache 
Nullstelle der Formenschar, wenn daselbst alle Zweige min- 
destens in der Ordnung I verschwinden , eine Zfache Unendlich- 
keitstelle, wenn mindestens ein Zweig in der Ordnung I un- 
endlich wird. 

Eine Stelle e i heifit eine Zfache Nullstelle, wenn samtliche Ex- 
ponenten an der Stelle um mindestens I grofler sind, als die ent- 
sprechenden Normalexponenten, eine Zfache Unendlichkeitstelle, wenn 
mindestens ein Exponent um I kleiner ist, als der entsprechende 
Normalexponent. 

Eine „ganze Formenschar" ist eine solcbe , welche keine 
Unendlichkeitstellen besitzt. Man kann jede Formenschar durch 
Multiplication mit einem geeigneten Product von multiplicativen 
Primformen ') in eine ganze Formenschar verwandeln. 

Man kann auf unendlich viele Arten n ganze Formenscharen 

if, n", . . . n M 

der Classe fmden, durch welche sich alle iibrigen in der Gestalt 

n = <p l n'+< Pi ii" + ..+<p n ii™ 

darstellen lassen, unter <p„ multiplicative Formen von den Graden 
S — d v und den Multiplicatoren -fc , -j— verstanden, wenn S den 



1) Man vergleiche (iber alles, was sich auf die Theorie der multiplicativen 
Formen bezieht, meine Arbeit in Math. Ann. Bd. 44. 1893. 
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Grad, a K , (i x das Multiplicatorsystem der Formenschar II, d v den 
Grad, a%>, ft™ das Multiplicatorsystem der Formenschar n w be- 
zeichnet. Den Grad aller Formen und Formenscharen messe ich 
dabei stets in multiplicativen Primformen. 

Ein solches System von n ganzen Formenscharen, das diese 
Eigenschaft hat, nenne ich eines „Basis" der Formenclasse. 

Wenn <p v cp 2 , . . <p„ samtlich ganze Formen sind, so ist auch 
II eine ganze Formenschar. 

Aber es kann H sehr wohl auch dann eine ganze Formenschar 
sein, wenn die <p„ g> 2 , . . <p n Unendlichkeitstellen besitzen. 

Solche Stellen , an denen die <jp, , <p 2 , • • <jp„ unendlich werden 
konnen, ohne daft die dargestellte Formenschar unendlich zu wer- 
den braucht, nenne ich „Ausnahmepunkt e" der Basis. 

Eine Basis ohne Ausnahmepunkte , durch welche sich also 
samtliche ganze Formenscharen der Classe mit Hiilfe ganzer Coef- 
ficienten darstellen, nenne ich eine ; ,Minimalbasis". 

Im Falle p = laftt sich die Existenz einer Minimalbasis 
allgemein beweisen. 



II. Die Ausnahmepunkte einer Basis. 

Die Formenscharen W, II", . . . J7 ( "' von den Graden 8,, S 2! . . d n 
mbgen eine Basis bilden. 

A„ , k (i , . . A,. n seien die zum Punkte e t gehorigen Normalex- 
ponenten, ihre Summe X t = X a + k i2 + . . + l m . 

Zur Vermeidung von Weitlaufigkeiten sei im Folgenden der 
Fall ausgeschlossen , daB zwei Exponenten eine ganzzahlige Diffe- 
renz haben , ohne daB einem derselben ein Zweig mit logarithmi- 
schen Gliedern in der Entwicklung entsprache. 

Nach AusschluB dieses Falls ist 






m:> 



m n" . . n" 



= n p (^ k - F M, *.). 



unter F q eine gewisse unverzweigte ganze multiplicative Form 
vom Grade 



3 = 2' 






verstanden. 
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Die Nullstellen y', y", . . y w der Form F q sind ge- 
r ade die Ausnahmes tellen der Basis II', II", . . JT"'. 

Die Bedeutung einer mehrfachen Ausnahmestelle , d. h. eines 
mehrfachen Nullpunktes von F q , fiir die Darstellung einer ganzen 
Formenschar durch die Basis ist durch folgende Satze zu charac- 
terisieren : 

Die Gresamtdeterminante verschwinde an der Stelle y in der 
Ordnung k = 7c,, die samtlichen ersten Unterdeterminanten minde* 
stens in der Ordnung k 3 , die zweiten Unterdeterminanten minde- 
stens in der Ordnung k 3 u. s. w., die (V,— l)ten Unterdeterminanten 
mindestens in der Ordnung k Vl , wahrend die J^ten Unterdetermi- 
nanten nicht mehr samtlich verschwinden; dabei ist notwendig 

k = ft x > k 2 > k a > • • • > k n > 0. 

Es sei v x die Anzahl aller dieser Zahlen, v 2 die Anzahl der- 
jenigen von ihnen, welche > v, sind, v 3 die Anzahl derer, die 

> v 1 + v 3 sind u. s. w. , endlich v x die Anzahl der Zahlen , welche 

> v l + t> t + ■ ■ + v x _ t sind, wahrend keine Zahl mehr > v x + 1> 2 + ■ • + v x 
ist ; es ist notwendig 

v l + v 2 + - -+v x = I. 

Dann konnen in der Darstellung einer ganzen For- 
me nschar: 

n= <p i n'+<p t n"+-- + <p n ii" ) 

die <p v an der Stelle y bis zur Ordnung x unendlich 
wer den. 

Die nx Co ef ficienten des Unendlichwerdens der<p, 
enthalten zusammen genau k willkiirliche Constanten 
linear und homogen; von diesen willkurlichen Con- 
stanten kommen in den jcfach unendlich werdenden 
Entwicklungsgliedern nur v z vor, in den (x— l)facli 
unendlich werdenden Gliedern neben den v x ersten 
Constanten noch v x _ t weitere, in den (x — 2)fach un- 
endlich werdenden Grliedern weitere v x _ 2 Constanten 
u. s. w. 

Zwei Specialfalle sind fiir das folgende besonders wichtig: 
1) k = 1. 

Die <p r konnen je einfach unendlich werden mit 
Coefficienten, die in dem wohlbestimmten Verhaltnis 
stehen miissen : 
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«,: « a : . . .: a n = ^: A 3 ; . . .: 4,, 

wo die A den nicht durchweg verschwindenden zu einer Zeile 
gehorigen Unterdeterminanten der Determinante \II'^{y v y 2 )\ pro- 
portional sind. 

2) k = n-1 , h t = w-2, . . \_ t = 1. 

Die <p r konnen je einfach unendlich werden mit 
Co efficienten, die der einzigen wohlb estimmten 
Gleichung 

« 1 .4 1 + a s .4 j , + . ■ + a n A n = 

geniigen mlissen, wo die A den nicht durchweg verschwin- 
denden Gliedern einer Zeile der Determinante | Il'f (y v y t ) \ pro- 
portional sind. 

Es besteht ferner der Satz: 

Man kann stets eine Basis mit nur einfachen Aus- 
nahmepunkten finden. 

III. Reciproke Formenscharen. 

Nachdem ich, den s Punkten e t entsprechend irgend welche s 
Zahlen ft (i = 1, 2, . . s) ausgewahlt habe, nenne ich zwei Formen- 
scharen II und SI „reciproke Formenscharen", wenn ihre 
Grade S, S' und ihre Substitutionen in solcher Beziehung stehen, 
dafl eine Identitat besteht : 

n t si t + n 2 si 2 + ■ ■ + n n si n = 'ffPKr* • a> , 

unter <& eine derjenigen multiplicativen Form en vom Grade 2p — 2 
verstanden, welche in kanonischen Variablen z v z 2 algebraisch sind. 

Die reciproken Formenscharen zu alien Formenscharen einer 
Classe bilden wieder eine Classe, die „recip r oke Formen- 
classe". 

DieNormalexponenten V a , X' iV . . X' in der reciproken Classe 
sollen so gewahlt sein, daB immer 

K + Ki = a„ +a; 2 == • • ■ = K + K n = ft 

ist. 

Wenn eine Basis IT, II" , . . n M der einen Classe 
bekannt ist, so kann man daraus stets auf einfachste 
Weise eine Basis der reciproken Classe bilden. 

Man bilde namlich die ersten Unterdeterminanten dee Schemas 
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n' x n'; . . ni 



(n) 



n' 2 n: n[ 



iriT'. it? 



und multiplicire dieselben jede mit J^P^ee,)** 1- *<; bezeichne ich 
die so erhaltenen Formen mit 



«= i 



Sl\Sl'[. . SI™ 
&',&", si™ 

silk- -&\ 

und fasse Slf\ Slf, . . Sl'f als Zweige einer Formenschar £*" auf, 
so bilden SI', SI", . . Sl ln) thatsachlich eine Basis der reciproken 
Formenclasse. 

Wenn die Det erminante der Basis IT, II", . . J7 ln) 

nPK^fo, *,) 

1=1 

ist, so heiftt die Determinante der Basis £1', SI", . . ii w 

i = 1 

Es besteht der Satz : 

"Wenn die Basis IT, IT', . . H (n) nur einfache Aus- 
nabmepunkte hat, so sind dies fur die Basis Si', 
SI", . . Sl M zwar (tj-l)faclie Ausnahmepunkte, aber 
von der Art des am Schlusse des vorigen Abscbnitts 
be rvorgebobenen Specialf alls. 

Wenn irgend eine Formenscbar der einen Classe die Gestalt hat: 

n = <p i n' + < Ps n"..+cp t> IT« = |L77'+|^/7"+.. + |f77"", 

» a a 

so haben alle zu II reciproken Formenscharen die Gestalt: 

si = J^.a' + jLfl»+.. + .|^w = ^a+^a" + ..+^ii ( " , I 

sa a 

unter (p v , <p[ und ^, tp' v immer zu einander reciproke multiplica- 
tive Formen verstanden. 
Es ist dann 
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n^ + n t si i + ..+ n n si n = ftp (*<)*. fori +9. ri + • • +<p.<pD- 

«= i 

Ferner ergibt sicb aus den Satzen zu Ende des vorigen Abscbnit- 
tes, wenn wir berticksicbtigen , dafi die Unterdeterminanten des 
Systems | nf | gerade den Sif } proportional sind : 

Soil II an einerAusnabmestelle yendlicb blei- 
ben , somttssendieCoefficienten «„ « 2 , ..« n des IT n- 
endlichwerdens von 95,, <p, , . . q> n bei y der Propor- 
tion geniigen 

«,:«,:..:«„= SI' (y v y t ): SI" (y v y.) : . . : Sl'"\y v y) ■ 

soil andererseits SI bei y endlich bleiben, so miissen 
die Coefficienten /3„ /3 2 , . . /3„ des Unendlichwer dens 
von il>[, i\>[, . . il>' n derGrleichung geniigen 

0. «'(»,, y.)+Afl"(y« y a ) + --+/3„& (n, (y» y t ) = o, 

oder 

9>; (y» &) &' (y„ y.) + vi (y» y.) &* (*,• &) + • • + 9>i (2/!- yj & w (y l , y t ) = 0. 

IV. Ausdebnnng des Riemann-Rocb'scben Satzes auf 
Formenscbaren. 

1) Riemann-Ro cb 's cber Satz fur ganze Formen- 
scbaren. 

Es ist die Anzabl der willkiirlicben Constanten in einer gan- 
zen Formenscbar Tl von vorgegebenem Grade d und von vorgege- 
benem Multiplicatorsystem zu bestimmen. 

in n = ?>, w + <p % n" + • • + 9>„ n M 

diirfen die qt^ an den q Ausnabmestellen y', y", . . y w je einfacb 
unendlich werden mit Coefficienten von der Gestalt 

«'£•"&', yi), «"^'(yu sfl, • • . ^'^'W, «#')• 

In jeder einzelnen Form g^ miissen aber die Coefficienten der 
Unendlicbkeitstellen den fur multiplicative Formen geltenden linea- 
ren Bedingungsgleicbungen geborcben (Matb. Ann. Bd. 44 S. 315): 

«'W\y[,y , *)-ti(yl,y*)+«"a ¥) (f 1 ,yl)ti(y';>M + - • • 

+a»Sl'»\y?,y?)rt(y?,yy) = 0, 

worin fiir <p^ der Reibe nacb samtlicbe linear unabbangige zu tp^ 
reciproke ganze multiplicative Formen einzusetzen sind, deren An- 
zabl 6^ sein moge. 
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Man erhalt so fiir die q Coefficienten «', «", . . "c w im ganzen 

H = n 

2 S' lineare homogene Gleichungen. Es mogen 5' dieser Glei- 
f = i . 

chungen identische Folge der iibrigen sein. 

Dann ist die Anzahl der willkurlichen Coefficienten in den 

Unendlichkeitstellen 

Aufierdem aber kann man zu jeder der Formen g^ noch eine 
beliebige ganze Form des betreffenden Grades und Multiplicator- 
systems hinzufiigen. Bezeichnet also S^ die Anzahl der linear 
unabhangigen ganzen (p^ so ist die Gesamtzahl 6 der willkurlichen 
Constanten in einer ganzen Formenschar II: 

s~ S^+a-S^ + s'. 

Nun folgt aus dem fiir ganze multiplicative Formen geltenden 
Riemann-Roch'schen Satz (Math. Ann. 44 S. 314): 

% = d-S^-p + l + %. 

Also ist, wenn ich berucksichtige, daB 2 <^ == 2 + 2 ^i ^ '• 

S = n(d—p + l)-^ t +<5'. 

Die Anzahl 6' der zwischen den Grleichungen fiir a', a", . . « w be- 
stehenden Identitaten ist naher zu pracisiren. 

Bildetman die allgemeinste lineare Combination dieser SS^Glei- 
chungen, so hat diese die Gestalt : 

*£««» (<p[ <tf>, *,<*>) &(]£>, y?) + 9 ' % (y*\ y?)£l"(y?\ </<*>) + ■ • 

+ 9'AyT,yf)si M ij)T\yT)) = o, 

unter g^ die allgemeinste S^ willkiirliche Constanten enthaltende 
zu q> u reciproke ganze multiplicative Form verstanden ; die 2 6^ Com- 
binationscoefficienten sind gerade die 2 6' fl willkurlichen Coeffi- 
cienten in den cp' 

Die Anzahl der linear unabhangigen Identitaten zwischen den 
2 % Gleichungen ist daher genau gleich der Anzahl der willkur- 
lichen Coefficienten in denjenigen ganzen gjjL, welche den q Glei- 
chungen geniigen 

9'fyT, V?) & (y» *,<*>) + <pl (y» , ^>) £»(,« tf>) + 

+y:(2/r ! 2/r)^ < "¥r ) ,^) = o.. 
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Dies ist aber naeh dem Schlusse des vorigen Abschnitts genau 
die Anzahl der linear unabhangigen zu /7 reciproken ganzen Formen- 
scharen. Wir haben also den Satz : 

Die Anzahl 6 der linear unabhangigen ganzen 
Formenscharen von gegebenem Grade d und von ge- 
gebenem Multiplicatorsy stem ist 

un^er 6' die Anzahl der linear unabhangigen reci- 
proken ganzen Formenscharen verstanden. 
Die Gleichung laBt sich vermoge der Beziehungen 

s + s' = 2^-2+2^, 2*. + 24 = *»-2f*« 

auch in der reeiproken Gestalt schreiben: 

6' = n (S'-p + 1) - S A! + S. 

Der ausgesprochene Satz ist die Verallgemeinerung des fur 
algebraische Functionen geltenden Brill-Noether'sehen Reciproci- 
tatssatzes. 

2) Riemann-Roch'scher Satz fiir Formenscharen 
mit Unendlichkeitstellen. 

Aus dem Rieman-Roch'schen Satz fiir ganze Formenscharen 
folgt ohne Schwierigkeit der allgemeinere Satz : 

Die Anzahl aller linear unabhangigen Formen- 
scharen von gegebenem Grade d und von gegebenem 
Multiplicatorsystem,welchean£vorgegebenenStel- 
len unendlich werden diirfen, ist 

n (a +fi _p + l)_2JA | + T ' 

unter x die Anzahl aller linear unabhangigen ganzen 
reciprokenFormenscharenverstanden,welcheanden 
samtlichen zugelassenen Unendlichkeitstellen ver- 
schwin den. 

Diese beiden Satze sind fiir die Theorie der verwandten Dif- 
ferentialgleichungen in gleicher Weise grundlegend, wie der ge- 
wohnliche Riemann-Rodh'sche Satz fiir die Theorie der algebrai- 
schen Functionen. 

Ich bemerke noch , daft man an die genannten beiden Satze 
genau dieselben Folgerungen knupfen kann , wie an die entspre- 
chenden Satze in der Theorie der multiplicativen Formen. 

Z. B. kann man die linearen Relationen explicit hinschreiben, 
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welcben die we Coefficienten der e Unendlichkeitsstellen eiher 
Formenscbar geniigen miissen , indem in dieselben die ganzen re- 
ciproken Formenscbaren in derselben Weise eintreten, wie bei den 
multiplicativen Formen die ganzen reciproken Formen. 

Ferner grundet sicb bierauf eine Darstellung aller unendlich 
werdenden Formenscbaren durcb Elementarscharen mit nur je 
einer variablen Unendlicbkeitstelle , genau wie bei den multiplied 
tiven Formen. 

ITnd wie die multiplicativen Formen die algebraiscbe Grrund- 
lage fur das Studium der automorpben Formen sind, so meine jetzt 
ausgesprocbenen Satze fur die Untersucbung der homomorpben For- 
menscbaren, d. b. der Formenscbaren, welcbe bei bomogenen linearen 
Substitutionen der unabhangigen Variablen selbst bomogene lineare 
Substitutionen erleiden. 

Gottingen , November 1894. 



Aus den Nachrichten der K. Gesellscliaft der Wissenschaften zu GiSttingen. 
Mathematisch-physikalische Klasse. 1895. Heft 2. 



Zur Darstellung von Functionenscharen 
durch eine Basis. 

Von 

E. Ritter in G-ottingen. 

Vorgelegt von H. Weber in der Sitzung vom 23. Februar 1895. 

Es moge ein System von n 2 Functionen ganz beliebiger Art 
gegeben sein: 

pi jyt p» 

^1! ^ XI • • • X I 
pi p2 p» 

-*• 2! "*■ 2) • ' * -*■ 2 



PI P2 p» 

r »! x «l • * " X .' 

Es soil nur die Determinanjie dieses Functionensystems nicht 
identisch verschwinden, und in der Umgebung einer gewissen Stelle 
z = x sollen samtliche w 2 Functionen analytisch, endlich und un- 
verzweigt sein. 

Zur Abkiirzung schreibe ich 



p^l 


p^j 

4 ' ' 










■pK 
4 ' * 




7) " a ' " 


• • y 






P* 1 , 


p*2 


..P^ 





D 



(*' 



■jit > > 

indem ich die letzte Bezeichnung D M dann gebraucbe, wenn ich 
von der G-esamtheit aller ft 2 gliedrigen Determinanten des Functio- 
nensystems spreche. 

Es mogen nun an der Stelle z = x samtliche D^ mindestens 
in der Ordnung ifc , nicht aber samtlich in hoherer Ordnung ver- 
schwinden. 

Die Zahlen Te andern sich nicht, wenn ich statt der einzelnen 
Colonnen irgend welche n linear unabhangige Combinationen mit 
constanten Coefficienten aus alien Colonnen einfuhre, oder wenn 

1 
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ich statt der einzelnen Zeilen irgend n linear unabhangige Com- 
binationen aller Zeilen einsetze. Hierdurch kann ich bewirken 
dafi aucb wirklich alle D^ genau in der Ordnung k verschwinden 
und dann folgt aus der bekannten Identitat: 

T)"i> ^ai •■• ^u— i! "ji 7) " 2 ' '" ," _ i' f+i 

*X> *2> •■•V- 1 ' V+l *1> *»' ••■*/!-'' V+ 1 

__ Ty^i> "» • ' • ™« _l . 7) " 2 ' ' ' ' i"— " i"> T«+i 

*ll *2> •••*U-1 4 1! *2! •••* i »-ll fyi *ll+l 

die Ungleichung 

oder 

V» — > = > — *jn-i- 

Ich setze jetzt, um AnschluiS an den Weier straB'schen Be- 
griff der Elementarteiler zu gewinnen 



also insbesondere 



")t "ji-i — e n-|U+i) 



K-k-, = e v 



*._,+, -h-r = e v 



Wenn also fc„_ m die erste von verschiedene der Zahlen k t , h t , ...k n 
ist, so ist 

*, = k t = . . • = fc„_ v = o, 

fc„_ v+1 = e v , &„_,, +2 = e v + e v _„ ... A„ = e r + e^ -f • • ■ + e,. 
Die Zahlen e„ e„ . . . e„ welche den Ungleichungen geniigen : 

e» ^ e 2 > e 3 > . . . > e „ > 

nenne ich die „Elementar exponenten" der Stelle * == x. 

Ich fasse jetzt die in irgend einer Colonne nntereinander- 
stehenden Functionen, z. B. P\, P*, ...PI a ls Zweige einer „Func- 
tionenschar" P* auf. 

Alle Functionenscharen P, welche sich aus den n gegebenen 
Functionenscharen P 1 , P 2 , . . . P" vermittelst beliebiger Functionen 
9>i> ^i • ■ • 9>» von * als Coefficienten linear zusammensetzen lassen: 
P== ^P + ^P + .-. + ^P" 

fasse ich in eine „Functionenclasse" zusammen, und nenne die 
zur Classe gehorigen Functionenscharen P, P 2 , . . . P", wie iiber^ 
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haupt ]ede Zusanimenstellung solcher n Functionenscharen der 
Classe, durch welche sich alle iibrigen Functionenscharen der 
Classe linear ausdriicken lassen, eine „Basis" der Classe. 

"Wahlt man q>,, <p t , . . . cp n als solche Functionen, welche bei 
e = x analytisch, endlich und unverzweigt sind, so sind auch die 
Zweige der dargestellten Functionenschar bei e = x samtlich ana- 
lytisch, endlich und unverzweigt. Aber der umgekehrte Satz ist 
nicht richtig. Es kann eine Functionenschar P bei z = x sehr 
wohl endlich seih, wahrend dock die Zusammensetzungscoefficienten 
bei s = x unendlich werden. Dies ist immer dann und nur dann 
der Fall, wenn die Determinante der Basis bei s = x verschwin- 
det, wenn also k n > 0, folglich nicht alle Elementarexponenten der 
Stelle = sind. 

Es fragt sich, in welcher Weise die Darstellungs- 
coefficienten <p 1} g> 2 ,...<)p„ an der Stelle x unendlich 
werden diirfen, so daB die dargestellte Functionen- 
schar doch noch endlich bleibt. 

Ich kann mir zuvorderst die Scharen P 1 , P z , . . . P" so geordnet 
und mit oberen Indices versehen denken, daJ5 mindestens eine der- 
jenigen Determinanten D n _ v , welche nur aus den letzten n — v Co- 
lonnen gebildet sind, an der Stelle x genau in der Minimalordnung 
k„_ y = verschwindet, d. h. von verschieden ist. 

Es lassen sich nun genau v linear unabhangige Combinationen 
der P 1 , P 2 , . . . P" mit constanten Coemcienten angeben, deren samt- 
liche Zweige bei z = x verschwinden, und infolge der gemachten 
Voraussetzung iiber die Reihenfolge der P 1 , Py, . . . Z J " kann man 
dieselben in folgender Weise auswahlen: 

(If = p« + a w F** + a 2i r+2 P' +2 + • ■ • + a,, , V 



( P y = pv + ay m pv + . + tty v+2 p*w + ...+ fly> n p». 

Die Coefficienten hierin sind eindeutig bestimmt durch die Pro- 
portionen : 

( n v+l,v+2,.,.n,_ n 2,v+2,...n . m±J f,v+\,...n-l\ 



\ v+i '• a i, v+2 



* ' ( T ,v+l',v+2,.'..n._- n v,v+2,...n . . ± jf, *+l, ■■■ *~A 
\v+i ■ «r,v +2 : • . • : « r ,„ — \u^ ,- 2i inv • ^ j 2i . . . ,; n _ v »,, v ■ ■ ■ V-» A=* 
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wo rechts i„ L, ... «' . so auszuwahlen sind, dafi D. .' \'" n 
bei # = a; nicht verschwindet. 

Ich ersetze jetzt das urspriingliche Functionensystem durch 
das folgende: 

(p)j, (P)i,...(p)r, ir.--.-p; 
(P)i, (P);,...(P):. it.--.-p: 



(j% (i*):, ---(P):, its ---i 5 :- 

Da sich nicht allein das neue Functionensystem durch das 
alte, sondern auch das alte durch das neue linear mit constanten 
Coefficienten ausdriicken lafit, so miissen die Zahlen 7^ genau die- 
selben sein wie vorher. 

Ich behaupte jetzt, indem ich die Determinanten des neuen 
Systems mit (D) bezeichne: Nur diejenigen Determinanten 
(D) u ((i>n — v) konnen bei z = x in der Minimalordnung 
Jc verschwinden, welche moglichst wenig, d. h. nur 
(i + v — n von den ersten v Colonnen enthalten; enthalt 
eine (D)^ von den ersten v Colonnen (i + v — n + q, so ver- 
schwindet sie an der Stelle z = x mindestens in der 
Ordnung Ic^ + q. 

Fur - <? = ist der Satz selbstverstandlich, denn da besagt 
er nur, daB jede Determinante (D)^ mindestens in der Ordnung 
k„ verschwindet. 

r 

Ich will nun den behaupteten Satz fiir q — 1 als bewiesen an- 
nehmen, und zeigen, dafi er dann auch flir q selbst gelten mufi. 

Es mbgen Jc lt 7c 2 , . . . h h+l irgend fi + 1 verschiedene der Zahlen 
1, 2, . . . n bedeuten, und zwar mbgen die ersten (i + v — n + q = q 
derselben, k v Jc 2} . . . Z; ? , aus den Zahlen 1, 2, . . . v, die folgenden, 
^•w ^g+2. • • • \+i . aus ^ en Zahlen v + 1, v + 2, ... n genommen sein. 

Die allgemeinste Combination mit constanten Coef- 
ficienten der Scharen {pf\ (I)\...(P)\ P 1 ^ 1 , ... P fc f + ', deren 
samtliche Zweige bei z = x verschwinden, hat die Gestalt: 

cc^pf 1 + a,(P) K + ■••+ a q (Pp + • pV« + • pV* + . . . + ■ P^ 1 . 
Ich bilde jetzt die Identitat: 

(Pi 1 (D)^ 2 ' ft " ' * " ^*" 1 — (pfe (D)^ 1 ' ^ Sl ' " " ft|U+I 4- -i- (— 1 "$-' 1 pA I Tift' ^ " " *«"" V" ' ' 



/tyAi*>> ••■ *> 



"jit+i 
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Hierin verschwinden die ersten q als Coefficienten auf der 
linken Seite stehenden Determinanten, da es (D) a mit nur (ft + v— n) 
+ (q — 1) von den ersten v Colonnen sind, mindestens in der Ord- 
nung J^ + q-1, da wir ja den Satz fiir q — 1 als bewiesen voraus- 
setzen. Die rechte Seite verschwindet entweder identisch oder 
doch mindestens in der Ordnung ft,, +1 + q -1, da es eine (D) u+l mit 
nur (ft + l + v— n) + (q — 1) der ersten v Colonnen ist, also, wenn 
wir (i>n — v voraussetzen , in hoherer Ordnung als k +q—l. 
Ich behaupte jetzt zunachst, daft auch die ft + 1 — p weiteren auf 
der linken Seite stehenden (Z>)^, welche (j* + v — n) + q der ersten 
v Colonnen enthalten, mindestens in der Ordnung Jc + q — 1 ver- 
schwinden miissen. Gresetzt namlich, sie verschwanden alle oder teil- 
weise in niedrigerer Ordnung, etwa bis ft + q t herunter, (q t < # — 1), 
e so mogen 8 Q+ „ 8^.., . . . d fi+I die Coefficienten ihres Jc^ + g, fachen Ver- 
schwindens sein (also = 0, wenn die betreffende (D) in hoherer 
Ordnung verschwindet). Dann muB aber, damit die ganze Summe 
in hoherer Ordnung als ft + q t verschwindet 

s eH pv» + s^ pv° + . . . + s^ py 

bei beliebigem i fiir s = x verschwinden, d. h. 

P = 8 Q+1 pV« + tf^pV* + • • • + <J 11+1 P^ +l 

ware eine Functionenschar , deren Zweige samtlich bei s = x 
verschwanden, was, wie oben betont, nur so moglich ist, daB 
^?+i = ^2 = • • • = 8^ +1 = ist. Also verschwinden samtliche 
(D)^ auf der linken Seite mindestens in der Ordnung k^ + q — 1. 

Es seien nun die Coefficienten ihres (/^ + q— 1) fachen Ver- 
schwindens mit d v <J 2 , ... 8 +l bezeichnet. Da die rechte Seite in 
hoherer Ordnung verschwindet, so muB 

P = 8 t (P)* 1 + S 2 (P) k * + •■■+ 8 s (Pfi + J^PV 1 + • • • + ^ +1 P^ +1 

eine Functionenschar sein, deren samtliche Zweige fiir s = x ver- 
schwinden. 

Das ist aber nur moglich, wenn 

Sftn = S^, = • • • = ^ +1 = 

ist , d. h. wenn die samtlichen p + 1 — p letzten (D)^ , welche 
(ft + v — n) + q der ersten v Colonnen enthalten in hoherer Ord- 
nung als \ + q — 1, d. h. mindestens in der Ordnung \ + q ver- 
schwinden. 
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Da lc v k,, ... Z- fI+1 sowie i v i t , ... i fl ganz beliebig ausgewahlt 
sind, so ist damit der Satz fiir die allgemeinsten (D)^ bewiesen, 
welcbe n + v — n + q der ersten v Colonnen enthalten. 

Fiibre icb jetzt statt der urspriinglicben Basis P 1 , P 2 , ... P' 
folgende ebenfalls bei z = x endlich bleibende Basis ein: 

Qi = (F) 1 = P 1 + a 1 , v+1 I» +1 + a 1 , v+2 P™+ ■ ■ • +0,,.^ 

Z — X z — x ' 

o« = J5L = p 2 + a ^ pv+1 + <w pv+a + • • • + «...-?' 



0* = J£L = P ' + «,.,v +1 ^ m + «,, m P ,+2 + • • • + a r , „ f ■ 
# — # £ — x 



3" = -P", 



so erniedrigt sich die Ordnung des Verschwindens einer (D) , 
welcbe ft + v — n + q der Colonnen (P) 1 , (P) 2 , . . . (P) v enthalt, genau 
um fi + v-n + g. Da sie vorher schon > l~ + # war, wird sie 
nachher nocb > ft u — (ft + v — n) sein. 

Es gibt aber in dem neuen Functionensystem wirklich Deter- 
minanten B u , welcbe genau in der Ordnung k —((i + v — n) ver- 
scbwinden, denn es gibt (I)) fl , welcbe genau in der Ordnung \ 
verscbwinden, und diese (D) a enibalten genau ft + v — n der ersten 
v Colonnen, erniedrigen also ibre Ordnung genau um ft + v — n, 
so dafi sie nacbber genau die Ordnung k u — (ft + v — n) baben. 

Wir baben also das einfacbe Resultat: 

Beim Uebergang von der Basis P\ P 2 , . . . P" zu der 

Basis Q\ Q 2 ,...Q" geben die Zablen \, \_ v h n _ U 

liber in 

K =K-v 



%-H-l ^n-v+l"~l 



und die Elementarexp onenten e 1 , e 2 ,...e v erniedri- 
gen sich samtlich genau um eine Einheit: 



zur Darstellung von Functionenscharen durch eine Basis. 

< = e-1 
e' = e,-l 



< = e„-l. 



Die allgemeinste bei s = x endlich bleibende Functionen- 
schar, welche sich aus P\ P 2 , ... P" vermittelst einfacb unendlich 
werdender Coefficienten zusammensetzt, kann sicb von einer linea- 
ren Combination der Q\ Q 2 , ... Q v mit beliebigen constanten Coef- 
ficienten nur um eine lineare Combination aller P\ P 2 , ... P" mit 
bei x endlicb bleibenden Functionen als Coefiicienten unterschei- 
den. Also : 

"Wenn die Zusammens etzungsco efficienten einer 
bei z = x endlicb bleib enden Functionens cbar bei 
s = x einfacb unendlicb werden diirfen, so enthal- 
ten die Coefficienten des Unendlicbwer dens v will- 
kiirlicbe Constanten linear und bomogen. 

Wenn mm nocb nicbt alle Elementarexponenten = gewor- 
den sind, kann man in derselben Weise weiter geben. Man kann 
weitere ganze Functionenscharen R bilden, die sicb aus den Q nur 
mit Hiilfe einfacb unendlicb werdender, aus den P also vermit- 
telst zweifacb unendlicb werdender Coefficienten zusammensetzen. 
Die Anzabl derselben ist gleicb der Anzabl der noch von ver- 
schiedenen Zablen e — 1, d. b. gleicb der Anzabl der Elementar- 
exponenten, welcbe > 2 sind. 

Die allgemeinste bei x endlicb bleibende Functionenscbar, deren 
Coefiicienten bei x zweifacb unendlicb werden diirfen, setzt sicb 
zusammen aus einer linearen Combination der formal zweifacb un- 
endlicb werdenden B, der formal einfacb unendlicb werdenden Q, 
jedesmal mit willkurlichen constanten Coefiicienten und einer linea- 
ren Combination der P mit endlicb bleibenden Functionen als Coef- 
ficienten. 

Wenn man so fortfahrt, so lange nocb nicbt alle Elementar- 
exponenten = sind, so erbalt man schliefilich folgendes Ergebnis : 

Die Zusammensetzungscoefficienten der allge- 
meinsten bei s = x endlicb bleibenden Functionen- 
scbar diirfen bei z = x bis zur Ordnung e t unendlich 
werden, und zwar entbalten die e x facb unendlich wer- 
denden Entwicklungsglieder so viele willkiirliche 
Constanten linear und homogen, als es Elementar- 
exponenten gibt, die = e t sind, die (e t — l)fach un- 
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endlich werdenden Entwicklungsglieder enthalten 
auBer den schon genannten so viele weitere will- 
kiirliche Constanten linear und mit den vorherigen 
zusammen genommen homogen, als es Elementar- 
exponenten gibt, die ^e l —l sind, die (e l — 2)fach un- 
endlich werdenden Entwicklungsglieder neben den 
bisherigen so viele weitere willkiirliche Constan- 
ten, als es Elementar exponenten gibt, die>e, — 2 
sind u. s. w. 

Die G-esamtzahl aller in den unendlich werden- 
den Entwicklungsgliedern enthaltenen willkurlichen ; 
Constanten ist 

«i + « 2 + ■ • ' + «r = K, 

d. h. gleich der Ordnung, in welcher die Determi- 
nante der Basis an der Stelle x verschwindet. 

Mit diesem Satze, der fur jede Darstellung irgend welcherj 
Functionenscharen durch eine Basis fundamental ist, habe ich zu-| 
gleich einen Irrtum richtig gestellt, der mir leider in meiner Note 
von Nr. 4 dieser Nachrichten: Ausdehnung des Biemann-Rocji'- 
schen Satzes u. s. w. bei Charakterisirung der Bedeutung der 
Ausnahmepunkte einer Basis fur die Darstellung ganzer Foment 
scharen durch die Basis untergelaufen ist. 

G-liicklicherweise hat der Irrtum auf die weiteren Betrach- 
tungen in jener Note keinen EinfiuB, da die beiden Specialfalle 
des Satzes, auf denen allein die weitere Untersuchung beruht, 
auch dort richtig angegeben sind. 

G-ottingen, den 10. Februar 1895. 
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Die multiplicativen Formen auf algebraischem Gebilde beliebigen 

Geschlechtes 
mit Anwendung auf die Theorie der automorphen Formen. 

Von 
Ernst Eitter in GSttingen. 



In einer Reihe von Abhandlungen hat Herr Poincare die Theorie 
der automorphen Functionen auf die Betrachtung der „Fuchs'schen und 
Klein'schen 0-Functionen" zuruckgefiihrt, fur welche er zugleich ana- 
lytische Bildungsgesetze explicit angegeben hat. 

Diese Poincare'schen 0-Punctionen sind, wie Herr Klein bemerkt, 
und worauf ich mich in meiner Arbeit in Bd. 41 dieser Annalen stiitze, 
im Wesentlichen automorphe Formen sweier Variablen g, , £ 2 , in welche 
man die urspriingliche Variable g zu spalten hat*). 

Die Theorie der automorphen Functionen nun, soweit es sich um 
die Beziehungen der automorphen Functionen eines gegebenen Bereichs 
untereinander handelt, ist identisch mit der Theorie der algebraischen 
Functionen einer Riemann'schen Flache. 

Die automorphen Formen aber, d. h. die Poincare'schen ©-Func- 
tionen, lassen sich — und das ist der wesentliche Inhalt meiner ge- 
nannten Arbeit — auf Formen auf einer algebraischen Riemann'schen 
Flache zuriickfiihren und mit Hulfe der letzteren in ihren Beziehungen 
zu einander in erschopfender Weise erforschen. Dies habe ich damals 
nur fur den Fall p = ausgefiihrt, wo die Riemann'sche Flache die 
einfach viberdeckte Ebene bezw. Kugel, die Functionen und Formen alge- 
braische Functionen und Formen sind. Aber schon da ergab sich aus 
dieser Beziehung, dass man fast alle bekannten Bigenschaften der auto- 
morphen Formen, die man bisher aus der Poincare'schen Reihendarstellung 
abzuleiten gewohnt war', ohne Zuhulfenahme der letzteren unmittelbar 
aus den Eigenschaften der zugehorigen rationalen Formen ablesen kann. 

Der Ausdehnung dieser Theorie auf hoheres Geschlecht schienen 
sich eigenthumliche Schwierigkeiten in den Weg zu stellen. Erstens 
war es nothig, cine solche Beziehung swischen den homogenen automorphen 
Variablen g t , f 2 und den algebraischen Variablen ^ , z 2 festmsetzen , dass 
sich die automorphen Formen als Formen moglichst einfachen Gharakters 
von z v z 2 darstellen. Es erweist sich unmoglich, alle automorphen Formen 

*) Vergl. auch Klein-Pricke, Modulfunctionen I, S. 762ff. 
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auf algebraische Formen von #, , s 2 zuruckftihren ; wohl aber kann man 
sie als solche Formen auffassen, welche sich bei geschlossenen Umlaufen 
der #,, s 2 auf der Flache mit gewissen Constanten multipliciren, als 
„ multiplicative Formen". Ferner war es nun aber nothig — und auch 
nur dadurch die erste Aufgabe losbar — erst eine allgemeine Tbeorie der 
multiplicativen Formen zu entwerfen, ffir welch e als Vorarbeiten nur 
einige Untersuchungen fiber multiplicative Functionen existiren. 

Zu all diesem brauchte ich eine fiber sichtliche Darstellung aller 
algebraiscben und multiplicativen Formen, welcbe die Lage der Null- 
und Dnendlicbkeitspunkte einer solchen und das Verbalten in denselben 
unmittelbar erkennen lasst, also eine Verallgemeinerung der Zerlegung 
einer rationalen Form in „ Primfactoren " (zx). 

Die von Herrn Klein aufgestellte „ Primform"*) erwies sicb wohl 
fur die Functionen , nicbt aber fur die algebraiscben und multiplicativen 
Formen als ausreicbend. Durcb Combination derselben jedocb mit 
einer Wurzel aus der „Mittelform" stellte ich eine gewisse multipli- 
cative Form mit nur einer Nullstelle, die „ multiplicative Primform", 
her, welcbe fur die gewfinscbten Darstellungen sicb als ausserst brauch- 
bar erweist. 

Alle diese Untersucbungen, zunachst fiber die Klein'scbe Primform, 
dann fiber die multiplicative Primform und die allgemeinen multipli- 
cativen Formen dienten mir ursprfinglicb nur als Hfilfsmittel zur 
Untersuchung der automorphen Formen; so erscbeinen sie aucb noch 
in meiner Note in den Gott. Nacbr. 1893, Nr. 3: „Die automorphen 
Formen von beliebigem Geschlechte". Da jedocb die Redaction meiner 
Arbeit ffir den Druck durch Berufspflichten bis jetzt verzogert worden 
ist, so bat sicb im Laufe der Zeit mein ursprfinglicber Plan in dem Sinne 
verscboben, dass icb micb entschlossen babe, jenen Hfilfsbetrachtungen 
einen selbstandigen Cbarakter zu verleiben, insofern eine Untersuchung 
der Klein'scben Primform auf ibre Periodicitat, sowie eine eingehende 
Behandlung der multiplicativen Formen auch nach anderen Richtungen 
bin, als ffir die Theorie der automorphen Formen, von Werth sein 
dfirfte, zumal ja nur ein Tbeil der allgemeinen Resultate in letzterer 
Tbeorie gebraucbt wird. 

Ich untersuche daher jetzt im ersten Theile im Wesentlichen die 
Klein 'sche Primform genauer als es bisher geschehen, auf ihr Ver- 
halten gegenfiber Periodenumlaufeu der Variablen, und leite aus ihr 
die im zweiten Theile zur Verwendung kommende „ multiplicative Prim- 
form" sowie die Eigenschaften derselben ab. 

Im zweiten Theile gebe ich. eine Theorie der multiplicativen Formen 
auf beliebigem algebraischen Gebilde, eine Theorie, die besonders dadurch 



*) Zur Theorie der Abel'schen Functionen. Math. Ann. Bd. 36. 1889. 
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interessant wird, dass der Begriff der multiplicativen Formen, im Gegen- 
satz zu dem der algebraischen Formen, von der speciellen Darstellung 
des Gebildes unabhangig ist. 

Endlich wird im dritten Theile die Theorie der automorphen Formen 
mit derjenigen der multiplicativen Formen in Verbindung gesetzt. 
Dabei sehe ich von alien Darstellungen der automorphen Formen durch 
Poincare'sche Reihen vorlaufig ab, urn nur diejenigen Eigenschaften 
derselben aufzusuchen, welche aus der allgemeinen Theorie der Formen 
auf dem algebraischen Gebilde fliessen. 

Aber schon so ergeben sich fast alle die bekannten bislang immer 
aus den Reihen abgeleiteten Eigenschaften derselben, und dazu noch 
eine Reihe neuer in allgemeinster Weise. Dadurch soil jedoch die 
Untersuchung jener Reihendarstelluugen nicht beiseite geschoben, 
sondern im Gegentheil nach Heraushebung aller ihnen nicht speciell 
eigenthiimlichen Beziehungen der Weg fur die Untersuchung derjenigen 
Eigenthiimlichkeiten geebnet werden, welche den durch Poincare'sche 
Reihen definirten Formen allein zukommen, und welche noch in sehr 
geringem Masse erforscht sind. Es handelt sich dabei weniger urn 
die Abhangigkeit der betr. Formen von ihren eigentlichen laufenden 
Variablen, als vielmehr von den Constanten der fur die Reihenbildung 
benutzten Function. 

Doch, wie schon gesagt, sollen alle derartigen specifisch auto- 
morphen Fragen in dieser Arbeit unberuhrt bleiben. 

I. Theil. 
Die Primformen. 

§ I- 
Pestsetzungen iiber die Integrals 1. und 3. Gattung des algebraischen 

Gebildes. 

Jedes algebraische Gebilde kann man in der Weise geometrisch 
reprasentiren , dass man irgend eine Function s desselben auswahlt, 
und iiber der #-Ebene diejenige Riemann'sche Flache von endlicher 
Zahl der Blatter und der Verzweigungspunkte construirt, auf welcher 
alle algebraischen Functionen des Gebildes eindeutige Functionen des 
Ortes sind. Zu ein und demselben algebraischen Gebilde gehoren also 
unendlich viele Riemann'sche Flachen, namlich ebensoviel, als es 
algebraische Functionen des Gebildes giebt. 

Umgekehrt kann man durch jede Riemann'sche Flache von end- 
licher Blatterzahl und endlicher Zahl der Verzweigungspunkte nach 
dem bekannten Riemann'schen Existenztheorem ein bestimmtes alge- 
braisches Gebilde definiren; dabei fiihren eine unendliche Mannigfaltig- 
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keit von Riemann'schen Flachen zu ein und demselben algebraischen 
Gebilde. Da man aber die Theorie der Functionen auf irgend einer 
dieser aquivalenten Riemann'schen Flachen durch ein-eindeutige con- 
forme Abbildung auf jede andere derselben iibertragen kann, so ist 
es wenigstens fur die Untersuchung von Functionen gleichgiiltig 
welche von den aquivalenten Flachen man der Betrachtung za 
Grunde legt. 

Es sei daher T vorerst eine ganz beliebige Riemann'sche Flache 
des algebraischen Gebildes, dessen Geschlecht p sein soil. 

T lasst sich dann durch 2p von einem Punkte auslaufende und 
sich sonst nicht treffende Ruckkehrschnitte A* , B^ (x= 1, 2, . . .p) 
in ein einfach zusammenhangendes Flachenstiick T verwandeln. An 
jedem dieser Ruckkehrschnitte unterscheide ich ein positives Ufer At 
und ein negatives Ufer AJ. Anordnung und Benennung der Schnitte 
um den Punkt herum sei so gewahlt, wie aus Fig. 1 fur p = 2 zu 
ersehen ist. In Fig. 2 habe ich , was fur viele Zwecke niitzlich ist, 




Kg. 1. 



Kg. 2. 



die zerschnittene Flache T durch Auseinanderbiegen der Rander und 
stetige Deformation mit Erhaltung des Zusammenhangs in ein ebenes 
schlichtes Flachenstiick verwandelt, an dem man die Begrenzungs- 
verhaltnisse besser ubersehen kann, als an der die Ebene stets mehr- 
fach uberdeckenden Riemann'schen Flache T selbst. 

Auf der unzerschnittenen Flache T sind 2p unabhangige Perioden- 
wege moglieh. Es ist fur meine Untersuchungen zweckmassig, dieselhen 
nicht nur ihrem Sinne, sondern auch ihrer Lage nach genau festzulegen, 
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namlich so, dass sie auf T je von einem negativen Ufer eiues der 
Riickkehrschnitte zu dem entsprechenden positiven Ufer hinlaufen, und 
dass sie die zerschnittene Flache T ganz zur Rechten haben. Es sollen 
also p Periodenwege A x langs B$ von AZ nach At, und p Perioden- 
wege B x langs A7 von B x nach Bt verlaufen. Es ist dadurch zu- 
gleich der Riemann'schen Festsetzung geniigt, dass die positive Richtung 
B x zur positiven Richtung A x so liegen soil, wie die Richtung der 
positiv imaginaren Zahlen zur Richtung der positiven reellen Zahlen. 
(Ges. Werke S. 123). 

Auf T existiren nun p linear unabhangige iiberall endliche Inte- 
gral, die in irgend einer Auswahl mit Angabe der unteren Grenze y 
und der oberen Grenze x als 



wV, 



W2 V , 



IV 



■*v 



benannt sein sollen. 

Die 2p Perioden, um welche sich diese Integrale vermehren, wenn 
man ihre obere Grenze einen Periodenweg A x oder B x durchlaufen 
lasst, seien durch folgendes Schema gegeben: 





A 


A 2 . 


.A p 


^ 


B 2 . 


• • B p 


w t 


«11 


m t2 .. 


. <&ip 


cj'h 


«12 • 


• • COlp 


w 2 


»21 


co 22 . 


■ &2p 


<»21 


/ 
0322 ■ 


• G>2p 


w p 


COpi 


CO p 2 . 


. COpp 


r 


CO p 2 . 


• Opp 



Die Definition der Integrale w x J enthalt noch insofern eine Unbestimmt- 
heit, als der Integrationsweg von y nach x beliebig viele Perioden- 
umlaufe enthalten kann. Es mogen daher p Ausgangszweige 



XV 



T?y 



wl y 



durch die Porderung festgelegt werden , dass der Integrationsweg ganz 
im Innern der zerschnittenen Flache T verlaufen soil. 
Ferner bedeute 

ein Integral dritter Gattung mit den Grenzen x, y und den Para- 
metern g, ij, und zwar moge dasselbe so ausgewahlt sein, dass es 
Vertauschung der Grenzen und Parameter zulasst. 

Man kann ein solches bekanntlich als ein Doppelintegral ansehen, 
bei dem die eine Integration von rj nach £, die andere von y nach x 
zu erstrecken ist. 

Ein Ausgangszweig 

■pxy 
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sei so gewahlt, dass beide Integrationswege ganz innerhalb von T 
verlaufen. Durch diese Festsetzung ist P allerdings erst bis auf ganz- 
zahlige Vielfache von 2 in definirt, doch hat diese Unbestimmtheit 
fiirs Weitere keine unbequemen Folgen. 

Die Perioden von Ptl als Function von x langs der Wege A„ 
und B x lauten 

bezw. 



— riL* vA* 1 - 


- nt*w\ n — ■ • 


* f]p x Mp 


- ij'i, wl v - 


- ij 2x wr — • ■ 


' 'Hpx Mp 



unter — rj ax , — r( ax die Perioden der den uf y , P^ entsprechenden 
Normalcombinationen T a von Integralen 2. Gattung langs der Perioden- 
wege A x , B K verstanden*). 

Die Perioden von P?" sind in gleicher Weise aus den wj zusam- 
mengesetzt. 

Ausserdem w'achst Pf' noch um + 2%i, so oft x einen solchen 
geschlossenen Weg beschreibt, welcher den Weg (??£) von links nach 
rechts iiberschreitet, um — 2%i, wenn von rechts nach links. 

Das Verhalten von Pf y -bei Umlaufen jeder der Grossen y,\,i\ 
allein ergiebt sich aus dem Verhalten bei Umlaufen von x allein ver- 
mittelst der Formeln: 

-pxy . -pyx (-> 

-pxy pll 

^in — *xy • 

Schwieriger dagegen ist es, das Verhalten von Pf* und P.*" bei 
gleichseitiger Veranderlichkeit aller vier Variablen anzugeben. Dasselbe 
ist von Hrn. Burkhardt**) fur den hyperelliptischen Fall genauer 
untersucht worden, doch hat seine Untersuchung allgemeine Gultig- 
keit fiir alle Falle d. h. fur alle Falle mit der Vertauschbarkeit von 
Argument und Parameter. Ich kann mich ebenso wie Hr. Burkhardt 
bei Angabe des fraglichen Verhaltens darauf beschranken, x und \ 
allein laufen zu lassen: 

Es mache x einen solchen geschlossenen Umlauf (xx), dem die 
Perioden eo a , — r\ a , % einen Umlauf (II), welchem die Perioden a' a , 
— rja entsprechen. Es uberschreite dabei x den Integrationsweg (17 §) 
I mal ofter von links nach rechts, als von rechts nach links, und dm 
Weg (§£) \ mal ofter von links nach rechts als von rechts nach links, 
wobei aber nur Ueberschreitungen an solchen Stellen m 0ahlen sind, 
welche % fruher passirt als x; es seien endlich die entsprechenden Zahlen 



*) Man vergleiche hier und im Folgenden uberall die Darstellung Herrn 
Klein's in der bereits citirten Abhandkmg in Math. Ann. Bd. 36. 

**) Beitrage zur Theorie der hyperelliptisohen Sigtnafunctionen. Math. Ann. 32. 
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fur \ in Bemg auf den Integrationsweg (yx) unci den Weg (xx) 
k und l x . JJann ist die mgehorige Periode von ~P£ V durch jeden der 
beiden folgenden Ausdrucke gegeben: 



oder 



— J^yccwi 11 — ^yaK y —^n„u a -f- (i + A + z,).2«», 

a a a 

— ^ilawi 11 -^r{ a w7 —^V a <^'a + (l + k + lt).2ni. 



Durch "Vergleichung dieser beiden verschiedenen Ausdrucke erhalt 
man die Beziehung: 

y;(y a (o' a — rf a <a a ) = (l l —X i ) i 27Ci, ■ 

eine Formel, aus der durch Specialisirung der Wege {xx) uud ({•£) die 
bekannten bilinearen Belationen sswischen den Perioden erster und eweiter 
Gattung hervorgehen, die ich hier sowohl in der unmittelbar sich 
ergebenden Weierstrass'schen Form, wie in der" Biemann'schen Form 
(Burkhardt §9, 10) hinschreibe: 

a > X 

2 J {<o ax '4 aX ' — (a' ax "ri ax ) = 0, k^x, ^j(c3 aX f]'^ x ~m' ax ri fix )=0 > a^/3, 

a x 

^{<X)<x X n'a X —C3' ttX 7j ax )= — 27ti, £((O a y. rfcx ~ co'ax r\ aX ) = — 2?M, 
a x 

^{to'a^ay: ~ «a * rfc x) = , ^jiV"" tipx — Va* ^/ix) = 0. 

a X 

§2. 
Ganze algebraische Funetionen und Formen auf der Riemann'schen Flache. 

Die Gesammtheit der algebraischen Funetionen eines algebraischen 
Gebildes ist, wie sehon oben betont, von der Auswahl der Riemann'- 
schen Flache unabhangig, d. h. unabhangig davon, welche der alge- 
braischen Funetionen man als unabhangige Variable ausgewahlt hat. 
Auch die Theorie der Abel'schen Integrate, und damit alle Begriffs- 
bestimmuugen des vorigen Paragraphen sind von. der speciellen Rie- 
mann'schen Flache unabhangig. 

Fur die nunmehr folgende Betrachtung der algebraischen Formen 
und fur die Ableitung ihrer Verallgemeinerungen ist es jedoch zweck- 
.massig, eine Flache ganz bestimmter Art, eine „kanonische Flache"*) 

*) Vergl. Klein Math. Ann. Bd. 36. 
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zu Grande zu legen. Denn der Begriff der ganzen Functionen, mid 
der algebraischen Formen in gewohnlicheni Sinne ist durchaus von der 
zufalligen Wahl der unabblngigen Variablen abhangig, wahrend ich aller- 
dings spater zeigen werde, dass die verallgemeinerten Formen, die ich 
aufstellen werde, eine unabhangige Bedeutung besitzen; aber gerade, weil 
ich dies nachtraglich beweisen kann, bin ich jetzt berechtigt, zur Ver- 
einfachung der Darstellung mich einer kanonischen Flache zu bedienen. 
Eine kanonische Flache ist eine solche, der en Vergweigungsstellen die 
O-Stellen einer ganzen algebraischen Function der Flache sind. 

Die Blatter sahl einer kanonischen Flache ist m = -~ — , also ein 

Theiler von 2p — 2 oder 2p — 2 selbst, die Anmhl der Vereweigungs- 
stellen 2m + 2p — 2 = m(d + 2). 

Eine solche Flache lasst sich sicher zu einem jeden algebraischen 
Gebilde herstellen. Fur diese Satze , wie iiberhaupt fur die Einfuhrung 
des Begriffs der Formen auf einer Riemann'schen Flache vergleiche 
man ausser der schon mehrfach citirten Abhandlung von Herrn Klein 
in Math. Ann. Bd. 36 insbesondere die ausfuhrliche Darstellung in 
Bd. II, S=484ff. von Klein -Fri eke: Theorie der elliptischen Modul- 
functionen, woselbst auch ein Abriss der historischen Entwicklung 
dieses Gedankens gegeben wird. 

Die unabhangige Variable der kanonischen Flache, eine m-werthige 
algebraische Function, heisse fortan s. 

In den niedersten Fallen p = 0, p = 1 sollen als kanonische 
Flachen die einfach iiberdeckte Ebene , bezw. die bekaunte zweiblattrige 
Flache mit vier Verzweigungspunkten dienen. Es ist also fur p = 
m = 1 , d = — 2, fur p> = 1 m = 2, d = zu setzen, fur p ~> 1 

dagegen m = p ~7 , d |> 1 . 

Dabei kann ich unbeschadet der Allgemeinheit voraussetzen, dass 
alle Verzweigungspunkte der Flache im Endlichen liegen. 

Unter den algebraischen Functionen nehmen nun in Bezug auf die 
gewahlte Flache eine besondere Stellung die „gansen algebraischen 
Functionen der Flache 1 ' ein, d. h. diejenigen algebraischen Functionen, 
deren oo-Punkte nur in den unendlich fernen Punkten der Flache liegen. 

Die einfachste ganze algebraische Function der Flache ist die 
unabhangige Variable s selbst. Dieselbe wird an jeder der m unend- 
lich fernen Stellen der Flache je einfach unendlich, d. h. sie ist „vom 
ersten Grad". Allgemein versteht man unter dem Grad einer gamen 
algebraischen Function die hochste Ordnung, mit der sie an einer der 
m unendlich fernen Stellen oo wird. Zu den ganzen algebraischen 
Functionen gehoren insbesondere auch die ganzen rationalen Func-' 
tionen von 0. 
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Die ganzen algebraischen Functionen vom G^ade d, insbesondere z d , 
sind Quotienten je zweier uberall endlichen Differentiate der Flache 

dw t 
Die ganze algebraische Function, deren Nullstellen die Verzweigungs- 
punkte der kanonischen Flache sind, hat die Gestalt 

dz 
dw 2 

Jede beliebige algebraische Function der Flache lasst sich als Quotient 
zweier ganzen algebraischen Functionen darstellen. Man kann z. B. 
stets eine ganze rationale Function bilden , welche an den sammtlichen 
im Endlichen gelegenen oo-Stellen der darzustellenden Function ver- 
schwindet. Dann ist aber das Product dieser ganzen Function und 
der darzustellenden Function wieder eine ganze Function, die darzu- 
stellende Function also in der That der Quotient zweier ganzen 
Functionen. 

Nun spaltet man die Variable in zwei Variable s i , 2 , so dass 



• iat , mit der Massgabe , dass die Variablen g i , 2 nur so sich verandern 
durfen, dass sie weder simultan verschwinden , noch eine oder beide oo 
werden. Die hierdurch ausgeschlossenen Werthsysteme von z i , s 2 heissen 
„imerlaubte Werthsysteme". Der Werth £ = oo kann dann nur auf die 
Weise erreicht werden , dass z 2 = wird , s 2 . endlich bleibt. 
Daraus folgt: 

Multiplicirt man eine ganze algebraische Function vom Grade v 
mit s 2 v , so entsteht eine homogene Function v teD Grades von s i , s 2 , 
welche fur erlaubte Werthsysteme von e xt s 2 nirgends 00 wird, d. h. 
„eine game algebraische Form v tea Grades". 

Die Variablen s A , s 2 selbst sind ganze algebraische Formen vom 
Grade 1. 

Jede ganze algebraische Form vom Grade v besitzt auf der Rie- 
mann'schen Flache mv Nullstellen. 

Jede algebraische Function lasst sich als Quotient zweier ganzen 
algebraischen Formen gleichen Grades darstellen. 

Es ist nun wichtig, festzusetzen , was man unter dem Verhalten 
eines Differentialausdruckes an einer Stelle des algebraischen Gebildes 
zu verstehen hat. 

Sei O irgend eine Stelle der Riemann'schen Flache, g eine Function 
von 0, welche die Umgebung der Stelle O der Riemann'schen Flache 
auf die einfach iiberdeckte Umgebung der Nullstelle der g-Ebene ab- 
bildet. Dann sagt man, ein Differentialausdruck dJ verschwinde an 
der Stelle O von der ft len Ordnung, wenn er -sich verhalt wie c.t?.d£, 
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unter c e'ine an der Stelle # endliche und von verschiedene Grosse 
verstanden. 

Nach dieser Definition verschwindet das Differential dg in jedem 
ft-fajjhen Verzweigungspunkt der Flache (d. h. in welchem ,u -(- 1 
Blatter cyklisch zusammenhangen) in der ft ten » Ordnung, und wird an 
jeder der Stellen # = oo von der 2 te " Ordnung oo. 

Die Differentialform sweiten Grades 

(g , dg) = By dg 2 — g 2 dg t = — s 2 -dg 
wird daher nirgends oo und verschwindet nur in den Vergweigiings- 
punhten der Flache je mit der Multiplicity des betr. Verzweigungspunktes. 

Nun ist eine kanonische Flache durch die Existenz einer gansen 
algebraischen- Form (d-\-2) Xen Grades 

charakterisirt, welche nur an den Verzweigungspunkten der Flache je 

mit der Multiplicity des Verzweigungspunktes verschwindet. 

Daher ist 

, _ (g, ds) 

eine iiberall endliche und von verschiedene Differentialform vom 
Grade — d. 

Bedeutet nun 3\vZ irgend eines der p auf der Riemann'schen 
Mannigfaltigkeit existirenden iiberall endlichen Differentiale, so folgt, 
dass 

dw^ 
<P«(*i, **) = 0^ 

eine ganze Form vom'' Grade d ist, welche also m . d = 2p — 2 Null- 
stellen besitzt. 

Umgekehrt, wenn q>(g it %) eine ganze Form vom Grade d ist, so ist 
dw z = tp(g 1} g 2 ) . dm z 
ein iiberall endliches Differential. 

Es giebt also p linear unabhdngige gange algebraische Formen 
vom Grade d in g i) g 2 : 

dieselben sind den p linear unabhangigen iiberall endlichen Differentialen 
proportional und besitgen mit ihnen dieselben Nullstellen. 

Man konnte, — wie dies Hr. Klein in Math. Ann. 36 thut — 
von den cp a ausgehen, indem man dieselben, oder auch nur zwei von 
ihnen geradezu als unabhangige Variable definirt. Man wiirde auch 
dadurch zu einer kanonischen Curve bezw. Flache gelangen, fur welche 
eben d = 1 ist. Diese Darstellung durch die cp a versagt jedoch in den 
Fallen p == und p = 1. Ich habe daher, wie auch Herr Klein in 
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seiner Vorlesung vom W. S. 88/89 es gethan hatte, gleich von vorn- 
herein die allgemeinste kanonische Flache eingeftihrt, zumal ich dabei 
die Mogligkeit habe, durch Wahl einer kanonischen Flache mit mog- 
lichst geringer Blatterzahl, also moghchst hohem Werthe von d, zu 
erreichen, dass nicht allein die ganzen algebraischen Formen der q> a , 
sondern noch eine grosse Anzahl anderer Formen, die in den q> a von 
gebrochenem Grade, also Wurzelformen sind, als ganze algebraische 
Formen der s x , g 2 erscheinen. 

Die Differentialform da l hat, welche kanonische Darstellung man 
auch eu Gnmde legen mag, doch immer dieselbe absolute Bedeutung, 
gegeben durch die als Definition ansusehende Formel 

-, *< 

dC3 z = ; r • 

da, ist in 8 1} s 2 vom Grade — d, in dem tp a vom Grade — 1. Ebenso 
unabhangig von der speciellen Darstellung sind die im Folgenden mit 
Hulfe von da,, abzuleitenden weiteren Begriffe. 

§3. 
Aufstellung der Klein'schcn Primform. 

Im Falle p = ist (ex) = 8 1 % 2 — 8 2 x l eine algebraische Form, 
die nur an der einen Stelle x des Gebildes verschwindet; hierauf beruht 
es, dass man alle algebraischen Formen und Functionen des Falles 
p = als Producte und Quotienten solcher Formen (e x) darstellen 
kann. 

Bei hoherem p sind aber algebraische Formen mit nur einer Null- 
stelle unmoglich. Man muss dann transeendente Functionen oder 
Formen suchen, die nirgends oo werden und nur an einer beliebigen 
Stelle verschwinden. 

Eine solche Form ist die von Hrn. Klein in Math. Ann. 36 zuerst 
in allgemeiner Weise aufgestellte Primform (vergl. die dort angegebenen 
Citate). 

Die Klein' sche Primform ist durch folgende Formel definirt: 



Q(e, e) = lim V — dca z . da e . e 



pt+dt, e+de 



dz=o 
de=0 



unter P?" das in'§ 1 besprochene Integral 3. Gattung verstanden. 

Dieses Q (s, e) ist sowohl in den Variablen s i , e 2J wie in e x , e 2 eine 
Form vom Grade — -, in den q> a (e y , e 2 ) sowie den tp a (e if e 2 ) je vom 



Grade — 



2' 
l 



Damit Q(g, e) nur eine einzige analytische Function vorstellt, muss 
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die Bedeutung des Integrals p l +**> e + de dahin eingeschrankt werden, 
dass die Integrationen von e nach s und von e -\- de nach g -f- ds in 
der Weise gleichzeitig ausgeftihrt werden, dass die oberen Grenzen 
beider Integrationen einander immer sehr nahe bleiben. Ausserdem 
muss noch eventuell das Vorzeichen der Quadratwurzel festgelegt werden. 
Aber auch so noch ist Q(s, e) eine auf der Flache vieldeutige Form. 
Ich iibertrage die in § 1 angegebene Zerschneidung der beliebigen Eie- 
mann'schen Flache, und nenne auch die zerscbnittene kanonische Flache 
T. Ich grenze nun von Q(z, e) einen auf T eindeutigen oder doch 
hochstens zweideutigen Zweig ab: 



dz—0 
ae=0 



y~ 



Q(s, e) = Km V — dm,.dm e .e 



-pZ-t-dz t e-tde 



Jeder andere Zweig von Q (s, e) unterscheidet sich von diesem Ausgangs- 
zweige um einen spater noch genauer zu bestimmenden Factor von der Form : 

+ e a 
Leicht ist zu zeigen, dass Q(s, e) an jeder von e verschiedenm Stelle 
der Riemannschen Flache endlich, von verschieden und unvereweigt 
ist, d. h. dass es in einem (v — l)-fachen Verzweigungspunkt der Flache 
eine Entwicklung folgender Gestalt besitzt: 

•(£&)"*■ I 1 + * ((w/)J — nc*.i*o 

worin y irgend einen von s verschiedenen Punkt und SPj hier und im 
Folgenden eine nach ganzen positiven Potenzen des Argumentes fort- 
schreitende Reihe bedeutet, deren Glieder niedrigster Ordnung mindestens 
von der ersten Ordnung sind. Fur einen gewohnlichen Punkt ist dabei 
einfach v = 1 zu setzen. 

Ich will mich beim_Beweis hierfur nicht aufhalten. Dagegen muss 
ich das Verhalten von Q(0, e) in der Umgebung des Punktes e genauer 
untersuchen, um zugleich den ersten Coefficienten der daselbst gultigen 
Reihenentwicklung zu bestimmen. 

Es sei e der Allgemeinheit halber ein (v — l)-facher Verweigungs- 
punkt der Flache. 

Um nun Gestalt und ersten Coefficienten der Entwicklung in der 
Umgebung von e = e zu bestimmen , nehme ich vorlaufig e wie « nur 
in der Nahe des betr. Verzweigungspunktes a gelegen an, um erst 
nachtraglich e in den Verzweigungspunkt selbst rucken zu lassen. 
Setzt man also: 

s = a + £*, s + dz = a + {l + dSy, 
e = a + £", e + de = a + (e+df)* 
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so verhalt sich -P 4 "''^ wie 

unter SjS, eine nach ganzen positiven Potenzen der Argumente fort- 
schreitende Reihe verstanden, deren niedrigste Glieder in jedem Argu- 
mentpaare von der ersten Dimension sind. 
Infolgedessen verhalt sich Q (g, e) wie : 



i 



1 /da> z da, e jftC.it,.) 

rsi'ST'lt- 11 )-* 

oder, wenn ich jetzt £ = 0, a = e setze, wie 

i*,(f,0;f,0) 



-/dm. ,. fdmA ■?' 



Dabei kann das Vorzeichen der Quadratwurzel noch beliebig festgesetzt 

werden , wodurch erst die Definition von Q (g , e) ihre voile Bestimmt- 

heit erhalt. Dasselbe soil nun so festgelegt werden, dass fur e y = e u 

/dm \ 
g = e 2 die Quadratwurzel den Werth + lim I -—■ I besitzt. Ferner ist 

, L = ei \ rt w 

also 

l+V 1— V 

d£ G(e u g t ) G(z u z % ) K > 

Die Entwicklung von (?(«,, # 2 ) an der Stelle e laute: 

G ( g u g 2) = e'fc,*) (g§) -+ '"~- («r {i+%((^) 7 )}- 

Dann hat -jj eine Entwicklung: 

1 I 

dt <?■(«,,*) ^2/)J r^^W/f 

-*) 



Dazu ist: 



i; m ( da '\—JLJsL. 

«2=e 2 

1 



C-(.-.)'-% _J (^)" 7 -(«)'{l + *."^)}: 



Mathematisohe Aunalen. XL1V. 



~ 5Di(t,0; f,0) 

18 



- 1 +*(Q> 
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Hieraus in Verbindung mit der" Festsetzung iiber das Vorzeichen 
der Quadratwurzel folgt 

Fur v = 1 ist 6r'(e n e 2 ) = G(e i} e 2 ) zu_setzen. 

An der Stelle e verschwindet also 9(g, e) immer von der ersten 
Ordnung auf der Riemann'schen Flache. 

Da alle ubrigen Zweige der Form 9 (g, e) sich nur um einen nirgends 
oder oo werdenden Exponentialfactor von 9 [g, e) unterscheiden, so ver- 
schwindet 9(g, e) auch bei ganz beliebigen Umlaufen von g if g 2 immer 
dann und nur dann, und zwar von der ersten Ordnung, so oft der 
Punkt s mit dem Punkte e zusammenfallt. Der Coefficient des Ver- 
schwindens ist dabei freilich jedesmal ein anderer. 

§4. 
Periodioitat der Klein'schen Primform. 

Es ist nun der Exponentialfactor, mit dem sich 9 (g, e) multiplicirt, 
wenn g i: g 2 solche simultane geschlossene Wege beschreiben, dass 2 
einen geschlossenen Umlauf auf der Riemann'schen Flache ausfiihrt, 
genauer zu bestimmen, als auf Seite 272 angegeben ist. Nicht nur ist 
das dort unbestimmt gebliebene Vorzeichen anzugeben, sondern man 
muss auch von jeder beliebigen Potenz von 9(g, e) den Multiplicator 
anzugeben im Stande sein. 

D. h. man muss den Zuwachs von 

log Q(«, e) = - Ip^"*^* + i log do. + | log dm t + \ *i 

langs irgend eines auf der Riemann'schen Flache geschlossenen Weges 
des Werthsystems g t , g 2 berechnen. 

Dabei ist an jeder Stelle g des Weges {gg) — so soil ein in g be- 
ginnender und wieder im selben Punkte g endigender Weg bezeichnet 
werden — das Element dg unendlich klein anzunehmen, der Weg 
(g + dg, g + dg) also unendlich nahe an (gg) hinzufiihren. 
1) Allgemeine Periodicitat. 

Der Werth von log 9.(8, e) ist an jeder Stelle des Weges (gg) von 

der augenblicklichen Rich- 
„.-f\ tung des Elementes dg un- 

. ----""' J>S J abh'angig. Denn lasst man 

£~de ' - — g-\-dg einen positiven Um- 

T 'auf um g ausfflhren (Fig, 3), 

Fig - 3 - so wachst zwar P*+* e+ie , 

zugleich aber auch log da, um 2ni, so dass log 9(g, e) selbst un- 
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geandert bleibt. Dasselbe gilt, wenn g -\- dg nur einen Theil eines 
Umlaufs um e beschreibt. 

Man kaun daher unbeschadet der Allgemeinheit voraussetzen, dass 
der Punkt g + dg, und damit der Weg (e-j-dg, g-\-dg) immer links 
von dem von z zu durchlaufenden Wege bleibt. Dasselbe kann man 
langs des Integrationsweges (eg) voraussetzen. 

Dies angenommen, kommen, wenn wir nun auf — p*+d;»+4* 

die Formel von Seite 267 anwenden wollen, fur die Bestimmung der 
Zahlen I, k, l i} A t nur diejenigen Stellen in Betracht, wo der Weg 
(gg) den Weg (es) oder den schon durchlaufenen Theil von (gg) trifft 
oder verlasst oder auch iiberkreuzt. 

Die Stellen, wo g auf (eg) oder den schon durchlaufenen Theil 
von (gg) auftrifft, nenne ich Begegnungspunkte und unterscheide sie in 
linke (a) und rechte (6); die Stellen, wo g die Strecke (eg) oder (gg) 
verlasst , Trennungspunkte , welche ich wieder in linke (c) und rechte (d) 
unterscheide. Ferner unterscheide ich alle diese Punkte in gleichlaufige 
(1) und gegenlaufige (2). Die Kreuzungspunkte endlich unterscheide 
ich in linke (3) Combination eines linken Begegnungs- und eines rechten 
Trennungspunktes) und rechte (4) (rechter Begegnungs- und linker 
Trennungspunkt). Zum Verstandniss der Figuren bemerke ich , dass die 



2 
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Kg. 4. 



4i*-i 



4K—1 



ausgezogene Linie immer den Weg von g, die gestrichelte den Weg von 
g -f- dg bedeutet ; dabei soil der wagrechte Curvenzweig immer der zuerst 
zu durchlaufende sein. 

Nach Seite 267 entspricht nun jedem dieser Punkte je ein Increment 
A der Zahlen I, X oder l lt A, , je nachdem der betr. Punkt auf (eg) 

18* 
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oder (00) liegt, und zwar so, wie unmittelbar unter jeder einzelnen 
Figur angegeben ist. Dabei rechnen gleichlaufige Begegnungen in z 
selbst zu (e0~) und den fruher daselbst ankommenden Zweigen von (gg) f 
gleichlaufige Trennungen zu den fruher daselbst abgehenden Zweigen 
von {00). Gegenlaufige Begegnungen und Trennungen, sowie Kreuzungen, 
hat man als Combinationen von gleichlaufigen Begegnungen und 
Trennungen demgemass auf (e«) und (00) zu vertheilen. 
Endlich bilde man 

Dann lautet der Zuwachs von — p^ 3 + <**>«+*« langs des Periodenweges 
(00) folgendermassen : 

2 *»■ fe e + § °«) - c* + l + ^ %i 

a 

oder 

a 

welche Ausdrucke natiirlich identisch sein miissen, woraus 

\ = A, 
folgt, eine auch geometrisch leicht zu bestatigende Identitat. 

Hierzu tritt noch der Zuwachs von - log da t> 8,0 immer nach 

derselben Seite des Weges (00) gerichtet gedacht, oder auch, was 
denselben Zuwachs giebt, 6,0 immer in der Fortschreitungsrichtung 

angenommen. Dabei sind zugleich ausser dem Wege von = j die 

Wege von g i und 2 selbst zu beriicksichtigen, da d co t eine Form von e v # 2 
ist. Jedenfalls ist diese Aufgab'e auf rein algebraischem Wege losbar. 

2) Zuriickfiihrung auf Elementarperioden. 

Damit ware das Problem -fiir den allgemeinsten Periodenweg 
principiell gelost, doch noch in wenig iibersichtlicher Form. Zu einer 
besseren Uebersicht, und insbesondere zu einer formelmassigen Zuruck- 
fiihrung auf gewisse Elementarperioden gelangt man, wenn man den 
allgemeinen Weg in gewisse Wege besonders einfachen Charakters 
zerlegt. 

Zuerst sondere ich, um den Einfluss der in der Werthanderung von 
X , # 2 enthaltenen simultanen Umlaufe um bequem beriicksichtigen 
zu konnen , von log Q (0 , e) in folgender Weise eine „Function" ab : 



logQ(0,e) = --log0 2 + log 



' G 2 ¥ Q(*,e)) ; 
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dann untersuche ich zunachst die Periode des zweiten Theils und fuge 
endlich noch die Aenderung des ersten Theils hinzu. 

Man muss nun iiberlegen, in welcher Weise man einen beliebigen 
Periodenweg stetig deformiren darf, ohne die Periode der Function 

log(5/5(*,6))--iF^^« + |;iog(^da),) + ilogda.. + i*» 

zu andern. 

Indem man geometrisch den Einfluss einer Verschiebung des Weges 
auf die Zahlen I, A; l t , ^ feststellt, ergiebt sich, dass fur -^?^" ,(+i< 
der einzige singulare Punkt, fiber den man den Periodenweg nicht ver- 
scbieben darf , der Punkt e ist. Ftir - log (0$deo^ sind aber die Punkte 
<s 2 = ; d. h. # = oo singular und fur den Periodenweg uniiberschreitbar. 

Us sind daher alle Deformationen gestatiet, oei welchen der Weg 
(gg) weder uber den PunM e, noch uber einen der m PunMe g = co 
Mnwegstreift. Insbesondere kann man beliebig viele Stellen des Weges 
(gg) an den Punkt s selbst beranzieben. Dureb Einlegung solcher 
Durcbgange durcb g kann man den allgemeinsten Periodenweg in eine 
Reibenfolge solcher Abschnitte zerlegen, dass jeder einzelne Abschnitt 
einen besonders elementaren Charakter besitzt. Es ergeben sich dabei 
folgende 4 Arten solcher Elementarwege : 

1) Gewohnliche Schleifen, d. h. Wege, welche ganz in T ver- 
laufen und sich ohne Ueberstreichung eines singularen 
Punktes auf einen gewohnlichen Punkt zusammenziehen 
lassen. 

2) Umlaufe urn oo, d. h. Wege die ganz in T verlaufen, 
und sich ohne Ueberstreichung eines singularen Punktes 
auf einen unendlich kleinen Kreis um einen der Punkte 
2 = oo zusammenziehen lassen. 

3) Umlaufe um e, d. h. in T verlaufende Wege, die* sich 
ohne Ueberstreichung eines singularen Punktes auf einen 
Umlaut' um den Punkt e zusammenziehen lassen. 

4) Elementare Periodenwege, d. h. solche Wege, die das 
auf der Riemann'schen Flache construirte Querschnitt- 
system nur einmal iiberschreiten und sich auf T ohne 
Ueberstreichung eines singularen Punktes in einen positiv 
oder negativ durchlaufenen Weg A„ oder B* deformiren 



Ich untersuche nun den Einfluss jedes einzelnen solchen Elemen- 
tarwegs : 
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1) Gewohnliche Schleifen. Eine gewonn i iche 

Schleife (Fig. 5) lasst sich, 
je nachdem sie in po- 
sitivem oder negativem 
Sinne durchlaufen wird, 
~'*^^ y entweder auf einen po- 

2 sitiven Umlauf von s urn 

8 + ^#j oder auf einen 
negativen von z + ds 
*f ~>v , um z zusammenziehen. In 
beiden Fallen ist wegen 
der Unabhangigkeit des 
Werthes logQ(«, e) von 
Pig, 5 . der Richtung des Ele- 

mentes dz die Periode =0. 
Gewohnliche Schleifen konnen also unberiicJcsichtigt bleibm. 

2) Umlaufe um oo. , i \ 
Die m Punkte # = oo, oder 2 = |O sm d nur fur log ( z* Q(g ; e)j, 

nicht aber fur logQ(#,e) selbst singular. Ein Umlauf um einen 

Punkt s = oo ist daher, unter a einen Werth z verstanden, dessen 

m zugehorige Punkte sammtlich ausserhalb der betr. Schleife liegen, 

( U- \ 
fiir log \(za) Q(z,e)J nur eine gewohnliche Schleife. Ein Umlauf 

( T d - \ 

um einen Punkt s = oo hat also auf log \z 2 Q (z, e)J denselben Einfluss, 

wie auf log(^) 2 , d.h. 

Jedem positiven Umlauf um einen der 'Punkte s = oo entspricht 
eine Periode + --2jri, einem negativen Umlauf .eine Periode —~-2jii 

der function log\z 2 2 Q(ze)J. 

3) Umlaufe um e. 

Wendet man auf einen 

positiven Umlauf von a 

um e (Fig. 6) die oben ent- 

_^jf/ wickelten allgemeinen Me- 

- z thoden an, so ergiebt sich 

I =— 1, k =0 

l i= = 0, A,=0 
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Es wachst also, da ij o =0und ra tt =0 ist, -ip^^* um _j_ ff j, 

Gleichzeitig aber erfahrt -logs* da, einen Zuwacbs von -\-iti. Also: 

Jedem positiven Umlauf um s = e entspricht eine Periode -\-2iti, 

jedem negatwen eine Periode — 2iti von log\s 2 Q.(ze)J. 

4) Elementare Periodenwege. 

Infolge der Festsetzung, dass die Wege A x , B x , positiv durch- 

laufen, die zerschnittene Flache T zur Rechten haben, kann man fur 

jeden in A K oder B x deformirbaren Weg annebmen, dass derselbe 




Mg. 7. 



weder sicb selbst, noch (es) iiberschreitet und positiv durcblaufen in e 
von der linken Seite wieder ankommt (Fig. 7). Es ist also fiir einen 
positiven Elementarperiodenweg: 

I = 0, I. = 0, 

A= + l, A 1= 0, l + ^ + h=l + ^ + h = + h 

fur einen negativen Elementarperiodenweg dagegen 
I = _ l, J, —0, 
A= 0, A, — 0, 

Die Function • — - p*+ d *' e+de vermehrt sicb also um 



i + A + A 1 = Z + A + Z 1 



S, ± ^ 0<C ± a Wax ) + W * J 
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wenn der Weg mit einem positiv bezw. negativ zu durchlaufenden 
Wege A x aquivalent ist, dagegen urn 

2 + Ha* (w" + \ Max) + *»» 

wenn der Weg mit einem positiven bezw. negativen Wege B x aquivalent 
ist. Hierzu kommt nun noch der Zuwachs, den - log (z*dco^ langs des 
Weges erh'alt. Dieser Zuwachs ist derselbe, wie langs A x oder B x selbst. 
Es sei nun (n x + 1) 2jti der Zuwachs von 

log(«J dm,) = log(«*+* • e^y) 

langs des Weges ^L, («*' + l)2»i derselbe langs 2?,,, beide Wege 
positiv durchlaufen ; der Zuwachs bei negativer Durchlaufung ist also 
— (n x -\-\)2ni bezw. — (n x -\-\)2ni. 

Dann ist die Periode von log\e% Q(s, e)J Icings des Weges A x : 

^ + V\a*{w Z a + \ Max) + n x 7ti, 
a 

langs des Weges B x : 

S] + Vax \w* + 2 a "*) + n x 'xi, 

a 

wo die ooeren oder winter en Vorzeichen gelten, je nachdem der Perioden- 
weg im positiven oder negativen Sinne durchlaufen wird. 

3) Zusammensetzung der Elementarperioden. 

Der allgemeinste Periodenweg lasst sich durch Einlegung von 
Durchgangen durch z an geeigneten Stellen in eine Reihenfolge von 
Elementarwegen 1), 2), 3), 4) zerlegen. Da den Wegen 1), 2), 3) nur 
constante, von z unabhangige Perioden entsprechen, so ist fur die 
Bestimmung der Gesammtperiode nicht allein ihre gegenseitige Reihen- 
folge, sondern auch die Reihenfolge, in der sie etwa zwischen die 
Wege 4) eingeschaltet sind, gleiehgiiltig. Anders ist es dagegen init 
der gegenseitigen Aufeinanderfolge der Elementarperiodenwege 4). 

Ich untersuche zuerst ganz allgemein, welche Periode einem aus 
zwei Wegen von behannter Periode zusammengesetzten Wege entspricht. 

Es moge der erste Weg, den ich (I) nenne, die Periode besitzen: 
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der zweite, (II) benannt, die Periode: 

° 

Ferner moge der zweite Weg den ersten v< 12 ) mal ofter von 
rechts nach links, als von links nach rechts uberschreiten ; diese Zahl 
v< 12 ) ist von Deformationen der 
beiden Wege unabhangig, da 
Kreuzungspunkte dabeinurpaar- 
weise entsteben oder verschwin- 
den konnen. 

Ziehe ich nun beide Wege 
an den Punkt g beran , so ent- 
stehen ausser den schon vor- 
bandenen v< 12) gegenseitigen 
Schnittpunkten noch zwei neue, 

von denen der eine in den Punkt g fallt. Die Umgebung des Punktes g 
hat 'dann etwa das durcb nebenstebende Fig. 8 vorgestellte Aus- 
seben; dabei werden die einzelnen in g zusammenstossenden Zweige 
in *der durcb die beigesetzten Zahlen gekennzeichneten Kieihenfolge 
durchlaufen (also 1+2 = 1, 3 + 4 = II). 

Die Zablen w (1) und w (2) setzen sich zusammen einmal aus dem 
Antheil, welcher von dem Begegnungspunkte in g herrtihrt: 

— (I + X + IJV = — 1 

bezw. — (I + A + A,)( 2 ) =■ — 1 , 

andererseits aus dem von etwaigen Selbstkreuzungen des Weges (I) 

bezw. (II) und der Aenderung von -logg^dw^ berruhrenden Antbeil : 

WW + 1 

bezw. 

nW + 1. 

- Dem aus (I) und (II) zusammengesetzten Wege (I, II) entspricht 
nun eine Periode folgender Gestalt: 

2 W + <") (f"' + i K 1J + M « ')) + n<12) *»' 
wo sich w' t2 ) aus Antheilen zusammensetzt, die herriihren von 

1) Selbstiiberkreuzungen von (I), 

2) Aenderung von - logj(«j[ dca^ langs (I), 

3) Selbstiiberkreuzungen von (II), 

.4) Aenderung von - log (g*d(o t ) langs (II), 
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5) Umgebung von e (Fig. 8) , 

6) gegenseitigen Ueberkreuzungen von (I) und (II). 

1) und 2) liefern zusammen den Beitrag n m + 1 > 

3) „ 4) „ „ „ „ n» + l, 

5) liefert „ „ - (Z+A + A 1 )=-2, 

6) „ „ „ vW. 
Daraus folgt 

w (12) = n [l) _J_ w (2) _f_ ,,(12), 

Also gilt fiir die Zusammensetzung irgend zweier Periodenwege 
folgende Kegel: 

Entspricht einem Periodenwege (I) die Periode 

a 

dem Periodenwege II die Periode 



^ iff (wV + \ a>{?>) + n™ ni, 



schneidet ferner der Periodenweg II den Weg I v' 12) mal ofter von 
rechts nach links als umgeJcehrt , so gehort zu dem cms beiden susammen- 
gesetzten Periodenwege (I, II) die Periode 

2 W + *•) ("" + i « 1} + ra « 2> )) + (w(1) + w(2) + vW) ni 

a 

Icb hatte dieses selbe Resultat in anderer Form durch blose 
Recbnung herleiten konnen. Man bekommt dann als Gesammtperiode : 

2 ^ ("" + C5 " ) + 5 ra « ) ) + w<1) ** +2 t 2, (^"+ I v { ?) + nWxi 



2 



(t D + ,<>>, (*£• + 1 («,<!) + o,^)) + i^ (ijw «« - € ] "£') 



_l_ ( n (l) ^_ w (8)) a j. 

Durch Vergleichung der beiden so gefundenen Ausdrticke ergiebt sich 

a 

d. h. die biliuearen Relationen zwischen den Perioden der Abel'scben 
Integrale erster und zweiter Gattung. In der Tbat gebt die auf S. 267 
gegebene allgemeine Form dieser Kelationen genau in die bier ge- 
fundene uber, wenn man den Weg (xx) daselbst mit dem jetzigen 
Wege (I), den Weg (|fi) mit (II) identificirt und also \ = 0, 
A, = — v< 12 ) setzt. 
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Kehrt man die Durchlaufungsfolge der Wege (I) und (II) urn, 
d. h. bildet man den Weg (II, I), so verwandelt sich jede .rechte 
Ueberkreuzung von (II) fiber (I) in eine linke Ueberkreuzung von (I) 
iiber (II). D. h. 

Bei Umkehrung der Durchlaufungsfolge der Wege wechsett v< 12 > 
sein Vorseichen: 

1/(21) = _ v (12)_ 

Die Periode dndert sich also urn — i/ 18 > • 2iti. 

Man darf daher die Durchlaufungsfolge sweier Periodenwege dann 
und nur dann umkehren, wenn der eine den andern ebenso oft von links 
nach rechts als von rechts nach links uberhremt, d. h. wenn man die- 
selben so deformiren kann, dass sie Jceinen Punkt mit einander gemein 
haben. 

Ich wende nun das erhaltene allgemeine Resultat auf die Zusammen- 
setzung der elementaren Periodenwege an: 

Zwei Wege A x und A* oder B x und B^ verlaufen immer getrennt von 
einander ; die Zahl v< 12) , auf zwei solche Wege bezogen, ist also = 0. Ebenso 
fur irgend zwei Wege A x und B x ; sofern x>x' ist. Alle derartigen 
Wege sind also mit einander vertauschbar. Folgt dagegen auf einen 
Weg A K der conjugirte Weg B x , so ist v^ = -\- 1, umgekehrt 
v< 12 > = — 1, wenn auf den Weg B x der Weg A K folgt; dabei ist es 
einerlei, ob zwischen A x und B x noch andere Periodenwege liegen, 
oder nicht. Das Vorzeichen von i>( 12) ist umzukehren, wenn einer der 
beiden Wege, beizubehalten , wenn beide in entgegengesetztem Sinne 
zu durchlaufen sind. 

Die bisher entwickelten Angaben fiber die Periodicitat der Function 

(\a_ \ 

log \# 2 ^ (s , e)J auf den einzelnen Elementarwegen im Verein mit dem 

letzten Satz iiber die Zusammensetzung der Elementarwege geben mir 

die Mittel, die Periode von 

log (?(*,«) 

— in dem ich jetzt von der Function zur Form zurfickgehe — folgender- 

massen anzugeben: 

Es sei 

(n x + 1) 2ni bezw. (n x + 1) 2ni 
der Zuwachs von 

log^rf») = ]og^^.^j 

langs des Periodenweges A x bezw. B x , wenn man de immer in der 
Fortschreitungsrichtung des Weges annimmt. 

Es lasse sich der Weg von » = r durch Verschiebung auf 
der gerschnittenm Flache T in eine Beihenfolge von je [i x Perioden- 



Va 
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wegen A X) (i x Periodenwegen B x , q Umkreisungen der m Punkte 
s = oo und r Umkreisungen des PunMes e deformiren. Zugleich sei 
q 2 die Ansahl der Umlaufe des Werthes von s 2 um s 2 = 0. 

Es sei ferner v eine von der Beihenfolge der Periodenwege A x , B x 
abhdngige ZoM, namlich die Summe aller bei Zusammenseteung der- 
selben nach ihrer Beihenfolge sich ergebenden Zahlen v' l2) . Es ist also 
so oft v (12) = + 1 eu seUen , als ein Weg B x spater als der zugehorige 
Weg A x durchlaufen wird, v (12) = — 1, so oft A x spalter als B x m 
durchlaufen ist, ebenso, wenn beide Wege, umgekehrt, wenn einer der- 
selben in negativem Sinne m durchlaufen ist, und schliesslich die Summe 

v = "J? v{12) 
su bilden. 

Ich fiihre noch die AbMrmngen ein: 

Pt »ol + p 2 ««2 + • • • + pp »ap 

+ P| «ol + P2 a <*2 + • ' ' + Pp <*>ap 
Pi lje.1 + P 2 Vcc2 + • • • + Pp flap 
+ (1,'Val + P 2 '';«2 + • * * + PpVap' 

Pi n \ + P2 n 2 + • * • + fS n P 
+ Pl'< + P 2 ' %' H 1" Pp' n P 

Dann lautet der Zuwachs von logQ(s, e): 
r ■ 2tci — | (q 2 — q) 2xi + (w + v) %i +J^ ^C"'" + \ e) «) - 

a 

Fur manche Zwecke geniigt es, den Factor zu kennen, mit welchem 
sich Q(e, e) selbst multiplicirt. In dem Falle braucht man die Periode 
von log Q(s, e) nur bis auf Multipla von 2%i zu bestimmen. Da zeigt 
sich nun, dass bei Veranderung der Reihenfolge der einzelnen Perioden- 
wege die Zahl v sich nur um Multipla von 2 andert. Man kann also 
alle Wege A i zuerst durchlaufen, dann alle Wege B 1} dann alle 
Wege A 2 , dann B 2 u. s. w. bis B p . Es geht so v in folgende Zahl 
iiber: 

Pi Pi' + P2P2' + • • • + PpP/- 
Man erhalt also bei geradzahligem d als Multiplicator von Q(#,e): 

( — 1) p " ■ e a 

bei ungeradsahligem d dagegen: 



(_ 1)- - . (_ 1)" 



~p<~p 
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§5. 
Die Mittelform und ihre Periodicitat. 

Urn von seinen Primformen, welche sich bei Periodenumlaufen um 
transcendente Multiplicatoren andern, zu den bei Umlaufen sich in- 
variant verhaltenden algebraischen Formen zu gelangen, bildet Hr. 
Klein (Math. Ann. 36, § 5) die von ihm sogenannten „Mittelformen" , 
welche ahnliche Periodicitatseigenschaften besitzen, wie die Prim- 
formen, ebenfalls nirgends unendlich werden, aber auch nirgends ver- 
schwinden. 

Man gelangt eu einer solchen Mittelform, indem man dasjenige 
Product von Klein' schen Primformen bildet, welches an den Nullstellen 
einer gansen algebraischen Form verschwindet , dieses Product durch 
die betr. algebraische Form dividirt und das Game mit der Zahl der 
Nullstellen der algebraischen Form — ihrer Werthigheit — als WurseV 
exponent radicirt. 

Alle so zu erzielenden Mittelformen unterscheiden sich von einer 
beliebigen unter ihnen nur um einen Exponentiaifactor der Gestalt 

e p p , 

(wobei ich in den Integralen w a die untere Grenze als hier un- 
wesentlich weggelassen habe). Die Zahlen Jc a setzen sich dabei rational 
aus den t] ax , v\' aK zusammen, wahrend Jc ganz beliebige Werthe 
haben kann. 

Ich will jedoch die Definition der Mittelform noch ein wenig er- 
weitern , indem ich jede Form cine MittelfSrm nenne, die von einer 
speciellen Mittelform iL{z it e 2 ) sich nur um einen Exponentiaifactor der 
angegebenen Art unterscheidet , in welchem die Constanten h a aber be- 
liebige Werthe haben diirfen: 

Uebrigens gilt der Satz: 

Sdmmtliche Mittelformen sind als Formen von U z 2 vom Grade — -• 
Ich wahle nun eine specielle Mittelform aus, welche mit Riick- 
sicht auf die besondere der Betrachtung zu Grunde gelegte Rie- 
mann'sche Flache besonders einfache Eigenschaften besitzt. Ich setze, 
unter a irgend einen Werth der Variablen s, unter a', a", . . . a |m| die 
m zugehorigen iibereinander liegenden Punkte der Riemann'schen Flache 
verstanden : 

-. v _ r g(<,o , )a(5,a')...a(fqW) -|» 

wobei ich mir vorbehalte, dem Punkte a nachtraglich noch eine 
specielle Lage zu ertheilen. 
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Periodicitat von log jl (e t , S 2 ). 
Ich muss nun untersuchen, welchen Zuwachs die Form 

log^( J » 1> 0,)=i[logQ(£o') + log5(0a'') -\ 1- logQ(*aN) -Iog(«o)] 

langs des im vorigen Paragraphen auf log Q (e, e) angewandten Perioden- 
weges (gg) erleidet. 

Es seien r',r", . . . rW die Anzahlen der in (gg) enthaltenen Um- 
laufe um a, a", . . . aM . Es sei ferner r die Anzahl der Umkreisungen, 
welche der Werth von g um den Werth von a ausfiihrt, beide nicht 
auf der Riemann'schen Flache, sondern in einer einfach iiberdeckten 
g-Ebene gedacht — ich werde das im Folgenden als Projection be- 
zeichnen — . q 2 , q, n, v, m a , i\ a sollen dieselbe Bedeutung, wie auf 
Seite 284 haben. 

Ferner sei 



Wenn ich ietzt fur - seinen Werth * einsetze, so lautei 



coin an W Otifh -tl 

Periode von logyi(g i ,g i ): 

r' -\- r" + • ■ • + r |m| — r — o 2 • P — 1/ \o ■ . / i \ ■ 
m ' 2ni ~~ m fa« - q) 2jtj + (w + v) m 

a 

welche sich leicht in folge%de gweckmassigere Oestalt setgen lasst: 
i • 2%i - 1 (fe - <0 2jci + ( n + v ) «' + 2 ^( Fa * + I "•) 

a 

worin 

q = r' -\- r" -f- • • • -j- rM — r — q' 
ist. 

Die game ZaM q ist nun von jeder Verschiebung des Perioden- 
weges (gg) unabhangig. 

Denn verschiebe ich den Weg (gg) so fiber einen der Punkte 
g = oo , dass letzterer von der linken Seite des Weges auf die rechte 
ubertritt, so andert sich q um — 1, zugleich aber, da auch die Pro- 
jection des Weges (gg) eine negative Umkreisung um oo, also eine 
positive um a gewinnt, andert sich r um + 1, wahrend die Zahlen 
r', r", . . . yM ungeandert bleiben. 

Verschiebt man ferner (eg) fiber einen der Punkte g = a, etwa 
tiber aM, so andert sich rM, zugleich aber auch r um — 1, wahrend 
alles tibrige ungeandert bleibt. 

Es ist also in der That die Zahl q von jeder Verschiebung des 
Weges (gg) unabhangig. Auch von der Reihenfolge der einzelnen in 
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(00) enthaltenen Elementarperiodenwege ist p unabhangig, da seine 
einzelnen Bestandtheile unabhangig sind. 

Bei gegebener Lage der Punkte a und 00 ist also q nur von den 

(i x (i 2 . . . Up 

Zahlen , , , abhangig, und setzt sich vermittelst dieser in 

Pi ft •• • ft. 
derselben Weise aus 2p Grossen q x , q x zusammen, wie die Perioden 

der Integrale 1. Gattung aus den Elementarperioden a aX) aa x : 

Pi Pi + ft C2 + • ■ • + ft Qp 
' + ft' Pi' + ft'p 2 ' + • • + ftP*'. 
Die Zahlen q k entsprechen den primitiven Periodenwegen A K , die 
Zahlen p* den Wegen B x . Fur jeden solchen Weg ist 

r' = r" <= ■ ■ ■ = yM = 0, 

q = 0, 
und also 

P« = — r* , 

P* = — r x , 

unter r„ , r* die Anzahl der Umlaufe der Projection von A„ bezw. B x 
um den Werth = a verstanden. 

Projicirt man das Querschnittsystem der A% , B£ (vergl. S. 265) 
auf die 0-Ebene, so zerfallt diese in eine endliche Anzahl einzelner 
Gebiete. 

Jedem dieser Gebiete will ich nun ein gan0 bestimmtes System von 
2p gamen Zahlen h X) h' x 

K\ fCn ■ • • lip , 
1 2 * * ' P 

0uordnen, welches ich symbolisch durch (,,) be0eichne, und die 

Charakteristik desselben nenne. 

Dem Gebiete, welches den unendlich fernen Punkt enthalt, er- 
theile ich die Charakteristik 



fh 







Die Charakteristik ( , , J irgend eines audern Gebietes soil dann 

ausdrucken, dass man die Projection jedes Schnittes A} k x mal, die 
Projection jedes Schnittes 2?jr k x mal ofter von — nach +, als von 
+ nach — flberschreiten muss, um von dem unendlichfernen Punkte 
zu einem Punkte im Innern des betreffenden Gebietes zu gelangen. 

Nun andert sich aber auch das System der Zahlen ( ,J nur, 
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wenn der Purrkt a die Projection eines der Wege A x , B x iiberschreitet, 
und zwar wachst q x um -)- 1 , wenn der Weg A x , q x um + 1 > wenn 
der Weg JB X von links nach rechts iiberschritten wird. Im ersteren 
Falle muss man aber die 'Projection von B? von — nach + > im 
zweiten Falle die Projection des Schnittes A^ von + nacn — Uber- 
schreiten. Liegt a im Gebiete des unendlich fernen Punktes, so ist 
offenbar 



o-o- 



In dem Gebiete mit der Charakteristik f , J ist dann nach dem eben 
Gesagten 

• ®-£?} 

Liegt also der Punkt a in dem Gebiet mit der Charakteristik ( *V 
so ist 

f^l ™\ (^2 ^2 — " " " f P *^P' 

Ich gehe nun etwas naher auf den Charakter der p Functionen: 

w , _. <"' + K a " + ••• + <""' 

a m 

ein, besonders auf ihre Abhangigkeit von der Lage des Punktes a. 

Die p Functionen W z a sind Integrate erster Gattung, jedoch mit 
ganz oestimmt festgelegten , bei den p Integralen im Allgemeinen ver- 
schiedenen unteren Grenzen. 

Wenn man nun a und dementsprechend die Punkte a, a' ...a^ 
wandern lasst, so folgt aus dem Abel'schen Theorem, dass die W' a un- 

geandert bleiben, so lange die id'/, W T", . . . w" W sich stetig andern, 
d. h. so lange nicht einer der Punkte a', a" . . . aM das Querschnitt- 
system der A% , B^ iiberschreitet. Also: 

Die Functionen W z a bleiben ungeandert, so lange sich a in dem- 
selben Theilgebiete der s-Ebene bewegt. 

Sobald jedoch a uber die Projection von At von — nach + iiber- 
tritt, andert sich eins der Integrale «£"', w'f , . . . «£ aN unstetig 
um — <a ax , bei Ueberschreitung von B x von — nach + um — raJx, 
W' a also um — -~ bezw. — ^. Es ergiebt sich daraus der Satz: 

Lasst man a aus dem Gebiete mit der Charakteristik („) in das 
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Gebiet mit der Charakteristik (,,j wandern, so erleiden die Functionen 
Wa je einen Zuwachs von 

i / \ »«i + k 2 a a2 + • • • + k p co ap \ 
m \+ k^(o' al + fc 2 'a> a ' 2 + • • • + kp m' av ) 

Die Gesammtanderung der Periode von logfZ(%, s 2 ) bei Wanderung 
des Punktes a aus dem Gebiet des unendlich fernen Punktes in das 

Gebiet mit der Charakteristik L ,J betragt also 



\— ft,'ft, + (i 2 'k 2 — • ■ • — (ipkp) 



•sri / k t a al -+- k 2 m a2 + • ■ ■ + k p (o ap \ 

^ " \+ k t '03al + k 2 Wu2 + ' • • + kpCOap/ 



Vermittelst der bilinearen Relationen zwischen den co und t\ lasst 
sich aber dieser Ausdruck in folgenden umformen: 



m — \ 



\ rial + k 2 rj a2 + ■ ■ ■ + k p r} ap \ 
+ V^«i + h'Vaz + ■ ■'■ + kp riap) ' 



a a 



Man kann dieses Resultat iibrigens auch leicht dadureh erhalten, 
dass man von der Definition des (*(#!, 2 ) aus mit Hiilfe der bekannten 
Periodicitatseigenschaften von Q(s, e) untersucht, welchen Exponential- 
factor ;»(#,, ;z 2 ) erhalt, wenn a aus einem Gebiet in's andere riickt. 
Man findet so, dass sich das dem Gebiete mit der Charakteristik 

(,,J entsprechende p(z x ,8^) von demjenigen des Gebietes mit der 
Charakteristik ( , J um einen Factor folgender Art unterscheidet : 

_±~K>( *1 fffl + *2 1«2H 1- k p 1 a p\ -z 

c-e m " ^ +il Val + k ' 2 n ' a2 + '" + k P n '<*P' 

und hieraus folgt in der That die oben angegebene Aenderung der 
Periode. 

Man konnte alle diese Betrachtungen fiber die Mittelform dadureh 
verallgemeinern , dass man an Stelle einer Form (a a) eine allgemeinere, 
z. B. irgend eine ganze Form zur Definition der Mittelform benutzte. 
Man wiirde dann immer wieder nur zu Mittelformen gelangen, die 
sich von den bisherigen um Exponentialfactoren unterscheiden. 

Hnthematische Annalen. XLIV. " 
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Es geniigt aber fur uns, irgend eine specielle Mittelform zu be- 
sitzen. Und von alien ergiebt sich mit Riicksicht auf die gegebenen 
Entwicklungen als die einfachste Verfiigung die folgende: 

Ich wahle fur den speciellen Zweig jl («, , s 2 ) den unendlich fernen 
PunU der z-Fbene selbst als PunU a, und seise demgemass: 

i 

-, , R^oo') Q(za>"). .. S2(W m l)~ 

ft(*n '2) = l h . 

Der Logarithmus dieser Mittelform wachst Icings des Seite 284 be- 
schriebenen Periodenweges um die Grbsse: 

- I (q 2 - q) 2»* + (n + v) ni + 2 n«(w: + f «..), 

a 

wobei die p Functionen W„ folgende Bedeutung haben: 

w zw ' -\- w" x " A- ■ ■ • 4- M>"°' m| 

T/n-z __ w a ^T w a T T g _ 



Die allgemeinste Mittelform entsteht aus der speciellen dwell Einzu- 
fiigung irgend eines Exponentialf actors der genannten Form: 

§ 6. 
Einfiihrung der multiplicativen Primform. 

Der Umstand, dass die Klein'sche Primform und die Mittelform 
gegeniiber gescblossenen Uml'aufen auf der Riemann'schen Flache ein 
sehr ahnliches Verhalten zeigen, legt es nahe, beide derart mit ein- 
ander zu verbinden, dass sich die Multiplicatoren beider zu einem 
Multiplicator besonders einfacher Natur zusammensetzen. 

Dies erreicht man, wenn man die Klein'sche Primform durch die 
Mittelform dividirt. Indem ich die so entstehende Form noch mit 
einer solchen Constanten behafte, dass der erste Entwicklungscoefficient 
an der Stelle e rein algebraisch bestimmbar ist, namlich gleich dem 
entsprechenden Coefficienten yon Q(z, e), setse ich 

und nenne eine solche Form von g 1} g 2 eine „multiplicative Primform"-*) 



*) In meiner Note in Nr. 3 der Gott. Nachr. v. 1893 habe ich diese Form 
„algebraische Primform" genannt. Da dies aber leicht zu dem Missverstandnise 
Anlass geben konnte, als ob sie eine algebraische Form sein kSnnte, will ich 
sie, als die einfachste multiplicative Form, eine ,, multiplicative Primform" nennen. 
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Dieselbe ist in lf s 2 vom Grade — , ist auf der Biemann'schen 
Flache uberall endlich und unverzweigt, und verschwindet von der ersten 
Ordnung immer dann und nur dann, wenn der PunJct mit dem 
Punkte e gusammenrucTct. 

Die so gegebene Definition der multiplicativen Primform entbalt 
noch dieselbe Unbestimmtbeit, wie die der Mittelform. Eine be- 
stimmte der in der Definition enthaltenen verschiedenen analytischen 
Functionen, und von dieser einen bestimmten Ausgangsgweig lege ich 
fest dureh die Formel: 

P(g, e) = Q(0, e) ■ l^' e i , 

wo ft den am Schluss des vorigen Paragraphen eingefiihrten Anfangs- 
gweig bedeutet. 

An der Stelle = e besitzt diese Form eine Entwicklung der 
Gestalt (vergl. S. 274) 

?(*.«>= ^ • ©"~>«>%^6f)}. 

also mit demselben Anfangscoefficienten wie Q(0 9 e). 

Wahrend aber die Klein'scbe Primform Q{0, e) von ibren beiden 
Argumenten g, e in symmetriscber Weise abbangt, so dass 

Sl(e,g) = -Q(0,e) 
ist, ist dies bei der multiplicativen Primform in Folge meiner in 
anderer Hinsicht zweckmassigen Bestimmung der multiplicativen Con- 
stanten durchaus nicbt der Fall. Aber gerade dieser Mangel an Sym- 
metric beziiglich und e ermoglicht es, von der multiplicativen Prim- 
form auf einfache Weise sowohl gur Klein' schen Primform, als auch 
gur Mittelform 0uruch 0u gelangen, namlich durch folgende Formeki: 



Q(0,e) = j/-P(e,0).P(s,e), 

ft(*i,*«) = 7/ P(e~7g ) # 
H(e t , «g) V ' P(z,e)' 

Ein entscbieden einfacberes Verbalten als die Klein'sche Prim- 
form zeigt die multiplicative Primform gegeniiber den geschlossenen Um- 
laufen auf der Flaebe. Aus dem bekannten Verhalten von Q (0, e) und 
f*(#i># 2 ); und mit Riicksicbt auf die Identitat 

ergiebt sieh der Satz: 

Langs des auf Seite 284 gekenngeichneten Periodenweges vermehrt 
sich logP{0,e) um die Grosse: 

a 

19* 
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Die Periode von log P(s, e), bezw. der Multiplicator von P(s,e) 
ist also eine von g unabhangige Oonstante, und zugleich von der 
Reihenfolge der einzelnen Periodenwege A x , P> x unabhangig. 

Aber nicht allein, dass die Periode selbst einen einfacheren 
Charakter hat, dass man z. B. die Zahlen n und v nicht zu bestimmen 
braucht; auch die Bestimmung der Zahlen r und q gestattet eine be- 
deutende Erleichterung. 

Man beachte namlich, dass, wenn man einen Umlauf urn den 
Punkt e und die m Punkte 00 zusammen macht 7 r tim 1 und q' um 
m w'achst, dass also die Zahl 



1 
m 



m 



ungeandert bleibt. 

In Folge dessen kann man die Zahl q' auf folgende Weise be- 
stimmen. 

Man verbinde den Punkt e mit jedem der m Punkte z = 00 durch 
je einen das Querschnittsystem der Flache nicht uberschreitenden Ein- 
schnitt (Fig. 9), und beseichne dessen Unices {von e aus gesehen) TJfer 




Pig. 9. 



mit +, das rechte mit — . JDann giebt q' einfach an, wie 
bfter der Weg (sz) dieses Einschnittsystem von -f nach — , als von 
nach -f- uberschreitet. 

Lie Periode von log P(z, e) heisst nunmehr: 



-(q 2 — q')2jr&' 



■2 



n«w e a . 
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In denjenigen Fallen jedoch, wo mehrere Primformen mit ver- 
schiedenen Nullpunkten e gleichzeitig zu untersuchen sind, ist es zweck- 
massiger die Umlaufe um e und diejenigen um die PunJcte s=oo gesondert 
su bestimmen; dies erreicht man durch ein System von Einschnitten, 
die man von einem solchen Punkte des Randes aus zieht, welchen der 
Weg (00) bei Verschiebung auf T nicht zu uberstreicben hat, und von 
dem aus man jeden Punkt innerhalb T ohne .Ueberkreuzung eines 
Periodenweges A x bezw. JB K erreichen kann. Solche Punkte sind die 
p Ecken von T, welche 
zwischen den Ufern 

At und B^+i ein- 
geschlossen sind. So 
kann man z. B. wie 
in Fig. 10 von der 
Ecke zwischen A^ und 
Br nach alien PunMen 
= oo sowie nach 
g=eEinschnitte Ziehen. 
Man oegeichne deren 
Unite Ufer mit -f-> die 
rechten mit — . 

Dann giebt q an, 
wie vielnial offer die 
nach den PunMen 0=00 
gesogenen Einschnitte 
von -\- nach — , als von 
— nach + iiberschritten 
werden, r, wie vielmal bfter der nach e gelegte Einschnitt, von -J- nach — , 
als von — nach -f- gekreuet wird. 

Von der Lage des PunMes e ist nur die Zahl r, nicht aber q 
abhangig. 

II. Theil. 
Die multiplicativen Formen. 

§ 7- 
Definition und allgemeiner Ausdruck der multiplicativen Formen. 
Die im vorigen Paragraphen definirten ^multiplicativen Primformen" 

P(«, «) 
sind der einfacbste Fall einer allgemeineren Classe von Formen auf 
dem algebraischen Gebilde, zu denen als andere specielle Falle die 
algebraischen Formen gehoren, namlich der ^multiplicativen Formen." 




Fig. 10. 
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Unter einer multiplicativen Form verstehe ich eine solche homogene 
analytische Function von s lt s 2 , welche bei irgend welchen auf dem 
algebraisclien Gebilde geschlossenen Umlaufen der Variablen sich mit eon- 
stanten Grbssen multiplicirt. 

Zugleich unterwerfe ich diese Formen, wenigstens im Bereich 
meiner gegenwartigen Untersuchung, der Bedingung, auf dem alge- 
braisclien Gebilde keine wesentlich singuldren Stellen zu besiteen. 

Die in Betracht kommenden geschlossenen Umlaufe setzen sich 
aus den 2p Period en wegen und ev. aus Umlaufen um einzelne Ver- 
zweigungspunkte zusammen 

Die multiplicativen Functionen, d. h. die multiplicativen Formen 
vom Grade 0, sind bereits von mehreren Autoren behandelt worden, 
die unverzweigten wohl zuerst von Riemann*), wahrend fiber die ver- 
zweigten multiplicativen Functionen neuerdings Herr Hurwitz**) eine 
Reihe allgemeiner Satze gegeben hat. Fiir eine allgemeinere Functions- 
classe — auf welche ich jedoch in meiner Arbeit nicht eingehe — 
fur Functionen, welche bei Umlaufen der Variablen Substitutionen der 
Gestalt £' = a£ + /3 erleiden, hat Herr Prym***) gewisse Existenz- 
theoreme gegeben. Die Arbeiten von Appellf) beziehen sich zuerst auf 
den Riemann'schen Fall der multiplicativen Functionen, und fuhren 
schliesslich zu einer eingehenden Discussion der von Prym gefundenen 
allgemeineren Functionen, der Integrale der multiplicativen Functionen. 

Meine Arbeit unterscheidet sich von alien diesen Untersuchungen 
principiell durch die Betrachtung von multiplicativen Formen statt der 
Functionen, wodurch sich eine Reihe neuer Gesichtspunkte und neuer 
Satze ergeben. 

Das multiplicative Verhalten einer Form ist charakterisirt durch 
Angabe ihrer Verzweigungspunkte e { (i = 1, 2, . . . ri), der Multipli- 
catoren, die sie bei Umlauf von s um die einzelnen Verzweigungs- 
puukte annimmt, der „Versweigungsmultiplicatoren a : 

h = e Xi - 2ai , ^ 3t («,) < 1 

*) Theorie der Abel'schen Functionen Nr. 26, 27. 1857. 
**) Zur Theorie der Abel'schen Functionen. Gott. Naehr. Febr. 1892. — Ueber 
algebraiscbe Gebilde mit eindeutigen Transformationen in sich. Math. Ann. 
41. 1892. 

***) Zur Integration der gleichzeitigen Differentialgleichungen ^~ = ^-. 

~— = — - — Journ. f. Math. 70. 1869. — Beweis zweier Satze der Functionentheorie. 
oy ox 

Journ. f. Math., 71. 1870. 

f ) Noten in Comptes rendus. Bd. 91, 92, 95. 1880—82. Ferner: Generalisation 

des fonctions doublement periodiques de seconde espece. Journ. de math. III. 9. 

1883. — Sur les intdgrales de fonctions a multiplicateurs et leur application au 

developpement des fonctions abeliennes en series trigonome'triques. Acta math. 

13, 1890. 
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und der Multiplicatoren , welche sie langs der Periodenwege A x , B x 
{% = 1, 2, . . . p) erh'alt, der ^Periodenmultiplicatoren" : 

„„ = «•«■»«« 0^«ft((j,)<l, 

s,' =/*•***, o ^5R «)< l. 

Durch den Grad v als Form von s 1) g 2 endlich wird das Verhalten 
gegenuber simultanen Umlaufen von e x urn e x = und g 2 um g 2 = 
bestimmt. 1st namlich 

q' = q 2 - q 

die Zahl derjenigen Umlaufe von g 2 um g 2 = 0, denen keine Umlaufe 
von g = — um g = oo entsprechen , so erh'alt die Form ausser ihren 
sonstigen Multiplicatoren den Factor 

Die Verzweigungs - und Periodenmultiplicatoren sind natiirlich so zu 
verstehen, dass sie Wegen entsprechen, fur welche q' = ist. 
Fur die multiplicative Primform 

P(g, e) 
ist der Grad 

l 

m 

Verzweigungspunkte und Verzweigungsmultiplicatoren existiren nicht, 
die Periodenmultiplicatoren sind 

-^iVax^a —2LlVax w a 

ot i a, 

S x *= 6 7 S x = 6 

Es lasst sich nun mit Hiilfe der multiplicativen Primform jede 
beliebige verzweigte oder unverzweigte multiplicative Form darstellen. 

Die Form (P(,se,-))*', wofiir ich kiirzer P(geif l schreibe, erleidet bei 
einem Umlauf um g—e* gerade eine Multiplication mit Tc t , bleibt dagegen 
bei irgendwelchen anderen Umlaufen um einzelne Punkte ungeandert. 

In Fdlge dessen lasst sich eine multiplicative Form F{s r , g 2 ) mit 
den Vergweigungspunkten d und den Versweigungsmultiplicatoren 

7 x i ■ 2 n i 

folgendermassen gerlegen : 

i = n 
i = l 

unter Y eine unverzweigte multiplicative Form verstanden, die also nur 
noch langs der Periodenwege A x , B x sich um constante Factoren andevt. 
Durch Abtrennung des Factors 



J7 *(**)"' 
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ist die verzweigte multiplicative Form F{e x , 2 ) auf eine unverzweigte 
Porta ¥(#,, 2 ) der gleichen Art zuruckgefuhrt. Ich nenne ddher dm 
Factor 

den Verzweigungsfactor der multiplicativen Form. 

Es gilt dann der Satz: 

Alle multiplicativen Formen mit denselben Verzweigungspunkten und 
denselben Verzweigungsmultiplicatoren haben denselben Versweigungsf actor. 

y( g i> g i) k an11 nun, weil unverzweigt, auf dem algebraischen 
Gebilde nur noch Null- und Unendlichkeitsstellen von endlicher ganz- 
zabliger Ordnung besitzen. Es verschwinde also H'(z 1 , z 2 ) an den Stellen 
a t} a 2> ... a<r+ e und werde unendlich an den Stellen b l , b 2 , . . . b c , wobei 
Null- und Dnendlicbkeitsstellen hoherer Ordnung so oft zu z'ahlen sind, 
als ihre Ordnung angiebt. Setzt man dann 

^0»i , g i) = I I -P ( g e,) Xi • _ _ A d+sJ • tf (* , z 2 ), 

so muss ^(Sj, 2 2 ) eine auf dem algebraischen Gebilde unverzweigte 
multiplicative Form von# 17 2 sein, welche nirgends verschwindet und 
nirgends unendlich wird. 

Nun lautet aber der Fundamentalsatz der Theorie der multipli- 
cativen Formen: 

Eine multiplicative Form ohne Nullstellen und ohne Unendlichkeits- 
stellen ist nothwendig vom Grade und die Exponentialfunction eines 
uberall endlichen Integrals: 

t(Si,s 2 ) = e " 

Denn ware der Grad v der Form ijj von verschieden, so ware 

i 

?{*,€).* " y 

eine unverzweigte multiplicative Function mit einer einzigen Nullstelle 
bei z = e und ohne Unendlichkeitsstellen. Dann ware aber 



log (P (0,6).* -') 



ein Integral, welches nur an einer StelJe logarithmisch unstetig wiirde, 
was bekanntlich unmoglich ist. 

■ty kann also nur vom Grade in e u z 2) d. h. eine Function 
von sein. 

Dann muss aber log ip ein Integral sein , und zwar , da * weder 
noch oo wird, ein uberall endliches Integral, woraus meine obige 
Behauptung folgt. 



Die multiplicativen Formen auf algebraischen Gebilden. 297 

Das Endresultat lautet also: 

Die allgemeinste multiplicative Form mit den Vemweigungspunkten 
e,- (i = 1, 2, . . . n) und den Versweigungsmultiplicatoren 



t\ji 

hat die Gestalt 



iJ[ P(«6i)P(«6»)...P(«6.) 

und ist in den Primformen vom Grade 8 + j /, «o in $ { , # 2 vom Grade 

, unter d irgend eine positive oder negative game Zahl ver- 



m 

standen. 



Die dargestellte Form hat in der That die verlangten Verzweigungs- 
punkte uud VerzweigungsmultipHcatoren. Es fragt sich, oh man die 
noch zur Verfiigung stehenden Constanten, namlich die Nullpunkte a, 
die Uneiidlichkeitspunkte b und die Coefficienten c a so bestimmen kann, 
dass die Form vorgegebene Periodenmultiplicatoren 

Sx=e o x -^i^ ^ ft (<?*)< 1 

s ; „/«•»« 0^3ft«)<l 
besitzt. 

Der oben aufgestellte Ausdruck multiplicirt sich langs des Weges 
A x mit 

e ; 

langs des Weges B x mit 

Indem ich nun zu den 6 X und 6 X noch gewisse unbestimmte ganze Zahlen 
N x und N x hinzufiige, hat man dann folgende 2p Gleichungen aufzulosen : 

a LX a b J i J 

Ich multiplicire die ersten p dieser Gleichungen beziehungsweise mit 
— m' fiX) die letzten p mit + ca px , und ad dire. Es ergiebt sich dann 
mit Hiilfe der bilinearen Relationen zwischen den a> und den y\ : 
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LX a b J i 

.- — N t copi — N 2 m h ~~ ' ' ' — Npcopp- 

Multiplicire ich dagegen die ersten p Gleichungen mit — i^ x , die 
letzten mit -\~rj^ xi so erhalte ich: 

+ N t 'ri ?1 + N 2 'Vfis + ■ • • + N pVfi P 
_— Nj_ ri^ + 2V 2 i)pa — • • ■ — NpV'pp- 

Man erhalt also folgende Gleichungen fur die Constanten: 

2 W °-2 W «=2 m°" - ** o »') -2 xiW « 

a b x i 

+ iV,'ra al + 2V 2 'aj o2 H [- 2Vp'cj ap 

— iVj C3„i — N 2 0>a2 — ■ 



2ni . Cp = 2%i 



JMp G) a p 



= K a , 



(2) 






+ NpVap 



Giebt man Grad, Verzweigungsstellen und Multiplicatorsystem einer 
multiplicativen Form vor — den Grad v natiirlich so, dass v . m sich von 

^ Xi nur um eine ganze Zahl unterscheidet — so lassen sich, falls 

i 

man nur die Zahl s der Unendlichkeitsstellen hinreichend gross wahlt, 
die Nullstellen und Unendlichkeitsstellen immer obigen Gleichungen 
gem'ass bestimmen, und zwar im allgemeinen noch auf unendlich viele 
Weisen; die Constanten c a sind hierdurch in jedem einzelnen Falle 
eindeutig bestimmt. 

Es giebt also auf jedem algebraischen Gebilde mit vorgegebeJien 
Verzweigungsstellen su jedem Multiplicatorsysteme multiplicative Formen 
von jedem mit den Versweigungsmultiplicatoren vertraglichen Grade. 

Die Frage nach der Zahl der hierbei noch willkurlich bleibenden 
Constanten kommt augenscheinlich auf die gleiche Frage fiir die vom 
Verzweigungsfactor befreite Form, d. h. auf die Frage nach der Zahl 
der Constanten in einer unverzweigten multiplicativen Form hinaus. 
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Ich werde sie daher bei Gelegenheit der besondern Betrachtung der 
unverzweigten Formen beantworten. 

Die Lage der Nullstellen und Unendlicbkeitsstellen hangt bei vor- 
gegebenen Verzweigungsstellen und Verzweigungsmultiplicatoren nur 
noch von den p Summen 

K 

ab. 

SolcJie in den Versweigungsmultiplicatoren iibereinstiinmende Multi- 

plicatorsysteme , fur welche diese Summen gleiche Werthe haben, will 

ich „verwandte Multiplicatorsysteme" nennen. 

Man sieht nun leicht die Richtigkeit folgenden Satzes ein: 

Sind swei Multiplicatorsysteme verwandt, so ist jede Form des einen 

Systems von je einer Form gleichen Grades des andern Systemes nur 

um einen Exponential] uctor : 

e ° 
verschieden. 

Multiplicative Formen, die sich nur um einen solchen Exponential-- 
factor unterscheiden , welche also dieselben Null- und UnendlicMeits- 
stellen besitsen, will ich ,,verwandte Formen" nennen. 

Es gilt dann aucb die Umkehrung des eben ausgesproehenen 
Satzes : 

Zu verwandten Formen gehoren verwandte Multiplicatorsysteme. 

Denn vermebrt man die Zahlen c a des allgemeinen Ausdrucks 
beziiglich um Ac a , so vermebren sich die Zahlen a x , 6 X beziiglich um 



As, = ^, Ac a . a ax , 

a 
AG* = ^ Ac a . G>a X . 



Entsprechend vermehrt sich 

2 



y (0y.(Ofix — O x C3g x ) 



um 



A 2j{0* C3p x — 6 y . a fi X ) =2jLc a -^ J {cOg X cOj ix — (o ttX cofi X ), 

'2 



wo nun die Glieder von y rechts in Folge der bilinearen Relationen 



einzeln verschwinden. 

Die Grossen ^(<?« co fix — x ap X ) bleiben also bei Hinzufugung eines 
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Exponentialfactors thatsachlich ungeandert. Das Gleicbe gilt von den 
Verzweigungsmultiplicatoren; also ist das Multiplicatorsystem der ver- 
anderten Form in der That mit dem der urspriinglichen Form verwandt. 

§8. 
Algebraische Formen und Wurzelformen. 

Die wichtigsten aller multiplicativen Formen sind die unverzweigten 
Formen; unterscheiden sich ja die verzweigten Formen von den un- 
verzweigten nur durch das Hinzutreten des durch die Verzweigungsart 
wohlbestimmten Verzweigungsfactors , so dass die Theorie der all- 
gemeinsteh multiplicativen Formen, so lange man die Verzweigungsart 
als gegeben ansieht, in der Theorie der unverzweigten Formen mit 
enthalten ist; ich darf mich daher im folgenden auf besondere Behand- 
lung der unverzweigten Formen beschranken. 

Unter einer gansen multiplicativen Form verstehe ich eine solche, welehe 
nur O-Stellen, aber Iceine oo-Stellen auf clem algebraischen Qebilde besitd. 

Ihre allgemeine Gestalt ist 

_ _ <*+2< a "'a 

P{sa t )P{sa 2 ) . . .P{sas) . e a 

Die Zahl 8 ihrer O-Stellen nennt man die „ Werthigkeit" der Form. Der 

Grad in #, , g 2 ist dann 

S 

v = — • 
m 

Wir haben nun den Satz: 

Irgend eine heliebige multiplicative Form lasst sich immer als Quotient 
zweier gansen Formen ansehen, von denen die eine die O-Stellen, die 
andere die oo-Stellen der gegebenen Form als einssige O-Stellen besitnt. 

Dieser Satz entspricht dem Satze von der Zerlegung einer ge- 
brochenen algebraischen Form oder einer algebraischen Function in 
zwei ganze algebraische Formen; man sieht aber, dass der Satz im 
Gebiet der allgemeinen multiplicativen Formen eine weit einfachere 
Fassung zulasst, indem man nicht, wie im allgemeinen bei den alge- 
braischen Formen, noch gemeinsame O-Stellen der beiden ganzen 
Formen zu adjungiren braucht. 

Die Spaltung in ganze Formen ist immer noch, auch wenn man 
gemeinsame O-Stellen nicht zulasst, auf unendlich viele Arten moglich, 
indem man die bei irgend einer Spaltung entstehenden Formen noch 
beide mit demselben iibrigens willkurlichen Exponentialfactor multi- 
pliciren darf; doch sind alle moglichen Zahlerformen einerseits und 
alle moglichen Nennerformen andererseits untereinander verwandt. 

Vergleichen wir nun alle Formen von gleichem Grade v und dem- 
selben (oder verwandten) Multiplicatorsystem untereinander hinsichtlich 
ihrer O-Stellen! 
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Die O-Stellen sind durch die Gleichungen gegeben 

^W* = ^{eia a , - 6 X a>: x ) + N i a »i + N 2 'm a2 + • ■ • + N;<o ap 

* — -2V, »«i — N 2 cj a ' 2 N p a' ap , 

unter N X) N x irgend welche positive oder negative ganze Zahlen ver- 
standen, die fur die verschiedeuen Losungssystenie a x , a 2 , . . . a$ ver- 
sehieden, doch in jedem einzelnen Falle wohlbestimmt sind. 

Es folgt hieraus: 

Die 0-Stellen irgend sweier gansen Formen gleichen Grades mit 
gleichen oder verwandten Multiplicatorsystemen genugen dem Abel'schen 
Theorem, d. h. die Summe der Integrale erster Gattung gebildet fur 
die 0-Stellen stimmt fiir beide Formen bis auf ganzzahlige Vielfache 
der Perioden der Integrale erster Gattung tiberein. 

Sind die Nullstellen einer Form mit dem Multiplicatorsystem 

/ * ) erst festgelegt, so sind es daduroh auch die ganzen Zahlen N X) N x . 

Die Perioden des Logarithmus der Form langs der Wege A x , B x 
lauten dann 

(N x -\-6 x )2ni 
bezw. 

Bei Umlauf von z um einen der 0-Punkte der Form reproducirt 
sich die Form, wahrend ihr Logarithmus sich um 2%i vermebrt. 

Macht ausserdem noch z 2 q' Umlaufe um z 2 = 0, denen keine 
Dmlaufe von z um z = oo entsprechen, so multiplicirt sich die Form 
noch mit ei'-»- 2 *», ihr Logarithmus wachst um c\'-v-2ici. 

Eine Sonderstellung unter den multiplicativen Formen scheinen 
die algebraischen Formen einzunehmen. 

Algebraische Formen sind solche unverzweigte multiplicative Formen, 
welche bei irgend welchen auf dem algebraischen Gebilde geschlossenen 
Wegen der Varidblen z 1 , z 2 sich reproduciren. 

Dazu ist nothwendig, dass der Grad v eine ganze Zahl, die Werthig- 
keit S also ein Multiplum von m ist, und dass alle Zahlen 6 X , 6 X = sind. 
Ihre allgemeine Gestalt ist also 

P(«a,) F(za 2 ) . . . P{za vm ) . e a , 



wo 



ist. 



"pp< = + NiCOaX + N 2 COa2 + • • • + NpCO ap 

— JV, Ooi N 2 a' a 2 — ■ • • — NpCOap, 

+ JV/jfci + N 2 ria 2 ~\ 1" NpVap 

— N t 1\' aX — N 2 Tja2 Npfla 



V 
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Die p Gleichungen fur die 0-Stellen sagen aus, dass die 0-Stellen 
einer algebraischen Form mit den 0-Stellen der algebraischen Form zj 
Equivalent (d. h. ihre Integralsummen congruent) sind. 

Die algebraischen Formen g L und# 2 haben selber folgende Darstellung : 

l = P(sO') P(sO") ... P(sO\ m \).e a 
s 2 = P(W) P(soc")...P(soo\ m \).e c °'. 
Dabei haben die Constanten c a , wenn man unter ( *) die Charakte- 






ristik (vergl. S. 287) desjenigen Gebietes der #-Ebene versteht, welches 
den Punkt a = enthalt, folgende Werthe 

&! Hal + K Va2 + • • • + kpfjap 

Langs der Wege A x [wachst log g t um — k x .2iti, langs B x um 
-)- ft x ' • 2%i, wahrend log g 2 sich reproducirt. 

Einen ersten Schritt von den algebraischen Formen zu den all- 
gemein multiplication Formen hat man mit der Einfiihrung der 
„ Wurzelformen " gemacht. *) 

Man versteht unter einer Wurselform ft'""" Stufe eine solche unver- 
sweigte multiplicative Form von e lt s 2 , welche lei geschlossenen Umlaufen 
der s x , s 2 sich nur mit ft'™ Eiriheitswurzeln multiplicirt. 

Damit eine Form dieser Bedingung geniigt, muss der Grad der- 

selben in Bezug auf g t , s 2 ein Multiplum von - sein : 

V 

v = — , 

wobei die ganze Zahl v' eine Losung der Congruenz 

v' ■ m = (mod. ft) 
sein muss, damit die Werthigkeit 

* v' 

o = m • v = m . — 

eine ganze Zahl sei. 

Ausserdem mussen die Zahlen G X) 6 X ' Multipla von - sein; bei Wurzel- 

formen ft' er Stufe sind also ft 2 * verschiedene Systeme der Zahlen 6 X , d x 
moglich. Man unterscheidet danach [i 2 ? verschiedene Systeme von Wurzel- 
formen ft ter Stufe, und weist jedem dieser Systeme in Bezug auf ein be- 
stimmtes System je eine Zusammenstellung von 2p ganzen Zahlen 



\hj 



*) In Betreff dieser, sowie uberhaupt wegen der von mir hier angewendeten 
Terminologie vergleiche man Klein, Math. Ann. Bd. 36, § 12. 
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zu, welche man die relative Charakteristik des Systems von Wurzel- 
formen in Bezug auf das bestimmte System nennt 

Diese Zahlen hangen mit den G x , a x auf folgende Weise zusammen: 
Zu dem festen System mogen die Zahlen (6 X ), {a x ) gehoren, zu dem 
in Frage kommenden System die Zahlen S x , 6 X ; dann sind g x , h x durch 
folgende Congruenzen bestimmt 

(i(o x — (0 x ))=+g x j 0£g*< fi- 

lm Falle der Wurzelformen von ganzzahligem Grade sind die 
„Elementarcharakteristiken" unmittelbar durch die Congruenzen gegeben: 



(iG x = — K.\ 
(i6 x = -\-g x ) 



(mod. (i). 



Etwas complicirter ist die Definition der „Primcharakteristiken", 
welche nur im Falle der Wurzelformen zweiter Stufe Platz hat, und 
bei der die Zahlen n x , welche im Multiplicator der Klein'schen Prim- 
form vorkommen, eine Rolle spielen; es ist namlich 

2s* + n x 



> " == "~*"l(mod.2). 

2(?x -f M* = + 0x J 



Der Begriff der relativen Charakteristik einer Wurzelform in Bezug 
auf eine andere lasst sich auf beliebige multiplicative Formen gleichen 
Grades erweitern ; nur muss man zuvor die Charakteristiken des ge- 
wohnlichen Sprachgebrauchs mit dem Nenner ft versehen. Sei namlich 
fur eine erste Form 

a x 

fur eine zweite Form 

a 

Dann nenne ich das System der Zahlen 

ik x - (*,)\ / JV«' - TO + ff« - (««)\ 

\K. - {KV \— N x + (N K ) — <t H + («.)) 

die Charakteristik der ersten Form in Bemg auf die sweite. 

Die so definirten Charakteristiken sind nicht nur echte Briiche, 
wie bei der gewohnlichen Definition, sondern sie enthalten im All- 
gemeinen auch noch ganze Zahlen. Verschiebt man jedoch die Wege 
A x , B K iiber einen O-Punkt einer der beiden Formen, so andern sich 
diese ganzen Zahlen, und nur die gebrochenen Bestandtheile der Charakte- 
ristiken sind wegen der Unverzweigtheit der Formen von jeder Ver- 
schiebung der Wege A x , B x unabhangig. 
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Nenne ich als Erweiterung der gewobnlicben Definition allgemein 
das Zahlensystem 

/h\ _ / N« + 6 X \ 

\KJ ~\-N x — x ) 

die „Elernentarcharaliteristik u der betr. Form, so zeigt sich dieselbe 
bei Fonnen von yanggaJiligem Grade in e t , 2 2 i Q ibrem gebroebenen 
Tbeile von einer jeden Verscbiebung der Wege A x , B x unabbangig; 
ist jedoeb der Grad ein Brucb mit dem Nenner m (m natiirlicb ein 
Tbeiler von m), so wecbseln aucb die Brucbbestandtbeile bei Ver- 
scbiebung der Wege A x , B x fiber #=oo urn Briicbe mit dem Nenner m'. 
Die PrimcharaMeristilcen gestatten keine Erweiterung. Docb ist 
leicbt zu seben, dass im Falle der Wurzelformen 2 ler Stufe die Prim- 
cbarakteristiken in der Tbat bis auf ganze Zablen von einer Verschiebung 
der Wege A x , JB X unabbangig sind. Die Zablen n x , n x wecbseln, 
wenn d=l (mod 2) ist, nur bei Verscbiebung iiber g = oo um eine 
ungerade Zabl, zugleich 26 x , 2e x um eine ungerade Zahl; ist dagegen 
d ^ (mod 2) , so wecbseln die Zablen n x , n x um gerade Zahlen, 
und 6 X , g' x ebenfalls um gerade Zablen. Bei jeder sonstigen Ver- 
scbiebung bleiben, — wie icb bier obne Beweis anftibre — die Zahlen 
n x , n' x ungeandert, wabrend X , a x um ganze Zablen sicb andern, 
wenn die Wege iiber einen 0-Punkt der Form binweggefuhrt werden. 
In jedem Falle andert sicb also die Primcharakteristik 



'+jv; + ^+5 



2 

\- N X -0 X - 
nur um ganze Zablen. 



n x 



§ 9. 

GleicbberecMigung der algebraischen und multiplicativen Formen 

uiid Unabhangigkeit von der speciellen Darstellung. 

Gebt man von der Darstellung des algebraiscben Gebildes duvch 

die unabhangige Variable s zur Darstellung durcb irgend eine andere 

unabbangige Variable Z fiber, so verwandeln sicb bekanntlicb die 

algebraiscben Functionen von g in algebraiscbe Functionen von Z. 

Die Gesammtbeit der algebraiscben Functionen ist eben von der 

speciellen Darstellung des algebraiscben Gebildes unabbangig. 

Anders die algebraiscben Formen von g it g 2 . Die Tbeorie der- 
selben setzt stets eine ganz bestimmte Riemann'scbe Flacbe voraus, 
und wird auf jeder andern Riemann'scben Flacbe eine andere. 

Dies gilt z. B. ffir die Arbeiten von Dedekind und Weber*) 

*) Theorie der algebraischen Functionen einer Veranderlichen. Crelle's Journ. 
Bd. 92 (datirt 1880). 
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sowie von Kronecker*) fiber ganze algebraische Functionen, und ins 
besondere auch fiir die formentheoretischen Ausfiihrungen in Bd. II der 
Modulfunctionen S. 484 ff. 

Den Schliissel zu diesem Verhalten der algebraischen Formen, und 
zugleich die Beseitigung dieses Missstandes liefert die Theorie der multi- 
plicativen Formen. Ich kann namlich zeigen: 

Die Gesammtheit aller multiplicativen Formen bleibt dieselbe, von 
welcher speciellen kanonischen oder nichtkanonischen Darstellung des 
algebraischen Gebildes man auch ausgehen mag. 

Mit der Wahl der unabhangigen Variablen #, , g 2 andern sich nur 
Grad und Elementarcharakteristiken , also auch die Multiplicatorsysteme 
der einselnen Formen, nicht aber die Werthigkeit und die relativen 
Charakteristiken. 

In Folge dessen bleiben bei Aenderung der Darstellung die alge- 
braischen Formen nicht als solche erhalten, sondern verwandeln sich in 
multiplicative Formen, wahrend andere multiplicative Formen sich in 
algebraische Formen verwandeln. 

Es werde statt der bisher benutzten m-werthigen algebraischen 
Function g die .M-werthige algebraische Function Z als unabhangige 
Variable eingefuhrt. 

Wie frtiher z, so muss jetzt Z derart in zwei homgene Verander- 
liche Z lt Z 2 

gespalten werden, dass Z l und Z 2 weder simultan verschwinden, noch 
eins derselben unendlich wird. 

Zunachst ist dadurch zwischen den g i , z 2 und den Z 1} Z 2 nur die 
Beziehung gegeben, dass zwischen den Quotienten s = - 1 und Z — -£ 
eine gewisse algebraische Gleichung besteht, und dass erlaubten Werth- 
systemen #,, g 2 nur erlaubte Werthsysteme Z if Z 2 entsprechen und 
umgekehrt. 

Will man aber die Formentheorie der g i , 2 und der Z t , Z 2 in 
Beziehung setzen, so muss man eine bestimmte diesen Bedingungen 
genfigende functionelle Abhangigkeit zwischen g l; s 2 und Z l} Z 2 fest- 
setzen, der man naturlich moglichst einfache Eigenschaften ertheilen 
wird. Am liebsten wfirde man die Spaltung so ausfiihren, dass ge- 
schlossenen Wegen der g i , z 2 auch geschlossene Wege der Z x , Z 2 , nicht 
nur von Z, entsprachen und umgekehrt, d. h. dass Z lf Z 2 algebraische 
Formen von g 1} g 2 waren und umgekehrt; aber schon das erste ist ohne 
Adjunction gemeinsamer Nullstellen von Z u Z 2 im Allgemeinen 

*) Ueber die Discriminants algebraischer Functionen einer Variablen. Crelle's 
Journ. Bd. 91. 1881. — Grundzuge einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Grosaen. Crelle's Journ. Bd. 92. 1881. 

itfathematische Annalen. XLIV. 
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unmoglich, und vollends die Umkehrbarkeit ist hochstens dann denkbar, 
wenn g und Z gleiche Werthigkeit besitzen. 

Verlangt man dagegen nur multiplicatives Entsprechen der z if g 
und Z v , Z 2 , so ist eine Spaltung der verlangten Art immer moglich. 

Es seien b it b 2 , . . . b M die Unendlichkeitsstellen von Z. Es giebt 
dann unendlich viele sich nur um beliebige Exponentialfactoren unter- 
scheidende Spaltungen von Z in zwei ganze multiplicative Formen 
ohne gemeinsame Nullstellen, sammtlich von der Gestalt: 

a, -f- ^' c ~W Z 

Z X = Z. P(e b y ) P{sb 2 ) . . . P(sb M ) . e a ", 

Z 2 = P(g &,) P{sb 2 ) ...P{zb M ).e a 

Von diesen Spaltungen sei irgend eine beliebige ausgewahlt. 

Die Elementarcharakteristik von Z 2 als multiplicativer Form von 
*,, g 2 sei 



©' 



d. h. der Zuwachs von log Z 2 langs der Wege A x , B x bei fest- 
gehaltenem s 2 sei 

— .ST* . 2iti, 

+ K x .2xi. 

Irgend eine multiplicative Form F von s t , s 2 vom Grade - habe 
als solche die Charakteristik, 

'k 



(:)■ 



d. h. ihr Logarithmus wachse langs der Wege A x , B x bei festgehaltenem 
Werthe von s 2 um 

— k x . 2iti, 

+ Tc x . 2%i. 

Irgend ein Weg (sg) bestehe aus je (i x Wegen A x , (i x Wegen B X) 
q Umkreisungen der Punkte g = oo, und log s 2 wachse langs desselben 
um q 2 . 2%i. Der zugehorige Multiplicator von F heisst dann: 

-(q 2 -q)-2«j + l * p )2rti 

e \+Pi'*i+lh'*r{ \-Vpkp/ 

Wie verhalt sich nun dieselbe Form F als multiplicative Form von Z^ZJ 
Ich spalte den beliebigen geschlossenenWeg des Werthsystems Z, , Z 2 
in einen Weg, welcher Q Umlaufe um Z=oo macht, langs dessen log Z 2 
um Q 2 . 2iti wachst, und welcher keinen der Schnitte A^, B x uber- 
schreitet, und in eine Reihe von Periodenwegen A x , B x , jeden mit 
festgehaltenem Werthe von Z 2 . 
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Umkreist der erste Weg, in den Variablen e x , s 2 gedeutet, die 
Punkte# = oo im Ganzen q-mal, wachst langs desselben log s 2 um 
q 2 . 2%i, und umkreist er den Punkt b t r r mal, den Punkt b 2 r 2 -mal 
u. s. w., so ist dem Ausdruck von Z 2 durch j} s 2 zufolge der Zuwachs 
von log Z 2 . 

Q 2 .2ffi = (*-, + r 2 -| hr M )27ti + ^(q 2 — q).2iti. 

Nun ist 

folglich 

£k — Q . <te — q 

M m 

St 

Der Zuwachs -(q 2 — q) . 2iti der d-werthigen Form F lasst 

sich also in der genau entsprechenden Form -~ (Q 2 — O) . 2iti aus- 
drucken. 

Lasst man nun s langs A x oder B x laufen, und zwar so, dass 
log s 2 um x x . 2ni bezw. x x . 2%i wachst, so durchlauft Z den ent- 
sprechenden Weg der .Z-Flache , und log Z 2 wachst um 



bezw. 



Kx ■ 2%i -) x x . 2iti 



M 
+ K x . 2ni-\ z x .27ti 



Soil log Z 2 sich reproduciren , so muss 

x * = "f" Ijj Ky> 

x' — — - K 

— M 

sein. D. h. einem Umlaufe A x bezw. B x von Z bei festgehaltenem 
Werfhe von Z 2 entspricht ein ebensolcher Umlauf von s, bei welchem 
log s 2 beziiglich um 

+ ^K X .2ni, 

— m K x .2m 

wachst. Langs eines solchen Weges wachst aber log F bezuglich um 

- K ■ 2xi + 1 • £ Ki -2%i = - (K - i K x ) ■ 2*i, 
+ fe-2«-^fl,.2« = + (*,-£ K x ) • 2%i, 
Die Elementarcharakteristik von F in Bezug auf Z x , Z 2 lautet also : 

20* 
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Man hat damit den Satz: 

Die Elementarcharakteristik einer multiplicativen Form in Bemg 
auf die Variablen Z 1 , Z 2 ist gleich der Elementarcharakteristik in Bemg 
auf die Variablen s l , e 2 vermindert um die mit dem Grade der Form 
in Z i , Z 2 multiplicirte Elementarcharakteristik von Z 2 in Besug auf die 
Variablen % , 2 • 

Fasst man nun dieses Resultat mit dem betreffs (0 2 — Q) gefun- 
denen zusammen, so folgt: 

Der allgemeine Multiplicator einer multiplicativen Form F ah Form 
von -Zj, Z 2 ist ein Ausdruck derselben Gestalt, wie der von F ah Form 
von i , z 2 , nur treten an Stelle der Zahlen m, q 2 , q die Zahlen 

M, Q 2 > £} un ^ an Stelle der CharaMeristik ( * j die CharaMeristik 

\k x / 

h "~M Kx 
7,' £_ JC' 

Ferner folgt hieraus: 

Die relative CharaMeristik sweier Formen von gleicher Werthig- 
keit, und also audi das Multiplicatorsystem einer multiplicativen Func- 
tion, ist von der speciellen Darstellung des algebraischen Gebildes un- 
abhdngig. 

Wenn, wie jetzt gezeigt, die multiplicativen Formen eine von 
den speciellen Variablen unabhangige Bedeutung haben, so muss es 
auch eine von der speciellen Wahl der z x , s 2 unabhangige Definition 
der algebraischen Primform geben, statt der bisherigen, die von einer 
kanonischen Flache ausgeht. 

In der That, sei 

- _ °°+£° a wZ 

F (Z\> *a) = F ( ga i) F ( g a 2 ) . . . P(s an) . e « 

irgend eine multiplicative Form, so ist, unter PI das auf S. 5 definirte 
Integral 3. Gattung verstanden, die Form 



P{0, e) 



_ i 



d 



von der fruher definirten Primform P(s, e) nur um einen Exponential- 
factor der Gestalt: 

const, e a 
verschieden. 
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Man sieht hieraus zugleich, dass alle Primformen relativ zu 
einander den gleichen Grad haben, dass aber ihr Grad in Bezug auf 
die unabhangigen Variablen g i , s 2 mit der Wahl derselben wechselt, 
namlich = - ist, unter m die Zahl der O-Stellen von e. oder# 9 , d. h. 
die Werthigkeit der Function g verstanden. 

Nun ist aber der Grad irgend einer multiplicativen Form in der- 
selben Weise von der Wahl der unabhangigen Variablen 0., g 2 ab-. 

Si 

hangig: er ist = -, unter d die um die Anzahl der Unendlichkeits- 
stellen verminderte Anzahl der Nullstellen verstanden. 

Der Grad irgend einer multiplicativen Form relativ zu den multipli- 
cativen Primformen ist von der Wahl der unabhangigen Variablen 
e { , z 2 sowohl wie von der Auswahl der speciellen Primform unabhangig, 
namlich gleich der um die Angahl der Unendlichkeitsstellen verminderten 
Anzahl der Nullstellen. 

Ich werde daher kiinftig, wenn ich nichts Besonderes hinzufiige, 
diese Zahl den Grad der Form nennen und mit d bezeichnen. 

Da die verschiedenen multiplicativen Primformen nur unwesentlich 
von einander verschieden sind, so werde ich auch fortan die urspriing- 
liche von der kanonischen Flache ausgehende Definition beibehalten, 
welche den fiir spatere LTntersuchungen wesentlichen Vorzug vor der all- 
gemeinen Definition hat, auch die Abhangigkeit von der Nullstelle 
genau festzulegen. 

§ 10. 

Die nirgends verschwindende gauze Differentialform dm und die 
zugehorigen multiplicativen Formen <&. 

Ausser den endlichen Formen habe ich in § 2 auch gewisse Dif- 
ferentiale und Differentialformen in Betracht gezogen. Es lassen sich 
nun leicht alle multiplicativen Differentialformen einschliesslich der 
Differentiale auf eine beliebige unter ihnen zuriiekfuhren, da ja der 
Quotient irgend zweier eine multiplicative Form sein muss. 

Jede beliebige multiplicative Differentialform gewinnt man aus irgend 
einer bestimmten durch Multiplication mit einem beliebigen Producte 
von Primformen und der Exponentialfunction eines beliebigen uberall 
endlichen Integrals. 

Die wichtigsten Differentialformen sind diejenigen, welche auf dem 
algebraischen Gebilde weder irgendwo verschwinden , noch unendlich 
werden. Der Quotient irgend zweier solchen Differentialformen muss 
eine multiplicative Form ohne Null- und Unendlichkeitsstellen, also die 
Exponentialfunction eines uberall endlichen Integrals sein. Also: 

Die allgemeinste nirgends verschwindende und nirgends unendlich 
werdende multiplicative Differentialform ist 
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da = e a , da z , 

writer da t die friiher auf dear kanonischen Fldche definirte Differentialform 

verstanden. 

Die Differentialformen dm haben also eine von der speciellen Dar- 
stellung unabhangige Bedeutung, und sind alle vom Grade — (2jp — 2); 
sie erscheinen aber im Allgemeinen sammtlich als multiplicative Formen, 
und nur im Falle einer kanonischen Darstellung wird eine der Formen 
da eine algebraische Form da,. Doch nimmt diese vom allgemeinen 
Standpunkte aus in keiner Weise eine Sonderstellung unter den ubrigen 
da ein, da man eine jede beliebige Form da sur algebraischen Dif- 
ferentialform da t machen Jcann, wenn man statt g x , z 2 geeignete ver- 
wandte Formen als unabhangige Veranderliche wahlt. 

Es thut daher der Allgemeinheit keinen Abbruch, wenn ich auch 
kunftig die in § 2 definirte specielle Differentialform da z zu Grunde lege. 

Multiplicirt man eine Differentialform da mit irgend einer multi- 
plieativen Form vom Grade 2p — 2, so entsteht ein multiplicatives 
Differential, welches durch Integration eine Function liefert, die bei 
Umlaufen der Variablen Substitutionen der Gestalt 

u' = ecu -J- (i 
erleidet. 

Insbesondere gehort su jeder Differentialform da ein System von 
multiplicativen Formen O vom Grade 2p — 2, welche mit da multiplicirt 
ein algebraisches Differential lief em, so dass 

4>.da = Alg F(e) . ds 
ist. 

Die den verschiedenen da entsprechenden Systeme von c|>-Formen 
unterscheiden sich nur um Exponentialfactoren , sind also mit einander 
verwandt. Die Multiplicatoren der sind die reciproken Werthe der 
Multiplicatoren des zugehorigen da. Die O-Systeme sind in dem- 
selben Sinne von der speciellen Darstellung unabhangig, wie die da. 

Im Falle einer Icanonischen Darstellung gehort m der algeoraischen 
Differentialform da z ein System von algeoraischen Formen (2p — 2)"" > 
Grades, die ich mit 0(» t , s 2 ) beseichne, so dass also 

«t>(* 1? e 2 ) . da, = Alg F(s) . ds 
ist. 

Diese bei kanonischer Darstellung algebraischen Formen (2p— 2) le " 

Grades — an deren Stelle bei anderer Wahl der kanonischen Variablen 

#, , s 2 auch jedes andere der verwandten Formensysteme $ treten kann — 

sind fiir die weitere Untersuchung von grundlegender Bedeutung. 
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Ihr allgemeiner Ausdruck ist 



a b 



^(N x t} ay .+ Nit]^). 



Ich unterscheide nun die Formen Ofo, s 2 ) m <7aw#e und gebrochene 
Formen; die ersteren schreibe ich, mit Meinem Functionsseichen: tp(s l , s 2 ). 

Eine Form q>{s x , s 2 ) giebt mit dco, multiplicirt ein iiberall end- 
liches algebraisches Differential; solcher Differentiale giebt es aber p 
linear unabhangige. Daraus folgt: 

Die ganstn Formen ip (#, , s 2 ) lassen sich durch p linear unabhangige 
unter ihnen linear und Jiotnogen msammensetsen: 

V (*j » *a) = *i 9»j (*i » «2> + *a V2 ("i » * a ) H H*p9>i>(*i»*2) 

<Pa(. s i #2) ■ dca z = dWa. 

Es sind dies dieselben Formen, die unter dem Namen „adjungirte 
Curven"*) die bekannte wichtige Rolle in der Theorie der algebraischen 
Integrate spielen. 

Ich erinnere nur an den Riemann-Roch'schen Satz, den ich hier 
in folgender Form ausspreche: 

Bern Gleichungssystem 

W?+W?+.-. + W? = K a {a = \,2,...p) 

genugen <x> d -P+°' PunMsysteme a lf a 2 . . . as, unter g' die AnsaM der- 
jenigen linear unabhangigen Formen <p{s i} s 2 ) verstanden, welche an 
sammflichen PunMen eines dieser PunMsysteme verschwinden. 

In Betreff der gebrochenen Formen Q>(0 lt 8 2 ) erinnere ich daran, 
dass die Summe der logarithmischen Residuen aller Unendlichkeits- 
stellen des Integrals 

/ <i>(e u g 2 ) . da e 

verschwinden muss. 

Es sei nun x 1 , x 2 eine einfache Unendlichkeitsstelle von («, , s 2 ) ; 

das erste Glied der Entwicklung nach steigenden Potenzen von P(nx) 
laute 

\P{xy)J 



A 



*) Nach der Terminologie von Brill und N other in Math, Ann. Bd. 7. 
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Ich behaupte dann: 

Der erste EntwicMwngscoefficient A ist gerade das logarithmische 
Besiduum der Stelle x. 

Es gelten namlich die Entwicklungen: 

P{xy) W J 

2p—2 

welche in das Integral eingesetzt die Entwicklung 

ergeben, womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

Der Residuensatz lasst sich daher in der Form aussprechen: 
Besitzt eine Form Ofo,^) nur ^infache Unendlichkeitsstellen, so 

ist die Summe der ersten EntwicMungscoefficienten nach Primformen an 

diesen Stellen gleich Null. 

§ 11. 
Reciproke multiplicative Formen. Erweiterter Riemann-Rocli'scher Satz. 

Ich neune zwei multiplicative Formen „reciprdke Formen", wenn 
ihr Product eine Form <t>(0 1} s 2 ) also bei unserer Darstellung durch 
kanonisehe Variable g lt s 2 eine algebraische Form vom Grade 2p — 2 ist. 

Es sei F(s l , e 2 ) die eine Form, S ihr Grad, p irgend einer ihrer 
Multiplicatoren, F'{z i , g 2 ) die andere Form, d' ihr Grad, q der q 
entsprechende Multiplicator ; dann ist nach Definition 

Ffa, e 2 ) . F'{s u z 2 ) = *(*,,«,), 
8 + d' = 2p — 2, q.q' = 1, 

Genugen die Null- und Unendlichkeitsstellen der eineu Form den 
Gleichungen 

a b 

so genugen die der andern Form den Gleichungen 

d b' 

wobei 

Ka + Ka = 

ist. 
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Die hierdurch festgesetzte reciproke Beziehung zwischen zwei 
Systemen multiplicativer Formen erweist sich fur die Abzahlung der 
Constanten sehr fruchtbar. Ein specieller Fall ist auch schon von 
Eoch in diesem Sinne verwerthet worden. Namlich die algebraischen 
Punctionen einerseits und die Formen 0(^ t , g 2 ) andererseits sind reciproke 
Formen; mit Riicksicht darauf lasst sich der gewobnliche Riemann- 
Roch'sche Satz auch so aussprechen : 

Die Ansahl der linear unabhangigen algebraischen Functionen, ivelche 
an s vorgegebenen Stellen unendlich werden diirfen, ist s — p-\-l-\-r', 
unter t' die Ansahl der linear unabhangigen reciproJcen gansen Formen 
<p{S\, 2 ) verstanden, welche an den gegebenen s Unendlichkeitsstellen ver- 
schwinden. Der Satz gilt iibrigens auch fur £ = 0; %' wird dann 
die Zahl p aller linear unabhangigen (p{s it s 2 ), und es wird also 
e — p-f-l-f- r'=l; d. h. es giebt nur eine linear unabhangige uberall 
endliche algebraische Function, namlich die Constante. 

Der Grad einer multiplicativen Form mit bestimmtem Multiplicator- 
system sei 8 , die Zahl der vorgegebenen Unendlichkeitsstellen s. Die 
8 -\- s Nullstellen a l , a 2 , • ■ . a^+ e miissen dann gewissen p Congruenzen 
von der Gestalt 

*C + W? + • • • + W a a *+° = K a 

genfigen. Nach dem Riemann-Roch'schen Satze besitzen nun diese Con- 
gruenzen cx)*-?-^' verschiedene Losungen, wenn %' die Anzahl der linear 
unabhangigen 9(^ 1; 2 ) bedeutet, die an einem der Punktsysteme 
a n a 2 , . . . aj+s verschwinden. 

Es giebt also e-\-8 — p -\-l-\-%' linear unabhangige multiplicative 
Formen F(s t , s 2 ) vom Grade 8 und von bestimmtem Multiplicatorsysteme, 
welche an e vorgegebenen Stellen unendlich werden diirfen, unter t' die 
Anmhl derjenigen linear unabhangigen <p(s t , s 2 ) verstanden, welche an 
den Nullstellen einer der Formen verschwinden. 

Es sei jetzt cp(s ly 2 ) eine dieser qp-Formen. Dann ist 

eine ganze zu F(s i , s 2 ) reciproke Form , welche an den e Unendlich- 
keitsstellen von F(s lf g 2 ) verschwindet. Umgekehrt, wenn f(s t , s 2 ) 
eine an den s Unendlichkeitsstellen von F(s t , s 2 ) verschwindende ganze 
reciproke Form ist, so ist 

cp(0 i! S 2 ) = F(s i ,0 2 ).f'{0 1 ,0 2 ) 
eine an den Nullstellen von F{s u s 2 ) verschwindende qo-Form. 

Also ist die Ansahl t' derjenigen linear unabhangigen cp(0i, s 2 ), 
welche an den Nullstellen einer multiplicativen Form verschwinden, gleich 
der Ansahl der linear unabhangigen gansen reciproJcen Formen, welche 
an den Unendlichkeitsstellen derselben Form verschwinden. 
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Dieser Satz mit dem vorhergehenden zusammen ergiebt die Er- 
weiterung des Riemann-Roch'schen Satzes fur die multiplicativen 
Formen : 

Es giebt e -{- 8 — p + 1 + x ' linear unabhdngige multiplicative 
Formen F(s l , s 2 ) vom Grade 8 und mit bestimmtem Multiplicaiorsysteme, 
welche an e vorgegebenen Stellen unendlich werden durfen, unter z' die 
Ansahl derjenigen linear unabhangigen gansen reciprdken Formen ver- 
standen, welche an den gegebenen e Unendlichkeitsstellen versehwinden. 

Fur gauze Formen gestaltet sich der Satz folgendermassen : 

1st 8 der Grad eines Systems multiplicativer Formen, die Ansahl 
der darin enthaltenen linear unabhangigen gansen Formen, 8' und 6' 
die entsprechenden Zahlen fiir das reciprdke System, so doss also 
8 -\- 8' — 2p — 2 ist, so bestehen die beiden reciprdken Belationen 

6 =8 — p -f- 1 -f- 0', 
0' = 8' — p + 1 + 0. 

Es ist dies im Grunde nichts anderes, als der bekannte Brill-Nother'- 
sche Reciprocitatssatz *) , welcher also jetzt mit dem gewohnlichen 
Riemann-Roch'schen Satze unter einen Ansatz als Specialfall des ver- 
allgemeinerten Riemann-Roch'schen Satzes gebracht ist, wahrend er 
sonst nur als Zusatz zum gewohnlichen Riemann-Roch'schen Satze 
erscheint. 

Es soil nun noch genauer untersucht werden, in welcher Weise 
die willkurlichen Constanten in unsere Formen eintreten. 

Es mogen die s Unendlichkeitsstellen von F{z i , s 2 ) getrennt 
liegen und die Coordinaten x(, x 2 ; xf, x 2 " ; . . . a;,'"!, # 2 I S I haben; die 
ersten Entwicklungscoefficienten daselbst sollen A i} A 2 , . . . A t sein. 

In dem speciellen Falle , wo F(s t , z 2 ) eine Form (J> (#, , s 2 ) ist, 
sind diese Coefficienten der Bedingung unterworfen : 

Was entspricht dieser Bedingung im allgemeinen Fall? 

Es sei /"(*,, s 2 ~\ irgend eine der 0' ganzen reciproken Formen. 
Dann ist F(e if s 2 ) .f'{s x , s 2 ) eine Form 00,, e 2 ), welche nur an den 
Stellen x{, x 2 \ x", x 2 " ; ... a^'l, x 2 \'l je mit dem Coefficienten 
A v f'(xJ v \, a? 2 M) unendlich wird. Daher muss die Gleichung 






Ayf (» 1 l'l,rB,i»l) = 



*) Brill-Nother: Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anwendung 
in der Geometrie § 5. Math. Ann. Bd. 7. 1873. 
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fur jede der 0' linear unabhangigen Formen f{e lf 2 ) erfullt sein, die 
ich der Reihe nach mit 

/i'(*i> "2)1 /i'(«n »i), • • • /*(*i, * 2 ) 
bezeichnen will. 

Die Coefficienten A v der UnendlichkeitssteUen 

*iW; *i", * 2 "; • • ■a5i , * l ,* 2 l*l 
ewer beliebigen multiplicativen Form geniigen, unter f t ' ($, , « 2 ), /^'(^ , # 2 ) ; 
• ■ • f& ( g u 82) die 0' linear unabhangigen ganzen reciproken Formen ver- 
standen, dem Gleichungssystem : 

Afi (*/» o + ^ a /i' (*r, o + • • • + mi w°\ ^ 2 |e| ) = 0, 

• 4f» «. *.') + ^2/2' «, O + • • • + ^./j' (s,i", * 2 M ) = 0, 

^1# (*l'» O + '^2/0' «', %") + • • • + A e fa'(x^\, X t W) = 0. 

Wenn nun aber t' linear unabhangige Cornbinationen der /"/, /j' ; . . ./"„" 
an den sammtlichen Stellen a;,!"!, a^l*' verschwinden, so sind tt' dieser 
Gleichungen identische Folge der iibrigen, die A r also nur 0' — %' 
unabhangigen Bedingungsgleichungen unterworfen. Daraus folgt: 

Die Coefficienten A v der s UnendlichkeitssteUen einer multiplicativen 
Form lassen sich linear und homogen aus s — 0' -\- t' willkurlichen 
Grossen susammensetsen , unter 0' die ZaM aller linear unabhangigen 
ganzen reciproken Formen, unter t' die ZaM derjenigen linear unab- 
hangigen gansen reciproken Formen verstanden, welche an sammtlichen 
e UnendlichkeitssteUen verschwinden. 

Im Allgemeinen sind die A v nicbt die einzigen willkurlichen Con- 
stanten der Form. Denn man kann immer noch ohne Aenderung der 
A v eine beliebige lineare Combination der ganzen Formen f(z i , s 2 ) 
desselben Grades und Multiplicatorsystemes hinzufugen. Man findet 
mithin als Gesammtzahl der willkurlichen Constanten 

£ — 0' -f- t -j- , 
welche Anzahl wegen der oben gegebenen Relation 

— 0' = d — p + I 
in der That mit der friiher gefundenen Constantenzahl 

E + § — j> + 1 + r' 
ubereinstimmt. 

Von den s + S — p + 1 + ^' willkurlichen linearen Constanten 
einer multiplicativen Form kommen s — 0' -\- x' auf die Coefficienten 
der UnendlichkeitssteUen , auf die noch willkurliche game Form. 

Ich bemerke noch, dass alle diejenigen Falle, wo sowohl ewiee' 
von Null verschieden sind, besondere Werthe der Integralsummen, und 
also auch besondere Multiplicatorsysteme voraussetzen. 
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Ben Fall, wo entweder oder 0' gleich Null ist, wenn es also war 
in einem der beiden reciproken Formensysteme (oder in keinem, wenn 
8 = p — 1) ganse Formen giebt, nenne ich den „ allgemeinen Fall". 

Im allgemeinen Fall ist /'wenn 

3>p — list, = 8 — p+1, e' = 0, 
wenn 

d<,p — list, <j=0, a' = 6'— p + 1. 

Der allgemeine Pall liegt z. B. immer vor, wenn entweder 8 < oder 
8 > 2p — 2 ist. Fur <J = sowie (J = 2p — 2 ist der allgemeine 
Fall durch die nichtalgebraischen und nicht mit algebraischen ver- 
wandten Functionen bezw. Formen vorgestellt. 

§ 12. 
Mindestanzalil der Unendlichkeitsstelleii einer multiplicativen Form. 

Es sei Grad und Multiplicatorsystem einer Form gegeben. 

Wie gross ist die Mindestansahl von UnendlicJikeitsstellen , wenn 
dieselben ihrer Lage nach heinen Bedingungen unterworfen, also gang 
frei beweglich sein sollen? 

Es sei (j die Anzahl der ganzen Formen vom selben Grad und 
Multiplicatorsystem, 0' die Anzahl der ganzen reciproken Formen. 

Ich untersuche die folgenden beiden Falle: 

1) s > 0', 

2) £ <; 0'. 

Im Falle 1) s > 0' ist die Anzahl e -f- 8 — p + 1 + *' der will- 
kiirlichen Constanten einer Form mit irgendwie vorgegebenen s Un- 
endlichkeitsstellen grosser als ' -\- 8 — p -\- 1 , also grosser als 6, 
d. h. diejenigen Formen, welche iiberall mit Ausnahme hochstens der 
e vorgegebenen Stellen endlich bleiben, besitzen mehr willkiirliche 
Constanten, als die iiberall endlichen Formen. In Folge dessen ist die 
Moglichkeit, dass die Formen alle auch an den gegeben en £ Stellen 
endlich bleiben, ausgeschlossen , und man erhalt also fiir 

sicher noch wirklich unendlich werdende Formen. 

Im Falle 2) e^e' ist bei allgemeiner Lage der Unendlichkeits- 
stellen %' = 0' — e, also die Zabl der willkurlichen Constanten 

£ + <J — p + 1 + t' = (7. 

Die Zahl der Constanten in denjenigen Formen, welche an den 
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gegebenen Stellen unendlich werden durfen, ist also ebensogross, als 
die Anzahl der Constanten in denjenigen Formen, welche nirgends 
unendlich werden, d. h. wir bekommen in Wahrheit keine Formen 
mehr mit Unendlichkeitsstellen. Das Ergebniss der Untersuchung 
ist also: 

Die Mindestanzahl frei beweglicher wirklicher Unendlidikeitsstellen 
einer multiplicativen Form ist 

^ e = tf' + \=p -d + e, 

also urn 1 grosser als die Zahl der ganzen reciprohen Formen. 

Die Zahl der willlcurlichen Constanten in einer Form mit dieser 
Zahl der Unendlichkeitsstellen ist bei allgemeiner Lage derselben um 1 
grosser ah die Zahl der Constanten in einer gansen Form vom selben 
Grade und Multiplicatorsystem , und die Coefficienten der Unendlichkeits- 
stellen sind im selben Falle jedesmal eindeutig bestimmt. 

Multiplicative Formen mit nur einer beweglichen Unendlichkeitsstelle 
giebt es ausschliesslich dann, wenn es Jceine gansen reciprohen Formen 
giebt, also nur im allgemeinen Falle fur 8 ^>p — 1. 

Die ausgesprochenen Satze geben die Mindestanzahl ganz allgemein 
gelegener* Unendlichkeitsstellen; man kann dieselben, jede einzelne 
ganz beliebig, sich bewegen lassen, und doch den Zahler der Form 
immer so bestimmen, dass die Form dasselbe Multiplicatorsystem bei- 
behalt. In jedem einzelnen Stadium der Bewegung sind dabei die 
Coefficienten der Unendlichkeitsstellen im Allgemeinen ihren Ver- 
haltnissen nach .wohlbestimmt. Doch bei specieller Lage der Unend- 
lichkeitsstellen — z. B. wenn man als Dnendlichkeitsstellen irgend s 
der Nullstellen einer ganzen reciproken Form wahlt, — erhoht sich 
die Constantenzahl des Zahlers, so dass man einen oder mehrere dieser 
Coefficienten zum Verschwinden bringen kann, dass man also eine 
Form mit einer geringeren Anzahl von Unendlichkeitsstellen erhalt, als 
die eben gefundene allgemeine Mindestanzahl angiebt. 

Dies ist aber, wie ich wiederhole, nur fur specielle Lagen der 
Unendlichkeitsstellen moglich ; man kann diese dann , wenn das Multi- 
plicatorsystem dasselbe bleiben soil, nicht mehr ganz beliebig variiren, 
sondern sie miissen ein System von weniger als s Graden der Freiheit 
bilden. Die Frage nach der Mindestansahl der Unendlichkeitsstellen von 
beschranMer Bewegungsfreiheit haben die Herren Brill und Not her 
in der oben angefuhrten Abhandlung fiir die algebraischen Functionen 
beantwortet, nachdem schon Riemann eine erste Abzahlung gegeben 
hatte. Ganz entsprechend gestaltet sich dieselbe Untersuchung fiir die 
multiplicativen Formen. Ich will hier nur die beiden wichtigsten 
Grenzfalle kurz erortern: 
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1) Welches ist die Mindestanzahl der UnendlicKkeitsstellen iiber- 
haupt ? 

2) Welches ist die Mindestanzahl heweglicher Unendlichkeitsstellen. 
Zu 1) findet man, wie ich gleich im Voraus bemerke, entweder 

feste Unendlichkeitsstellen, oder solehe von einem Grade der Freiheit, 
zu 2) solehe entweder von einem oder von zwei Graden der Freiheit. 

Beide Fragen werden, im Gegensatz zu der Frage nach der 
Mindestanzahl frei beweglieher Unendlichkeitsstellen , nur unter Voraus- 
setzung allgemeiner Multiplicatoren, sowie allgemeiner- Moduln des 
algebraischen Gebildes beantwortet werden , so dass fur specielle Moduln 
und Multiplicatoren sehr wohl eine kleinere Zahl von Unendlichkeits- 
stellen moglich ist. 

Damit x' , x", ... a;! 8 1 wirkliche Unendlichkeitsstellen sein sollen, 
muss das Gleichungssystem auf Seite 315 mindestens ex 1 , allgemein 
00?+! Losungen in nicht verschwindenden Grossen A l} A 2 , . . . A s 
besitzen. Da man s ^ <j' annehmen darf , so miissen also die sammt- 
lichen (e — p)-gliedrigen Determinanten der Matrix 

/ 1 \ X i > x 2 12 \ X i > X 2 ) ■ • ■ fa' { x i ) x <i) 

IX \ x \ 1 X 2 ) /2 \ x l > X 2 ) • ' • fa' ( x l > x 2 ) 

AW, *2 M UW\ X 2 M • • ■ fa'^l^, * 2 M ) 

verschwinden. Dies ergiebt 

( e + l)(tf'-« + l) 

unabhangige Gleichungen fiir die e Punkte %', x", . . . stf'K 

Sollen die Losungen nun ein System von t Graden der Freiheit 
bilden, so muss allgemein zu reden 

£-( P + l)((j'— £+1) — t;>0 
sein, oder 

r _ (e + i)g' + (e + i + 
<? + 2 

Ich brauche nur p = zu berucksichtigen , da man fur q > 
niemals kleinere Zahlen als fiir p = erhalt, und wenn gleiche Zahlen, 
dann immer einen geringeren Grad t der Freiheit. 

Nehme ich also q = an, und sehe vorderhand von einer Unter- 
suchung, ob die Gleichungen mit einander vertraglich sind, ab, beriick- 
sichtige aber, dass jedenfalls 

«;> — s 

sein muss, so finde ich als 
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Mindestamahl der UnendlicMeitsstellen 

1) von fester Lage: 

s = J" , wenn 8 > — p ist 

keine Losung , „ 8 < — p „ 

2) von einem Grade der Freiheit: 

g' -4- 2 
£ = — g — , wenn 3 ^> — {p -\- 1) istf 



to'we Losung, 



<-(i>+l) 



vorausgesetst , dass 
s'= l(mod. 2), 



vorausgesetst, dass 
<J' = 0(mod. 2), 



vorausgesetst, dass 
e' = l(mod. 2). 



3) vow wei Graden der Freiheit: 

£ = — ^, weww # I> — (p + 2) wtf 

fceiwe Losung, „ 6* < — (p+2) „ 

In den ausgeschlossenen Fallen 

8<-p, d<-(p + l), d<-(p + 2) 
ist die betreffende Mindestanzahl einfach s = — <J , der Grad der 
Freiheit jedoch ein grosserer, namlich t — e — p = — p — 8. 

Es ist nun noch zu untersuchen, wie viel verschiedene Systeme 
von fester Lage, von einem Grade der Freiheit, von zwei Geraden der 
Freiheit das durch die Matrix vorgestellte Gleichungssystem liefert; 
dadurch wird zugleich die Frage beantwortet, ob die Gleichungen 
uberhaupt mit einander vertraglich sind. Es ist das im Wesentlichen 
ein geometrisches Problem, welches darauf hinauslauft, die durch die 
Gleichungen 

*i = ft (*i i « 2 ) . X 2 = fti'i . *i) - • • • X* = /„' (% , e 2 ) 
vorgestellte Curve vom Geschlechte p im (ff' — 1) dimensionalen Eaume 
in Bezug auf gewisse Singularitaten zu untersuchen. 

Der Kurze halber gebe ich einfach die Resultate, welche aus der 
von den Herren Brill und Nother in § 11 ihrer Abhandlung an- 
gegebenen Formel hervorgehen: 

Es bezeichne m die Anzahl der alien f x ', f 2 ', . . . ft gemeinsamen 
Nullstellen, t den Grad der Freiheit je eines Losungssystems , a die 
Anzahl der unterschiedenen Losungssysteme; dann ist 

8 =p-\- 6 — 2£ + t, 

8' =p — -\-2s-t-2, 



6 ■ = 2e — t 



1. 
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Man kann den Ausdruck fur a auch in einer andern Weise dar- 
stellen. Die Summe 

c)-oc=j)+© (:::)-+•■• 

ist namlich der Coefficient des von x freien Gliedes in der Entwicklung 
folgenden Ausdrucks nach steigenden Potenzen von x, 

Daraus folgt: 

k ist der Coefficient des von x freien Gliedes in der Entwicklung von 

(l+x) p (l-xf+' tt 
x°-' 

nach steigenden Potenzen von x. 

Besonders einfach wird a ira allgemeinen Falle. Da fiir diesen 

das Problem nur fiir d <^ p — 1 existirt, so ist 6 = 0. Zugleich ist 

ra = , so dass « der Coefficient des von x freien Gliedes in der 

Entwicklung von 

(LzfOf 

as-' 
wird. 

Im allgemeinen Falle wird daher 



'-{.?■*)■ 



p(p-l)...(p-s + t + l) 
1.2...(s — t) ' 



d'=p + 2 £ - t — 2, 

Die oben vorgenommene Aussebliessung der Wertbe d < — (p -\-f) 
findet sicb also auch in der Forinel fur a begrundet. Denn aus 

3=p — 2a + t< ~(p + i) 
folgt 

p— £ +t+ 1^0, 

so dass dann — da fiir negative 3 immer der allgemeine Fall vor- 
liegt — in der That a = wird. 

Ich wende ferner die Formel noch auf den Fall der algebraischen 
Functionen und auf den Fall der bei kanonischer Darstellung alge- 
braischen Formen vom Grade 2p — 2 d. h. der Form <t> (g t , s 2 ) an. 

Im ersten Fall ist 

* = 0, d=2,-2 ra==() 

0=1, G'=p, 
und 

£ _ P + * + * 
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wo fur ungeradzahlige p nur t = und t = 2, fur geradzahlige p 
dagegen nur t = 1 in Betracht kommt. 
Allgemein setze ich 

p = 2e — t — 1. 
Die Anzahl der Losungen a ist der Coefficient des von x freien Glied 



es 



in der Entwicklung von: 



(l+xf'-'-i .(l-x) 



(2s — t— 1\_ /2s — *— 1\ (is-t—l) (S«-*-S) ...(e + l) 

•\ £ — * / \S — t—lJ 1.2...( £ — f) 

mithin 

fur * = « = 0, 

fur^=l g = (««-g)("-3)...(« + i) 
1 . 2 ... (e — 1) ' 

f«r*=2 K== (^-2)(2e-3)...(e+l), 
1.2...( £ -1) 

Die Unendlichkeitsstellen einer algebraischen Function sind also 
immer beweglich, und die Mindestanmhl derselben ist bei geradsahligem 

p gleich ^— , bei ungeradmhligem p dagegen gleich ^4~ ' ^ m ersten 
Falle besitsen die Unendlichkeitsstellen einen, im andern zwei Grade der 
Freiheit; die Anzahl der verschiedenen Systeme von Unendlichkeitsstellen 
ist beidemal 

(2«-8)(2«-8) ...(«+!) *. 
U ~ 1.2...( £ -1) ' J 

Fiir die algebraischen Formen vom Grade 2p — 2 ist 

d = 2p-2, d' = 0, 2 + i 

CO = 0, £ = —2—. 

(j =-jj, a = 1, 2 

Es kommt nur £ = mit s = 1 und < = 2 mit £ = 2 in Betracht. 
Die Anzahl a ist der Coefficient des von x freien Gliedes in der Ent- 
wicklung von 

(l+x) p .(l-x) p 

also 





x°~ 


« 






fiir t 


= 


a 




o, 


fiir t 


= 2 


a 




1. 



*) Dieser von mir gefundene geschlossene Ausdruck der Zahl a stimmt genau 
mit den beiden von Herrn Brill in Math. Ann. Bd. 36. S. 358 angegebenen ge- 
sohlossenen Ausdriicken iiberein. Leider war mir zur Zeit der Abfassung meiner 
Arbeit diese Abhandlung von Herrn Brill weder bekannt noch zuganglich. 

Mathematisohe Annalen. XLIV. 21 



322 Eknst Ritteb. 

Die Mindestanzahl der Unendlichkeitsstellen einer nicht garnsen 
algebraischen Form <t>Oi,%) vow, Grade 2p — 2 ist e = 2. Diese 
bilden dann ein einsiges frei bewegliches System. 

Alle die vorstehenden Satze, mit Ausnahme derjenigen fiber die 
Anzahl der frei beweglichen Unendlichkeitsstellen, beziehen sich nur 
auf allgemeine Moduln des algebraischen Gebildes und auf allgemeine 
Multiplicatorsysteme. Fur specielle Multiplicatorsysteme auf algebraisthen 
Gebilden von speciellen Moduln Jcann die Mindestanzahl der Unendlich- 
Tceitsstellen sehr woM eine Meinere sein, als die angegebene. Z. B. ist 
die Mindestanzahl der beweglichen Unendlichkeitsstellen einer alge- 
braischen Function auf einem hyperelliptischen Gebilde bekannter- 

massen nicht ~t bezw. ^T" , sondern 2. 

Fur specielle Multiplicatorsysteme kann sich z. B. auch auf einem 
beliebigen algebraischen Gebilde die Anzahl wenigstens der festen 
Unendlichkeitsstellen selbst bis ( — d) erniedrigen, welche Zahl jeden- 

falls fur — p < d < kleiner als die allgemeine Mindestanzahl p ~ ist. 

Eine solche Emiedrigung der allgemeinen Grense Jcann aber, mogen 
die Moduln allgemein oder speciell sein, jedenfalls nicht fur alle Multi- 
plicatorsysteme stattfinden. 

Denn gesetzt, das Congruenzensystem 

w* + w* ^ f_ w a/s +°— W*' — Wf TP M = E a 

CC Ob ■ ' GC CC lC u 

liefere fur jedes der oo^ Systeme von Werthen K a ein mindestens £-fach 
unendliches System von Punktgruppen a i} a 2 , ... a^ e , x, %", . . . #l e| , 
so miisste das System aller moglichen Punktgruppen ein mindestens 
(p-\-t)-f&ch mannigfaltiges System sein, also 

sein, d. h. es ware a mindestens gleich der oben gefundenen Mindest- 
anzahl fur den allgemeinen Fall; und fur diejenigen Werthe von 8, 
fur welche diese Formel nicht gilt, d. h. fur d < — (p-\-t) und fur 
8^>p — 1, ist es selbstverstandlich, dass die da sich allgemein ergebenden 
Mindestanzahlen ( — 8) und t nicht noch weiter erniedrigt werden 
konnen. 

Sieht man nun aber ganz davon ab, bei der Variirung der Formen 
das Multiplicatorsystem derselben festzuhalten , so horen alle Unter- 
schiede zwischen den verschiedenen algebraischen Gebilden auf. Dann 
namlich kann man jede Nullstelle und Unendlichkeitsstelle und ausser- 
dem noch jede der Constanten ifc , h a des allgemeinen Ausdrucks einzeln 
beliebig variiren ohne aus dem Gebiet der multiplicativen Formen des 
bestimmten Grades herauszutreten. 
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Dies giebt auch Aufklarung dartiber, wie es moglich ist, dass auf 
algebraischen Gebilden von bestimmten Moduln gewisse algebraische 
Functionen- und Formensysteme scheinbar isolirt auftreten, die auf 
anderen Gebilden , wenn auch mit noch so wenig verschiedenen Moduln, 
nicht zu existiren scheinen. 1st namlich die Anzahl der Null- und 
Unendlicnkeitsstellen zu gering, so kann man bei allgemeiner Variation 
der Moduln nicht mehr durch Variation der Null- und Unendlicnkeits- 
stellen erreichen, dass das Multiplicatorsystem dasselbe bleibt. 

Bei Variation der Moduln des algebraischen Gebildes verwandeln 
sich die speciellen algebraischen Functionen in nothwendig multiplicative 
Functionen, wahrend man die allgemeinen algebraischen Functionen so 
einrichten kann, dass sie algebraisch bleiben. 

Es ist jedoch nicht nothig, dass bei der in Rede stehenden Variation 
alle algebraischen Functionen mit einer gewissen Anzahl von Unendlich- 
keitsstellen wieder in einem System mit gemeinsamem Multiplicatorsystem 
zusammen bleiben, sondern sie werden im Allgemeinen verschiedene 
Multiplicatorsysteme bekommen mussen. 

Inwieweit ein solches Zusammenbleiben moglich ist, inwieweit es 
auch auf allgemeinem algebraischen Gebilde in dem Sinne specielle 
Multiplicatorsysteme giebt, dass zu ihnen nicht nur einzelne Formen 
sondern ganze Formensysteme mit einer geringern als der allgemeinen 
Mindestanzahl von Unendlicnkeitsstellen gehoren, das ware einer ge- 
nauern Untersuchung werth. Was ich in meiner Note in Nr. 3 der 
Gott. Nachr. vom Jahre 1893 auf Seite 133 fiber specielle Multiplicator- 
systeme sage, bezieht sich nur auf solche Multiplicatorsysteme, zu denen 
wenigstens einzelne Formen mit einer geringern Anzahl dann naturlich 
im Allgemeinen fester Unendlicnkeitsstellen gehoren. Solche specielle 
Multiplicatorsysteme giebt es naturlich immer. Ueberhaupt habe ich an 
jener Stelle den Unterschied zwischen festen und beweglichen Unend- 
licnkeitsstellen nicht hervortreten lassen , haupts'achlich in Folge meines 
Ausgangs von den automorphen Formen, bei denen die zwischen d = 
und d = 2p — 2 liegenden Falle zunachst zurucktreten. 

§ 13. 
Die Elementarformen. 
Wir haben oben gesehen, dass irgend eine multiplicative Form 
von bestimmtem Grad und Multiplicatorsystem durch das Verhalten in 
ihren Unendlicnkeitsstellen soweit gekennzeichnet ist, dass nur noch 
eine lineare Combination einer hinreichenden Anzahl ganzer multiph- 
cativer Formen desselben Systems willkurlich bleibt. Ein specieller 
Fall multiplicativer Formen sind die algebraischen und von diesen 
wieder die rationalen Functionen. Diese sind durch das Verhalten in 

21* 
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ihren Unendlichkeitsstellen bis auf eine willkurlich bleibende Constante 
bestimmt. Das fuhrt aber bei den rationalen Punctionen dazu, die- 
selben aus Partialbrucheu und einer Constanten darzustellen ; ich will 
solche einfache Darstellungselemente in Anlehnung an den von franzosi- 
scben Mathematikern gebrauchten Ausdruck ^elements simples" all- 
gemein „Elementarfunctionen" und wenn es sich um Formen handelt 
„ Elementarformen" nennen. Bei den rationalen Functionen ist die 
Elementarfunction wieder eine Function derselben Art, eine rationale 
Function, und zwar eine solche, welche immer nur an einer Stelle 
unendlieh wird. Auch die algebraischen Functionen stellt man durch 
Elementarfunetionen dar. Hier bietet sich aber die Schwierigkeit, 
welche darin liegt, dass es keine algebraischen Functionen mit 
nur einer Unendlichkeitsstelle giebt. Man ist daher gezwungen, ent- 
weder zu der variablen Unendlichkeitsstelle noch eine Anzahl fester 
Unendlichkeitsstellen hinzuzunehmen , — dies geschieht z. B. wenn 
man irgend eine elliptische Function als Summe von Functionen 

- p u ~*~ ** — darstellt — oder man muss Functionen einer allgemeineren 

2 pu — @v ° 

Art als Elementarfunetionen heranziehen, — im algebraischen Falle 
Integrale zweiter Gattung. 

Beide Arten von Darstellungen sind nun auch fur die allgemeinen 
niultiplicativen Formen moglich, und es wird sich dabei ein iiber- 
raschender Zusammenhang zwischen den Elementarformen der einen 
und der andern Art herausstellen. Alle bekannten Darstellungen der 
algebraischen Functionen durch Elementarfunetionen, sowohl durch 
algebraische, wie durch Integrale, ergeben sich dann als Specialfalle 
unserer Formendarstellungen durch multiplicative Elementarformen. 

Es ist also die Aufgabe, sammtliche multiplicative Formen eines 
Systems vom Grade d und dem Multiplicatorsystem q x durch Elementar- 
formen darzustellen, — wobei ich mich in dieser Arbeit auf Formen 
mit nur einfachen Unendlichkeitsstellen beschranke. — 

Wenn das System auch ganze Formen, etwa in der Anzahl (?, 
enthalt, so hat man ausser den gebrochenen auch noch game Ele- 
mentarformen nothig, namlich irgend 6 linear unabhangige ganze 
Formen des Systems, welche fcfa, s 2 ), f 2 (e t , s 2 ), ... fa(e u e 2 ) 
heissen sollen. 

Jede oelieoige ganze Form des Systems lasst sich dann auf eine 
und nur auf eine Weise in der Gestalt darstellen: 

fifi , *«) = -B,/; (*, , 2 ) + B 2 f 2 (0 t , «,) H h Bifafa , 2 ) 

Denn waren irgend zwei Darstellungen derselben Form einmal mit 
den Coefficienten B^, das andere Mai mit den Coefficienten C^ moglich, 
so miisste 
(*l ~C x )f x (* t , 2 ) -f (B 2 - C 2 ) f 2 {e 1>Bl ) + ... + (B a - C„) fa (*, , «.) 
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identisch verschwinden, was eine lineare Relation zwischen den f u f 2 >—fo 
ergabe, entgegen der Voraussetzung iiber die Auswahl dieser Formen. 

Was nun die gebrochenen Elementarformen betrifft, so will ich 
zuerst von solchen Elementarformen sprechen, welche selbst multipli- 
cative Formen desselben Systems sind, wie die darzustellenden Formen; 
ich will sie „Elementarformen der ersten Art" nennen. 

Wenn es im reciproken System g' linear unabhangige ganze Formen 
giebt, so ist die Mindestanzahl willkurlich anzunehmender Unendlich- 
keitsstellen 6' + 1. 

Ich verstehe nun unter einer JElementarform erster Art eine solche 
multiplicative Form des oetreffenden Systems, welche nur an s' festen 
Stetten y', y'', ... J/'"' 1 von allgemeiner Lage und an einer varidblen 
Stelle x je einfach unendlich werden, und swar an der Stelle x mit 
dem Coefficienten 1. 

Der allgemeine Ausdruck der Elementarform in Primformen ist: 

T . ., ■._ 1_ ~P{xy') P(xy")...P(xy\"'\) 

(1) A(_S l} t ; X v X 2 )- ¥ ^ ■ - W) _^„ } ^ - M&]) 

P{za l )P{za i )...P{za p+a ) -^*«"«" 
P(xa l )¥(ssa 2 )..,P(gea p+(l ) 

wobei die Constanten folgenden Bedingungen geniigen mussen: 

(1) W a a ' + F? H h W a / +a =^(h x co ttX + hi co^ x ) 

+ ( wi + wt + • • • + wf ] ) + w: , 
=K a +(wt + wt + • • • + wf) + w i, 

(2) l a = ^j Qly. n«x + K Va*)- 

x 

Dabei sollen die festen Unendlichkeitspunkte y', . . . yW eiue 
solche Lage haben, dass die Coefficienten des Unendlichwerdens in 
ihnen durch die Lage des Pnnktes x eindeutig bestimmt sind. Es 
seien a,, a 2 , . . . a a < die Coefficienten des Unendlichwerdens in 
y', y", . . . yl'o'l. Dieselben mussen mit dem Coefficienten 1 der Stelle x 
durch folgende Gleichungen verbunden sein, in welchen f,', f 2} .../„' 
die 6' linear unabhangigen- ganzen Formen des reciproken Systems 
vorstellen : 

, 9S «>/»' (yi',y*')+ «2/i' (3/x",yr>+- ~+«* K WW) +/i'(^) = o, 
{?) : : : 

«yf* W,9i) + *J« (Jfi", 2/2") + • • ' + «* f* WW) +/J (*„*,) = 0. 
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Damit die a, , a 



... a a - hierdurch immer eindeutig bestimmt sind, 
ist hinreichende und nothwendige Bedingung, dass die Determinante 

fi'W,y*'), ft'toi",**"), ■ . /i'G'i'W) 
U(y\,yi), fiiyfiyi'). 



/j'(yl°W) 



^o 



fHyt, 2/2')- f'Ayi", §0, • • • # W> ^'') 

ist, d. h. dass es kerne nur an den Stellen y', y" , . . . y\ & \ wirklich 
unendlich werdende Form desselben Systems, oder dass es keine an 
sammtlichen Stellen y', y", . . . yW verschwindende ganze Form des 
reciproken Systems giebt. In solcher Weise kann man die festen Un- 
endlichkeitsstellen aber sicher wahlen; denn wenn es fur jede Lage 
derselben eine nur an diesen unendlich werdende Form gabe , so ware 
die Mindestanzahl allgemein gelegener Unendlichkeitsstellen nicht 
0' -\- 1, sondern < 0' . 

Setst man eine solche allgemeine Lage der festen Unendlichkeitsstellen 
voraus, so sind die Coefficienten in denselben durch das Gleichungssystem (3) 
immer eindeutig bestimmt, welches auch die Lage der variablen Unend- 
lichkeitsstelle x sein mag. 

Durch das Congruenzensystem (1) sind die Stellen a l} a 2 , . . . Op+o 
derart als Functionen der variablen Unendlichkeitsstelle x bestimmt, 
dass diese Functionen noch willkiirliche Parameter enthalten, fur 
welche man beliebige ein- oder mehrdeutige Functionen der Unend- 
lichkeitsstelle x einsetzen kann. 

Ich zeige nun, dass die definirte gebrochene Elementarform im 
Verein mit den ganzen Elementarformen in der That zur Darstellung 
aller multiplicativen Formen des Systems mit nur einfachen Unend- 
lichkeitsstellen brauchbar sind. Ich behaupte also: 

Jede multiplicative Form F{g u z 2 ) des Systems, welche an den 
Stellen x', x", ... #l E l und nur an diesen je einfach mit den Coeffi- 
cienten A lt A 2 , . . . A e unendlich wird, hat die Gestalt: 

(II) F( gi ,0 2 ) 



H=a 



■^A V A(0 U 2 ; 4"', »1") +yB li f fl (a, , *,). 



Dass die hierdurch dargestellte Form eine multiplicative Form des 
Systems ist, welche an den Stellen x , x", . . . x^ in der vorge- 
schriebenen Weise unendlich wird, ist ohne Weiteres klar. Es muss 
aber noch bewiesen werden, dass sie an keiner weiteren Stelle un- 
endlich wird. 

Sie konnte nur noch an den Stellen y',y", ... yW unendlich 
werden ; die Ooefficienten des Unendlichwerdens an diesen Stellen wiirden 
dann folgende sein: 
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* = 1 r = l 1>— 1 

wo die ai' 1 , ajs*', . . . ccp je aus folgenden Gleichungssystemen zu be- 
stimmen waren: 

«iV/(^^+«i w /i'(2/A^+"'+«!;7 ] '(^urH/ii4 v ur i )=o, 
«r i A'( ? / 1 ',2/ 2 ')+«iV 2 '(2/ 1 ",^")+-+^ 1 /,'(«')+ /^un = o, 

Da nun aber die Coefficienten A v nach dem Residuensatz den Gleichungen : 

V = B 

(4) 2j 



A v 'ft(x^ 1 x^) = 0, 



r=l 

genugen, so folgen fur C x , C 2 , . . . CV die Gleichungen : 

<?i /,' &', y,') + C 2 ft (y,", y 2 ") + ■ ■ ■ + C« ft{y[ a \ yif ') = 0, 
C i ft (y/, y 2 ') + C 2 ft{y{', y 2 ") + • • • + C<U{$\ yf l ) = 0, 

Cj # (y/, y 2 ') + C 2 /*; (y,", y 2 ") + • • + C< U(y[ a \ yf l ) = 0, 

Hier ist aber, wie wir wissen, die Determinante der f von Null ver- 
schieden; daher miissen sammtliche C v C 2 ,...C<f verschwinden , die dar- 
gestellte Form also an den Stellen y', y",. . ., yl B 'l endlich bleiben. Der 
Beweis zeigt zugleich, dass die Gleichungen (4) nicht nur notbwendige, 
sondern auch hinreichende Bedingungen dafiir sind, dass die recbte 
Seite von (II) eine multiplicative Form vorstellt, welcbe nur an den 
Stellen x', x", . . . x^ unendlich wird. 

Um nun zu den „Elementarformen der sweiten Art" zu gelangen, 
welcbe im Allgemeinen nicbt multiplicative Formen, wie die darzu- 
stellende Form sind, so betracbte ich die oben gewonnene Elementarform 
als Function ihrer variablen Unendlicbkeitsstelle x. Zu dem Zwecke 
miissen freilich die in den a v a 2 ,... a p+a willkurlicb gebliebenen e Para- 
meter in irgend einer Weise, tiber welcbe ich jetzt gar keine Voraus- 
setzung machen will, als bestimmte Functionen von x festgelegt werden. 

Da P(g, x), wahrend es in s u s 2 vom Grade — ist, in den 
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-2p+l 



Variablen x i , x 2 den Grad ~- besitzt, so ist die Elementarform, 

wenn sie in s x , s 2 den Grad - hat, in x n x 2 vom Grade 

2p — 2 — S <T 

in ~ m 

Man hat also den Satz: 

Die Elementarform erster Art hat als Form ihrer variablen Unend- 
lichkeitsstelle denselben Grad, wie die reciprolcen multiplicativen Formen. 
Die EntwickluDgen der Elementarform an der Stelle s = x: 



(ax, bx = Formen von x l} x 2 ), 
lassen sich in Entwicklungen folgender Gestalt umsetzen: 



w MM) +1 -^-+24M) ■*>#. 



m -g (, 1 ,, 2 )-(^ +1 (^)- l +^i(||r a - c«y, 

(«*, % = Formen von e l , s 2 ). 

Man sieht daraus: Wahrend der Ausgangssweig von A(s lf s 2 ; x i} x 2 ) 
als Form von g lt s 2 an der Stelle x mit dem Coefficienten + 1 un- 
endlich wird, wird er als Form von x t , x 2 mit dem Coefficienten — 1 
unendlich. 

Lasst man nun #,, g 2 irgend einen gesehlossenen TJmlauf aus- 
fiihren, so multiplicirt sich die Elementarform, also auch der Coeffi- 
cient des Unendlichwerdens, mit dem zugehorigen Multiplicator q x . Man 
kann aber wohlverstanden diesen Umlauf nur in dem gesehlossenen 
Ausdruck, nicht in einer der Reihen (a) oder (/3) ausfuhren, weil man 
dabei die Convergenzgrenze derselben nothwendig uberschreiten musste. 

Es soil nun aber auch x lt x 2 einen Umlauf machen, und unter- 
sucht werden, mit welchem Coefficienten der dadurch zu gewinnende 
neue Zweig der Elementarform an der Stelle s unendlich wird. Dieser 
Umlauf lasst sich ebensowenig, wie derjenige von ^ n s 2 in einer der 
Eeihenentwicklungen ausfuhren. 

Wohl aber kann man die Reihen benutzen, urn einen simultanen 
Umlauf von z und x daran auszufuhren ; denn dadurch , dass man 2 
und x in jedem Stadium des Umlaufs einander hinreichend nahe wahlt, 
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kann man bewirken, dass die Convergenz der Reihen stets erhalten 
bleibt. Dabei geht aber das unendlich werdende Glied sowohl der 
Reihe (/3) wie (/?') wieder in sich selbst fiber, wahrend die weiteren 
Coefficienten sicb im Allgemeinen wie rnehrdeutige Formen von x t , x 2 
bezw. von s { , g 2 andern. Jedenfalls aber bleibt bei einem simultanen 
Umlauf von g und x der Coefficient des Unendlichwerdens ungeandert. 
Nun sieht man auch, wie sich der Coefficient des Unendlichwerdens 
andert, wenn x t , x 2 einen Umlauf macht. Man kann namlich einen 
solchen Umlauf sich durch eine Combination eines simultanen Umlaufs 
von g und x und eines Umlaufs von g allein im entgegengesetzten 
Sinne ersetzt denken. Daraus folgt: 

Lasst man lei festgehaltenem g Y , g 2 die UnendlicMeitsstelle x l , x 2 
einen solchen Umlauf machen , m welchem der Multiplicator q x gehort, 
so multiplicirt sich der Coefficient des Unendlichwerdens an der Stelle 
«! , s 2 mit dem reciproken Werthe q x ' = q- 1 dieses Multiplicators. 

Die Elementarform verhdlt sich also dls Form von x x , x 2 an der 
Unendlichlceitsstelle g j} g 2 ivie eine multiplicative Form des reciproken 
Systems. 

Es bezeichne gW , gM a uf der Riemann'schen Flache denselben 
Punkt wie s ly g 2 , aber erst, nachdem derselbe einen Periodenweg be- 
schrieben hat, zu welchem der Multiplicator q x gehort; entsprechend 
x<f1, x 2 *i den Punkt x 1} x 2 nach Durchlaufung desselben Periodenweges. 

Dann hebt sich in der Differenz 

A(g u s 2 ; x[ x) , xP) — Q» l A{8 u g 2 ; x t ,x 2 ) 
das Unendlichwerden an der Stelle g = x gerade auf, und die Differenz 
ist daher eine an der Stelle x nieht unendlich werdende multiplicative 
Form von g l , g 2 ; dieselbe kann als Form von g t , g 2 nur noch an den 
Stellen y\ y", . . . y\"\ unendlich werden. Da aber an diesen Stellen 
allein keine multiplicative Form wirklich unendlich werden kann, so 
muss die vorstehende Differenz eine ganze multiplicative Form /'(#, , g 2 ) 
sein, welche sich linear mit von g unabhangigen Coefficienten durch 
die ganzen Elementarformen f x (#, , g 2 ) , f 2 (g { , g 2 ) , . . . f a (#j , g 2 ) aus- 
driicken lasst. Diese Coefficienten sind dann naturlich irgend welche 
Formen d' teu Grades von x t , x 2 . 

Das Verhalten dM- Elementarformen gegeniiber geschlossenen Um- 
lauf en des ersten Argumentpaares einerseits, des gweiten Argumentpaares 
andererseits ist durch folgende Formeln gegeben: 

A{g ( *\ 4*'; * u x 2 ) — q x a(si, g 2 ; x t , x 2 ) = 0, 

A(g n g 2 ; xt\x^) ~Q,A(g u g 2 ; X t , X 2 ) = Hi" (as, , % 2 ) f\ (* t , * 2 ) 

+ H? ) (x l ,x 3 )f 2 (0 l ,0 s ) 



330 Ernst Rittke. 

Dieses Verhalten der Elementarform als Form von x r , x 2 geniigt 
nun zur Begriindung des folgenden Satzes: 

In gleicher Weise, wie sur Darstellung der multiplicativen Formen 
von it 2 vom Grade 6 tmd dem Multiplicatorsystem q x , harm die 
Elementarform im Verein mit a' linear unabhangigen ganzen reciproken 
Formen von x t , x 2 sur Darstellung der reciproken Formen von x x , x 2 
vom Grade S' und dem Multiplicatorsystem p x ' durch Hire Unendlichkeits- 
stellen dienen. 

Es seien 0', 0", . . . gl*'l die Dnendlichkeitsstellen der darzustellenden 
Form , J./, A 2 , . . . A£ die Coeffieienten derselben. Dann lautet der 
allgemeinste Ausdruck fur eine solche Form: 

(III) F'(x t , x 2 ) = -^ £,AW, tf"; x lt x t ) +2 B^iPx, *»)■ 

Die dargestellte Form ist in der That vom Grade 8'. Langs des 
geschlossenen Weges (xxW) multiplieirt sie sich mit p* = Qk 1 , wie 
man leicht einsieht. In der That mtissen die A v ' folgende Gleichungen 
befriedigen : 



v—t 

v=i 



r = l 

Daraus folgt aber 

F'{xf\ 4"0 - Q*F'{x i; x 2 ) = - ^ AYW", 4*0 = 0, 

womit das geforderte multiplicative Verhalten erwiesen ist. 

An den Stellen 0^ , 0^ wird die dargestellte Form in der ver- 
langten Weise unendlich. Es ist also nur noch zu zeigen, dass sie 
nicht etwa noch an irgend einer weiteren Stelle unendlich werden kann. 

Es kbnnte dies nur an einer Stelle geschehen, an der eine der 
Grossen a,, a 2 , . . . a p + a mit x zusammenrtickt. Es werde z. B. a, =x. 
Dann wird die Summe (III) mit demselben Coeffieienten unendlich, wie 

_ _* . g«.a , )?(» l f)...f(« l y^) e ~ « w " 

P (x o,) P{a t a,) P (a, a.) . . . P (a t a p+(J ) 



-"■» • — r i..i — . x , ,.,, — — , ,.., — 7z r TT - e a 



^ * ' P («l'ly') P («My") . . . P (^V) 
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Die Gleichungen (1) und (2) gehen iiber in 

~^{K***+K<.)+{W£ +W? + ... + WF'), 
*« = ^ (h* y a * + K. ??«'*). 

X 

Diese besagen, dass 

eine multiplicative Form vom Grade d und dem Multiplicatorsystern q x 
ist. Eine solche kann aber nicht, wie es hier der Fall sein rniisste, 
nur an den Stellen y', y", ... y\<*\ unendlich werden; sie muss also 
eine ganze Form sein. Dnd dann folgt wieder aus 



2 



A v 'M\^) = 0, 



dass F'(%y, x 2 ) an der Stelle x = a t in der That nicht unendlich 
werden kann. 

Die Elementarform ist also sowohl als Form ihres ersten Argument- 
paares, wie als Form ihres sweiten Argumentpaares Elementarform, 
und swar immer fur je swei su einander reciproke Formensysteme. 

Insofern die Elementarform als Form ihres ersten Argumentpaares 
verwendet wird, ist sie also eine Elementarform erster Art, insofern 
man sie als Form ihres zweiten Argumentpaares verwendet, eine 
Elementarform der sweiten Art. 

Fiir die Darstellung der Formen eines Systemes multiplicativer 
Formen stehen uns immer swei Arten von Elementarformen sur Ver- 
fiigung, und swar dieselben wie fiir die Darstellung der Formen des 
reciproken Systems. Die Elementarformen erster Art des einen Systems 
sind immer Elementarformen sweiter Art des andern Systems und urn- 
gekehrt. 

Die Elementarform erster Art ist immer eine multiplicative Form 
des oetreffenden Systems, die Elementarform sweiter Art dagegen ist 
nur dann nothwendig eine multiplicative Form, wenn es in dem reci- 
proken System keine gansen Formen giebt, d. h. nur im allgemeinen 
Fall fur S^p—1. 

In diesem besondem Falle sind leide Elementarformen multiplicative 
Formen mit nur einer Unendlichkeitsstelle. 
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Fiir die Elementarformen erster Art folgt das Letztere aus der 
Definition, da fiir 6' = die festen Unendlichkeitsstellen wegfallen. 

Dass die Elementarform zweiter Art in dem genannten Falle multi- 
plicativ ist, ist ebenfalls klar, da es keine ganzen reciproken Formen 
giebt. Es ist noch zu beweisen, dass sie auch nur die erne nothwendige 
Unendlichkeitsstelle g = x besitzt. Zu dem Zwecke brauche ich nur 
zu zeigen, dass in dem Definitionsausdruck I, wenn 6 = ist, die 
a i} a 2 , ■ . . ap+a derart eindeutig durch die Stelle x bestimmt sind, dass 
niemals, wie auch diese sich bewegen mag, eine von ihnen mit x zu- 
sammenfallt; denn nur dann konnte A als Form von x an einer von 
g verschiedenen Stelle unendlich werden. 

Fiele etwa die Stelle x mit a t zusammen, so gingen die Gleichungen 
fur die Constanten fiber in 

w? + w? + ■ ■ ■ + w? 

X 

K = ^j (h x iq ax + h x rja X ). 

X 

Diese Bedinguugen sagen aber, dass 

— ^ j. "w z 

P(ta,)P(ta t )...P(ta p ) <f> aW ° 

eine multiplicative Form, und zwar, da y', y" , . . . «/l ff 'l nicht alleinige 
Unendlichkeitsstellen sein konnen, eine ganze Form ware; solche giebt 
es aber nach Voraussetzung nicht. Daher kann niemals einer der 
Punkte a,, a 2) ... a p mit x zusammenrucken. 

Die Elementarform zweiter Art ist also im allgemeinen Falle fiir 
8 ^> p — 1 negativ genommen eine multiplicative Form , welche nur 
an einer Stelle mit dem Coefficienten 1 unendlich wird. Das ist aber 
gerade die Definition der Elementarform erster Art fur diese Falle. 

Also muss im allgemeinen Falle fiir 8 2> p — ] die Elementarform 
zweiter Art mit unter den Elementarformen erster Art enthalten sein. 

JDaraus folgt aber fur den allgemeinen Fall d <! p — 1 , dass die 
Elementarform erster Art mit unter den Elementarformen zweiter Art 
enthalten sein muss. 

Dass dieses Enthaltensein nicht etwa ein Identischsein ist, ist fiir 
$ Sp — 1 leicht einzusehen ; denn fiir d < p — 1 sind die Elementar- 
formen erster Art nothwendig multiplicative Formen, die Elementar- 
formen zweiter Art dagegen brauchen nicht nothwendig multiplicativ 
zu sein. 

Nur im allgemeinen Falle d ~p — 1 sind beide Arten von Elementar- 
formen identisch. 
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Sonst ist im allgemeinen Falle immer diejenige Elementarform die 
allgemeinere , welche in ihrem ersten Argumentpaare von Mherem Grade 
ah in ihrem eweiten Argumentpaare ist. 

Wenn es dagegen in beiden reciproken Formensystemen game Formen 
giebt, so harm Jceines der beiden Systeme von Elementarformen das andere 
vollstandig umfassen. 

Denn da immer die Elementarformen 1. Art multiplicativ sind, 
diejenigen der zweiten Art dies nicht zu sein brauchen, so miissten 
immer die Elementarformen der ersten Art unter denen der zweiten 
Art enthalten sein, was aber nicht moglich ist, weil die erste Art 
im reciproken System zweite Art, die zweite Art erste Art ist. 

§ 14. 
Beispiel des Falles 8 = und insbesondere der elliptischen Functionen. 

Es sollen die im letzten Paragraphen allgemein fiir multiplicative 
Formen aufgestellten Begriffe und Satze fiir den von Appell und anderen 
(vergl. die Citate auf S. 284) behandelten speciellen Fall der multipli- 
cativen Punctionen exemplificirt und schliesslich auf die elliptischen 
Functionen angewendet werden , wo wir dann zur Partialbruchzerlegung 
nicht nur der gewohnlichen elliptischen Functionen, sondern auch der 
multiplicativen elliptischen Functionen gelangen werden, welche be- 
kanntlich Herr Her mite zuerst in die Analysis eingeffihrt hat. (Cours 
lithographie 1882. Sur quelques applications des fonctions elliptiques 
1885.) 

Man hat immer den allgemeinen Fall, in welchem entweder a 
oder e' ==• ist, von dem speciellen Fall zu unterscheiden , wo es in 
beiden reciproken Formensystemen ganze Formen giebt. 

Bei den multiplicativen Functionen umfasst der specielle Fall die 
algebraischen und die mit algebraischen Functionen verwandten Func- 
tionen; alle andern multiplicativen Functionen gehoren dem allgemeinen 
Falle an. 

Im allgemeinen Falle ist: 

8 = 0, d' = 2p — 2, tf = 0, e'==p— 1, 
im speciellen Falle: 

8 = 0, 8' = 2p — 2, = 1, (?'==. p. 

2p— 2 

Die Elementarform erster Art A{ss u z 2 ; x u x^) besitzt also im all- 
gemeinen Falle p — 1 , im speciellen Falle p feste Unendlichkeits- 
stellen. Die Nullstellen sind im allgemeinen Falle p an Zahl und 
durch die Unendlichkeitsstellen eindeutig bestimmt, im speciellen Falle 
sind es ihrer p + 1 , und sie enthalten einen willkurlichen Parameter. 

Die Elementarform zweiter Art'wiM ich explicit hinschreiben. 



2p— 2 "KJ.r-Xi 

., ^ -^ , 1 P(xai) P(x ai ') ... Pfxa' ,) ^*<* w " 
A(x u x 2 ; V 2 ) = =— . _ v u _} _} 2p - i; . e a 
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Im allgemeinen Falle lautet sie: 

Jp— 2 

^ = _ 

*(»*) P(*<) PGro,') ... P(^ 2 '„_i) 
mit den Bedingungsgleichungen: 

tp>' + if* + • • ■ + wy- 1 =2 (*»«« + **o«) + f«, 

K= ^j (he Tlax + &x IJa'x), 

im speciellen Falle dagegen: 

P(*«) P(*y) frt?W)...P(^ f ) ' 

worin 
W a J + TT *' + • • • + F> = ^ (JV» a»„ + #,' ».'«) + if » + Wi, 



K = ^j {N x f] ttK + 2V X ' T}ay) 



sein muss. 

Die Elementarformen erster Art sind nach ihrer Definition naturlich 
multiplicative Formen von e lt $ 2 , diejenigen zweiter Art dagegen genugen 
folgenden Functionalgleichungen : 

im allgemeinen Falle: 



o 



A{x u x 2 ; gf\ 4 X) ) = ^O,, as,; «„ * 2 ) + Hf'Oi,^) /I (*„*,) 

2i>— 2 

+ Hir ) (^ J )/»(aC*i) + ••• 

2.p— 2 

im speciellen Falle: 

2i>-2 

^(*„ z 2 ; S f\ &) = ^fo, *,; , t , «,) + Hi x) (Cs 2 ) «%) 

2p— 2 

+ H^Cl.^/jfalSj) + ... 

2p— 2 

+ Hj," , (* 1 ,« 2 )/p(z„a^). 
Unter f lf f 2 , ... sind dabei immer die linear unabhangigen ganzen 
reciproken Formen verstanden, im speciellen Falle also die <p -Formen. 
Durch die Bedingungsgleichungen sind die Punkte a/, a 2 , . . . 
nur soweit als Funetionen von e festgelegt, dass im allgemeinen Fall 
noch p — l, im speciellen Fall p Parameter willkiirlich bleiben. Erst 
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dadurch, dass man fur diese Parameter irgend welche bestimmte, aber 
ganz behebige Functionen von s einsetzt, wird die Elementarform 
eine woblbestimmte Function von 0. 

Ich behaupte nun, urn von dem speciellen Fall, als dem bekannteren, 
zuerst zu reden: 

Unter den verschiedenen durch die Wahl der Functionen a 1 '(0 t) 2 ), 
a^QSv^)' ■ • • a ip Oi, ^2) unterschiedenen Elementarfundionen des speciellen 
Falls befinden sich auch die Integrale sweater Oattung: 

welche an der Stelle x mit dem Coefficienten — 1 unendlich werden, und 
deren untere Integrationsgrenze y, deren obere Integrationsgrenze '0 ist. 

Diese Integrale sind namlich auf der kanonischen Flaehe alge- 
braische Formen von «,, x 2 vom Grade 2p — 2 , d. h. <t>- Formen 
von x u x 2 welche nur an der Stelle mit dem Coefficienten + 1, 
an der Stelle y mit dem Coefficienten — 1 unendlich werden. Das 
ist aber gerade die allgemeine Definition der Elementarform zweiter 
Art, so dass die Integrale mit unter diesen enthalten sind. 

Legen wir zur Definition des Integrals zweiter Gattung das in 
§ 1 benutzte Integral dritter Gattung zu Grunde, welches ubrigens 
durch die Primformen sich folgendermassen ausdruckt: 

F zy = log P^LEVJ'A = i 0ff £(««) ■ gfr y) 
5 P{zx a ) P(yx) S P{xy) ■ P{x z) ' 

so verwandeln sich die Functionen 

in die Constanten rj lx , r} 2x , . . . %,*. 

Und allgemein, wenn die Functionen 

Hi" (5,,^), H^,^)... H]? &,*,) 

zu Constanten werden, hat man ein Integral zweiter Gattung. 
Ferner behaupte ich fur den allgemeinen Fall: 

Auch die „Integrale sweiter Gattung von multiplicativen Functionen", 
welche Herr Appell in Acta math. Bd. 13 als Elementarfunctionen fur 
die multiplicativen Functionen einfuhrt, sind unter meinen Elementar- 
formen sweiter Art des allgemeinen Falls enthalten. 

Man kann namlich, wie ich hier ohne Beweis anfiihren will, auch . 
diese Integrale ganz ebenso, wie die Abel'schen Integrale, auf reciproke 
multiplicative Formen der Unendlichkeitsstelle x v x 2 zuriickfiihren, und 
zwar auf solche, die nur an der Stelle mit dem Coefficienten -f- 1 
einfach unendlich werden. Das ist aber gerade die Definition der 
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Elementarform zweiter Art von x if x 2> womit meine Behauptung be- 
statigt ist. Auch hier werden die Hi*', H2*', . . . HJT-i zu Constanten. 
Ich will nun noch auf den Fall p = 1, den Fall der elliptischen 
Functionen naher eingehen. Ich werde dabei der grosseren Symmetrie 
halber mich der Weierstrass'schen 6 -Function bedienen, und bemerke 
von vornberein, dass man fur diese natiirlich auch die &- Function 
einsetzen kaun, wodurch meine Formeln in die Hermite'schen uber- 
gehen. 

Im allgemeinen Fall, d. h. fur die Hermite'schen elliptischen Func- 
tioned, zweiter Art, sind nach dem letsten Satze auf S. 72 die beidrn 
Elementarfunctionen , abgesehen vom Vorzeichen, identisch, ndmlicheine 
multiplicative Function mit nur einer, und zwar frei beweglichen 
UnendlicMeitsstelle. 

Wenn ( ,,j die Charakteristik der Function (vergl. S. 43) ist, ihr 

Multiplicatorsystem also e~ h '' 2ni , e+ h - 2fti , so wird 

J(z l>S2]Xi>X2 ) = ^-.^--.e^ x , 

wobei die Constanten a und h aus den Gleichungen zu bestimmen sind: 

W^ha + h'co' + W", 
Tc = hrj -f- h'j]'. 

Ich werde nun diese Formeln in 6 - Functionen umsetzen. Als unab- 
h'angige Variable wahle ich die algebraische Function z—pw und spalte 
diese in z x , %. Ich setze demgemass: 

W z *=w, W x = u, W a =v. 
Die multiplicative Primform hat den folgenden Ausdruck: 

P(,x) -.«„-*).£/%, 
und es wird 

A{8 U z 2 ; x lt x 2 ) = A(w, u) = - 7 -i , • °^Lz^l . e *(»-«>, 

wobei 

v = hco -f- h'a' + u, h = hrj -\- h'rf *) 

ist. Durch Einsetzen der Ausdrticke fur v und h bekomme ich 

A[w, u) = «(«-«- ft" -V«Q . e(A ,+^')( M - a) . 
K ' ' a(w — u) ■ a(— hco — h m ) 



*) co, m' bedeutet in meiner Arbeit dasselbe, wie in der Weierstrass'schen 
Bezeichnungsweise 2 to, 2 a/; entsprechend rj, tj' dasselbe, wie bei Weierstrass 
i n , in'- 
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Die Elementarfunction zweiter Art A(u, w) muss man hieraus 
durch Vertauschung von w und u und Zeichenumkehr von h und h' 
erhalten. Man sieht, dass dabei die Elementarform nur ihr Zeichen 
andert, dass also wirklich, wie behauptet 

A(u, w) = — A(w, u) 
ist. 

Die Elementarform A{u, w) der allgemeinen multiplicativen ellip- 
tischen Fimctionen stimmt genau mit dem Hermite 'schen ^element simple" 
uberein. 

Fur die gewohnlichen elliptischen Fimctionen und die von ihnen 
nur um einen Exponentialfaetor unterschiedenen multiplicativen ellip- 
tischen Functionen sind dagegen die zwei Elementarformen wesentlich 
unterschieden. Ich darf niich auf die ersteren beschranken. 

Die Formel 

A{ H , * 2 ; x lf x 2 ) = =J— ■ Im ■ P(^l^ . e *«°* 

mit den Bedingungsgleichungen: 

jy a > + W* = (Na + N'a) + W y + W", 
ft = Nrj + N't}' 
ergiebt, wenn ich 

setze , 

A(w U ) = g(«-t>i)»(«-t«J . ™ 

wobei 

V l 4" V 2 = U 

ist. 

Dies ist aber nichts anderes, als eine gewohnliehe doppelt perio- 
dische Function von w, welche an der Stelle w = u mit dem Coeffi- 
cienten + 1 , an der Stelle w = mit dem Coefficienten — 1 einfach 
unendlich wird, namlich die Function 
e , . a , . . a' , ,. , o' / s 1 p'w+p'u 1 fp'v t — fp'v* 

Der von w; unabhangigen Grosse — i ^!'~~L! 2 kann man durch S e " 
eignete Wahl von v 1} v 2 jeden beliebigen Werth ertheilen. 

Die Elementarfunction erster Art stimmt also bis auf eine will- 
Mrliche Constante mit der bekannten doppeltperiodischen Function 

. P w -rP u uberein. 
2 pw — pu 

Die Elementarfunction zweiter Art gewinnt man in unserm Falle, 
indem man in der Elementarfunction erster Art w und u miteinander 

vertauscht. Man bekommt also: 

22 

Hathematische Aimalon. XLIV. 
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^ ' ' o(u — w)au a{w — v t ) a{w— v t )' 

V y + V 2 = W 



oder 



A(u, w) = B - (u — w) — B - («) + i fa) + J. (« 2 ). 



Dies wird erst dadureh eine wohlbestimmte Function von w, 
man fur v 1} v 2 irgend zwei bestimmte aber ganz willkiirliche Func- 
tion en von w einsetzt, welche nur der Bedingung v t -\- v 2 = w 
geniigen mfissen. 

Insbesondere geht die Elementarfunction zweiter Art in das 
Integral zweiter Gattung 



iiber, wenn man v 1} v 2 folgenden Gleichungen gem'ass bestimmt: 

v i + V 2 = w > 

welche man bequemer auch folgendermassen ausdriicken kann: 

w, -\- u> 2 w 



2- 



'(-^-2— ) == * , U) + 



a' /w\ 



§ 15. 
Normining der Elementarformen. 

Wie wir im letzten Paragraphen sab en, kann man die Elementar- 
functionen zweiter Art so einrichten, dass sie Integrate 2. Gattung 
werden, dass sie also als Formen ihres zweiten Argumentpaares nur 
an der durch das erste Argumentpaar gegebenen Stelle b unendlich 
werden. Ob dies allgemein, auch fur d^O, moglich ist, lasse ich 
hier dahingestellt. Dafiir benutze ich die Willkiirlichkeit in den Func- 
tionen a 1} a 2 , . ■ . a p+a in anderer Richtung, namlich zur Normirung 
der Elementarform. 

Es seien w', w", ... w;l°l solche 6 Punkte, an welchen keine 
ganze multiplicative Form f{ss l} s 2 ) verschwindet, u\ u", . . . u^ solche 
g' Punkte, an welchen keine ganze Form f'(x i} x 2 ) des 'reciproken 
Systems verschwindet (wie oben die Punkte y\ y", . . ., 2/ 1 "' 1 )- 
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Ich verstehe nun unter der normirien ganzen Elementarform f^ (s l} z 2 ) 
diejenige ganze multiplicative Form, welche an alien Stellen w',w",...,wW 
imit Ausnahme der Stelle w^ verschwindet , und welche an der Stelle 
y}^ , Ws* 1 den Werth 1 lesitzt. Analoge Bedeutung in Bezug auf die 
Stellen u', u", . . - «l"'l hdben die normirten gansen Elementarformen 
fp' (Xj , x 2 ) des reciprdken Systems. 

Dass man solche Formen construiren kann, folgt daraus, dass in 
den ganzen Formen /"(«,, z 2 ) gerade 6 — 1, in den Formen f'(x 1 ,x 2 ) 
g' — 1 Nullpunkte willkiirlich sind. 

Die normirten gansen Elementarformen sind durch die Wahl der 
PunJcte w\ w", . . . w\"\ eindeutig bestimmt. 

Denn waren nach Festlegung der 6 — 1 ersten Nullstellen die 
iibrigen nicht eindeutig bestimmt, so bildeten sie eine oo 1 Mannig- 
faltigkeit, und man konnte noch eine Nullstelle beliebig wahlen, etwa 
= w\p\. Dann wvirde die so gewonnene ganze Form aber an alien 
Stellen w verschwinden, entgegen der Voraussetzung. Die willkiirliche 
multiplicative Constante ferner ist durch das Verhalten in u>M ein- 
deutig gegeben. 

Endlich ist leicht zu zeigen, dass die gewonnenen fu(« n z 2 ) in 
der That linear unabhangig von einander sind. Denn bestande eine 
lineare Relation: 

CM'l > **) + C,f 2 («ri, H) H + CaiaiPy, Z 2 ) = 

und ware hierin etwa C x ^ 0, so musste , da f 2 , f 3 , . . . f„ s'ammtlich 
an der Stelle w' verschwinden, auch fj an dieser Stelle verschwinden 
entgegen der Voraussetzung. 

Ganz dasselbe gilt fur die reciproken Formen f,i'(x i , x 2 ). 

Ich behaupte nun: 

Jede ganze Form f(z i} s 2 ) besw. f (x it x 2 ) hat den Ausdruck: 

f\x„ x 2 ) J^r{#\ 4 U| ) • f;(*„ *,). 

Denn setzt man in dem allgemeinen Ausdruck 

Zi = wY\ z 2 = wt l ein, so verschwinden alle f bis auf f^, welches 
= 1 wird, und man erha.lt: 

22* 
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Vermittelst derselben Punktsysteme w', w", ... wW; u', u", ... mI"I 
— von denen ich zudem voraussetze, dass sie keinen Punkt gemein- 
sam haben — normire ich auch die gebrochenen Elementarformen. 

Ich setze in dem allgemeinen Ausdruck I des § 13 fur y', y",...y\"'\ 
die Punkte u\ u", . . . tt 1 "' 1 . Ferner bedenke ich, dass man von den 
Punkten a t , a 21 ... ap+a jedenfalls 6 Punkte willkfirlich annehmen 
darf; damit jedoch die Elementarform nicht in eine (mit einer un- 
endlich kleinen Constanten dividirte) ganze Form ausartet, miissen 
diese Punkte so gewahlt sein, dass es keine an*denselben verschwin-" 
dende ganze Form giebt. Dieser Bedingung geniigt aber die Fest- 
setzung : 

Op+i — W', Op+2 = W", ... a p+a = M' |ff| . 

Ich verstehe also unter der normirten gebrockenen Elementarform 
die Form: 

Kt z e . x X ).- _ x y)-^^* 1 ) P(wi>-)...p(« w ii) 

^" 2 ' u 2l P(zx) P(zu') ... P(zuW) P(xw')..:p{xwW) 



P(gq t ) . . . P(za p ) 
P(xa t ) . . . P(xa p ) 



^1 k a w" 



wo 



W? +■■ + W? => ^ (h» a ax + Ka>;,) 

X 

+ (w: +■■■ + F"" 1 ) -(wt + ■■■ + wf ] ) + w x a , 

K = 2j (h x 7] ax -f ~h' x ria X ) 

x 

sein muss. 

Ich behaupte nun: 

Die Punkte a u a 2 ,...a p sind hier derartig eindeutig als Functioned, 
von x bestimmt, dass niemals einer derselben mit x zusammenrUeken 
Icann. 

Denn waren sie nicht eindeutig bestimmt, so bildeten sie eine 
oo 1 Schaar, und man konnte einen davon beliebig annehmen, etwa 
= x. Dann mussten nach fruheren Ueberlegungen a' weitere Punkte 
mit u', u", . . . u^ zusammenfallen ; und der von s abhangige Theil 
von A ginge in eine ganze Form von e if s 2 fiber, welche an den 
sammtlichen Stellen w', w", . . . w\"\ verschwande, entgegen der 
Voraussetzung. 

Danach miissen bei einem geschlossenen Umlauf von x l , x 2 auch 
die a,, a 2 , ... a p wieder in sich selbst fibergehen. Die Elementar- 
form kann sich also nur mit einer Constanten multipliciren. Man hat 
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daher, wenn ich jetzt alles zusammenfasse , folgende schonen Satze 
iiber die normirteu Elementarformen: 

Es giebt bei gegebenem Grad und Multiplicatorsystem und lei be- 
stimmter Wahl der a Punkte w und der a' Punkte u nur eine einsige 
normirte gebrochene Elementarform. Bieselbe ist in beiden Argument- 
paaren multiplicativ , und swar besitst sie als Form von s x> z 2 die 
variable Unendlichkeitsstelle x, diefesten UnendlicMeitsstellen u',u",... mM 
und die festen NuUstellen w',w", ... wW, dagegen als Form von x,, x 2 
die variable Unendlichkeitsstelle x x , x 2 , die festen UnendlicMeitsstellen 
w', w", . . . wW, und die festen NuUstellen u', u", . . . mKI. Die 
Elementarformen der beiden Arten sind trots der Verschiedenheit des 
Ausdrucks, abgesehen vom Vorgeichen , identisch: 

A(a,, * 2 ; x { , x 2 ) = — A(x lt x 2 ; e u e 2 ). 

Der allgemeine Ausdruck einer multiplicativen Form von % u 8 2 , welche 
an den Stellen x\ x", . . . ajM je mit dem Coefficienten A i} A 2 , . . . A e 
unendlich wird , besw. einer reciproken Form von x n x 2 , welche an den 
Stellen 0', 0", . . . *d e 'l je mit dem Coefficienten A±, A 2 , . . . A/ un- 
endlich wird, lautet: 

F' (x { ,x 2 )=-^ A; A (4 r| , *i" ; x x , x 2 ) =2! F ' ^ u ^ ■ f M (*< > *»)• 

Im Falle der multiplicativen elliptischen Functionen ist die in 
§ 14 aufgestellte Elementarform ohne weiteres normirt. 

Eine normirte Elementarform der gewohnlichen elliptischen Func- 
tionen erhalt man, wenn man in der Elementarform A(w, u) des § 14 
fur v t einen bestimmten Werth setzt, fur v 2 also u — v x : 



1 p'w + p'u 



A(w, u) = J (w — u) — J (w) + °- («,) + J (u - «,) 



1 1 p'u + p'v t _ 

Hiermit schliesse ich meine Betrachtungen iiber allgemeine multi- 
plicative Formen auf einem algebraischen Gebilde ab , um im Folgenden 
noch die Anwendung dieser Theorie auf die Lehre von den automorphen 
Formen eines beliebigen Geschlechtes zu geben. 
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ni. Theil. 
Die automorphen Formen foeliebigen Geschlechts. 

§ 16. 

Fundamentalbereich und Gruppe einer automorphen Function. 

Wegen der allgemeinen JBegriffsbestimmungen iiber den Fundamental- 
bereich einer automorphen Function kann ich mich auf die Entwick- 
lungen beziehen, welche Herr Klein in seiner Abhandlung: „Neue 
Beitrage zur Riemann'schen Functionentheorie" (Math. Ann. Bd. 21. 1882) 
und in der Arbeit: „Ueber den Begriff des functionentheoretischen Funda- 
mentalbereichs" (Math. Ann. Bd. 40. 1891) in dieser Richtung gegeben 
hat, sowie wegen der Fundamentalbereiche der eindeutigen automorphen 
Functionen auf die Untersuchungen von Hrn. Poincare. 

Man kann den Fundamentalbereich jeder automorphen Function 
auf eine bestimmte Jcanonische Gestalt bringen, denn die hierauf be- 
ziiglichen Betracbtungen von Hrn. Klein in § 9 — 10 der genannten 
Arbeit sind ganz unabhangig sowobl von der Voraussetzung der Ein- 
deutigkeit der betreffenden automorphen Functionen, wie von der 
Voraussetzung der Existenz eines Hauptkreises. 

Ich kann also den allgemeinsten automorphen Fundamentalbereich 
nach Art der nebenstehenden Fig. 11 construirt denken, welche sich 

von der Fig. 8 der Kleiu'- 
schen Abhandlung nur 
durch die Benennung der 
Ufer und der zugeborigen 
Substitutionen unterschei- 
det. Die Figur ist nur 
schernatisch zu verstehen, 
so dass nur die Auf- 
einanderfolge der einsel- 
nen Bandstucke das We- 
sentliche ist. Der allge- 
meinste Bereich von dem- 
selben Schema kann sich 
selbst theilweise mehrfach, 
iiberdecken — nur besitzt er 
keine Windungspunkte im 




Innern 



auch brauchen 



Kg. 11. 



die einzelnen Randcurven 



durchaus nieht immer als einheitliche Kreisbogen sich darstellen zu lassen. 
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Biegt man den Bereich zur geschlossenen Flache zusammen , so ent- 
sprechen den einzelnen ,.. 

Randstiicken die posi- 
tiven und negativen 
Ufer eines Systems von 
2p Riickkehr- und von 
n Einschnitten, welche 
von einem nicht singu- 
laren Punkte in der 
Anordnung der Fig. 12 
auslaufen, und welche 
die Flache in ein ein- 
fach zusammenh'angen- 
des Flachenstuck zer- 
schneiden. 

Die „ erseugenden 
Substitutionen" A x , B x , 
Si erfiillen die Belation: 
B.A7 1 




Fig, 12. 



b 2 a; 



l BT'A 



-Bp ±*-p J3p Jxp — i. 



S 1 8 2 • ■ • S„ . B t Ai Bi A t . ±j 2 uj-2 -u'l -n-i 

Als Beispiel fiir die Umformung eines in anderer Weise gegebenen 
Fundamentalbereiches in einen kanonischen Fundamentalbereich moge 




Fig. 13. 



der in Fig. 13 dargestellte kanonische Fundamentalbereich dienen, 
welcher der (mit schwachen Linien eingezeichneten) Fig. 14 bei 



344 Eknst Eittek. 

Herrn Klein in Math. Ann. Bd. 21 genau Equivalent ist. Es reduciren 
sich in dem dargestellten speciellen Falle die Substitutionswege *) A x , A^ I 
auf geschlossene Umlaufe in der Ebene des Pundamentalbereichs. Man 
sieht an dem Beispiel bei Vergleichung meiner kanonischen Kanten-/ 
anordnung mit der nicht kanonischen der Klein'schen Figur zugleich, 
dass der kanonische Fundamentalbereieh durcbaus nicht immer der im 
speciellen Falle einfachste sondern nur der durch seine allgemeine 
Anwendbarkeit fiir rueine allgemeinen Betrachtungen zweckmassigste ist. 

Ich mache nun, — wie in meiner Arbeit viber p = (Math- 
Ann. 41) — die Ebene des Fundamentalbereiches zur Tragerin einer 
Variablen %. Eine algebraisch automorphe Function von % — vergl. 
Math. Ann. Bd. 41 , S. 5. Anm. — ist dann eine solche Function von 
£, welche auf dem Fundamentalbereiche unverzweigt ist, auf demselben 
nur eine endliche Anzahl algebraischer Unendlichkeitsstellen besitzt, 
und in entsprechenden Stellen des Randes je dieselben Werthe annimmt. 

Eine solche ist offeribar dann und nur dann eine eindeutige Function 
von £, wenn die Gesammtheit der Fundamentalbereiche, die aus dem 
gegebenen durch wiederholte Anwendung der erzeugenden Substitutionen 
Si, A x , B x und der inversen Operationen erhalten werden, die Ebene t, 
nirgends mehrfach uberdeckt. 

Dazu ist vor alien Dingen nothwendig, dass alle Substitutionen $,- 

entweder elliptische Substitutionen mit einer Amplitude -*- oder para- 

i 

bolische Substitutionen sind. Natiirlieh reichen diese Bedingungen ebenso 
wenig, wie im Falle p=0 aus. Im Allgemeinen miissen die Coefficien- 
ten der erzeugenden Substitutionen noch „gewissen Ungleichungen" 
genugen, oder auch gewissen Gleichungen von der Form 

TT(S„ A*,B,) — \, 
den „secundaren Relationen". 

Fiir mich sind zunachst nur die Gleichungen wesentlich, welchen 
die Erzeugenden genugen. Diese constituiren die Gruppe im Sinne 
von Herrn Dyck**). Ich unterscheide sie in „primare und secundare 
Relationen": 

S,S 2 ...S n B, AT 1 BT l A,... B p A' 1 B' 1 A p = 1 ) primare 

gH = 1 J Relationen. 
secundare 
Relationen. 



T\(S ir ,A., v ,B Xv ) = \\ 



*) Die Substitutionswege sind in alien meinen Figuren fiir Fundamental- 
bereiche mit gestrichelten Linien eingezeichnet , und die Benennung derselben ist 
stets so zu verstehen, dass A x von iiem Ufer A~ zum Ufer .4+, B x von B^ m 
B+ fuhrt. 

**) Gruppentheoretisehe Studien, Math. Ann. 20. 
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Secundare Relationen existiren immer dann unci nur dann, wenn 
das von der Gesarnmtheit der Fundamentalbereiche uberdeckte Gebiet 
der g-Ebene mehrfachen Zusammenhang besitzt, — wobei etwaige 
isolirte Haufungsstellen der Bereiche als Oeffnungen zu zahlen sind — , 
aber immer giebt es, weil die Zabl der Erzeugenden endlicb voraus- 
gesetzt ist, nur eine endliche Anzahl von unabhiingigen secundaren 
Relationen. 

Nenne ich die Gruppen ohne secundare Relationen „allgemeine 
Gruppen", diejenigen mit secundaren Relationen dagegen „specielle 
Gruppen", so ist klar, dass alle Gruppen mit gleichen Zahlen p, n, h 
mit einander homomorph sind, die allgemeinen Gruppen unter einander 
isomorph, die speciellen Gruppen m den allgemeinen polymonomorph.*) 

Alle mit einander isomorpben Gruppen gehoren zu demselben 
„Typus" (nach Klein, Matb. Ann. 21). Die Gruppen eines Typus 
sind also, sofern die Erzeugenden zweckmdssig ausgewahlt sind, durch 
die gleiche Gestalt alter Relationen zwischen den Erzeugenden charahterisirt. 

Ich schreibe die erzeugenden Substitutionen ausfiibrlicb: 

tin 

x) f-h~ Qx 'f-ft,' x) V-K~ 9x '£=?;' 

Dabei sind die Zahlen l ( ganze reelle Zahlen, q x , qJ dagegen beliebige 
complexe Grossen. Die Punkte a\ sind Ecken des Fundamental- 
oereichs, die Punkte /Jj nur dann, wenn auch ST 1 eine Erzeugende 
Sj der Gruppe ist Die PunJcte a x , (5 X ; a x ', (l x gehoren niemals einem 
Bereiche an, sondern sind entweder Grenzpunkte des Polygonnetzes, 
oder liegen ganz ausserhalb desselben , in welch letzterem Falle ubrigens 

in 

q x die Gestalt q x = e r * haben muss. 



§ 17. 

Spaltung der linearen Substitutionen von g in ganze binare 
Substitutionen. 

Da ich, wie im Falle p = 0, statt mit automorphen Functionen 
von g mich vielmehr mit automorphen Formen von zwei homogenen 
Variablen g 1( g 2 beschaftigen will, so babe ich die vorgelegte Gruppe 
von gebrochenen linearen Substitutionen der Variablen g in eine Gruppe 



*) Wegen dieser Benennungen vergl. Math. Ann. 41, S. 22 Anmerkung. 
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ganzer binarer Substitutionen' von § n g 2 zu spalten. Unter den un- 
begrenst vielen moglichen Spaltungen bietet sich wieder die SpalUmg 
in unimodulare Substitutionen, welche eur nichthomogenen Oruppe mono- 
dimorph ist, als die sweckmdssigste dar. 

Als erzeugende Substitutionen der unimodularen homogenen Gruppe 
dienen die folgenden: 

Si) _ ijL bezw. 

cr A) = e k ■ (gft) , (g'ft) = 2** ■ a«o + (tft), 
(r««)- P+ 1 ■ (6«»)» (ro = p; +i -(g«,'), 

Az) (e'iS,)-^ -(Eft), Bx) (no- e.'-MCA.'). 

Das Vorzeichen der Grossen q x , q' x bleibt vor der Hand noch 
willkurlich. Sollte eine der Substitutionen A x , B x parabolisch sein, 
so kann man ebenfalls vorlaufig irgend eine der beiden moglichen 
unimodularen Spaltungen als Substitution A*, B x annehmen. 

Es handelt sich nun um die Erage, was beim Uebergang zu den 
homogenen Substitutionen aus den Relationen wird, denen die nicht- 
homogenen Erzeugenden genugen. 

Zunachst ist sofort ersichtlich dass die Relationen 

S t li = 1 
iibergehen in 

S/< = -l, 

indem ich unter — 1 die simultane Multiplication von f, , £ 2 mit — 1 
verstehe. Was aber wird aus der Relation 

S t S 2 . . . S n B 1 AT 1 BT 1 A J . . . BpA^B^Ap = 1? 

geht die rechte Seite in -f- 1 oder in — 1 fiber? 

Da diese Relation -sowohl, wie die Einfiihrung der S;, A*, B x von 
der Voraussetzung sehlichter Ueberdeckung der g-Ebene mit Eunda- 
mentalbereichen unabhangig ist, so kann man den Eundamentalbereich 
unbeschadet der gesuchten Relation irgendwie ausarten lassen, z. B. 
so, dass sich die Substitutionswege A x sammtlich auf einfache Um- 
laufe (in der Fig. 14 nicht eingezeichnet) reduciren, — so wie es in 
Fig. 13 der Fall war. Die Relation der nichthomogenen Substitutionen 
artet aus in 

S 1 S 2 ■ . . S„= I, 

dem Umstande entsprechend , dass in dem ausgearteten Fundamental- 
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bereiche (Fig. 14) die Kaxiten Sf fiir sicb einen gescblossenen Curven- 
zug bilden, welcher ein Polygon mit 2p den Kanten J5± entsprecbenden 
"Oeffnungen begrenzt. 

Auch in der gesuchten Relation der bomogenen Erzeugenden 
heben sicb die A*, B x im Ausartungsfalle gegenseitig auf, obne Einfiuss 
auf die recbte Seite der Rela- 
tion. Es bleibt also nur zu be- 
stimmen, ob Sj . S 2 ...S„ = -f- 1 
oder = — 1 wird? Dies ist 
nun genau dieselbe Frage, wie 
im Falle p = 0; man findet 
den Werth der recbten Seite 
<=*= (— 1)", also, wenn wir wieder 
zum urspriinglicben Bereicb zu- 
ruckgehen, ganz allgemein: 



S,S ! ...S.<B 1 AT 1 Br 1 A 1 . 



Dp A© Dp 




Kg. li. 



Was aus den secundaren Re- 

lationen wird, ist in jedem Falle besonders zu untersuchen. Immer 

erbalt man Relationen der Gestalt: 

TT^A^B^C-ir. 

Icb fasse also zusammen: 

Den primaren und secundaren Belationen gwischen den Frseugenden 
der nichfhomogenen Gruppe entsprechen folgende Belationen swischen den 
Erseugenden der unimodularen homogenen Oruppe 

S,S 2 . . . S^Ar'Bf'A, . . . BpA^B^A, = (— VT, 

S/'=-l, 

n(S !V A, r) B,„) = (-ir, 

wobei die m v in jedem einselnen Falle besonders su bestimmende ganse 
Zahlen sind. 

§ 18. 

Die Multiplicatorsysteme der eindeutigen automorphen Formen. 

Unter einer v automorpJien Form" von £ n £ 2 verstebt man eine 
solche homogene Function von £,, g 2 , welcbe sicb nur mit gewissen 
Constanten multiplied , wenn man £,, g 2 in stetiger Weise so variirt, 
dass diese Variablen eine Substitution der unimodularen bomogenen 
Gruppe erleiden, und dass der Weg von g ganz im Innern des Polygon- 
netzes verlauft, naturlicb vom " Ausgangspunkte zu einem mit ihm 
congruenten Punkt. 
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Von hieraus schliessen wir sofort: 

Eine automorphe Form harm nur dann eindeutig sein, wenn 

1) die MannigfaltigJceit der Fundamentalbereiche die t,-Ebene* 
nirgends mehrfach uberdeckt, 

2) der Grad B der Form eine game Zalil ist, 

3) die den Erseugenden S,-, A z , B x der unimodularen Gruppe ent- 
sprechenden Multiplicatoren gewissen Belationen geniigen. 

In betreff 3) ergeben sich nun dieselben beiden Satze, wie im 
Falle p — 0, namlich: 

Die Multiplicatoren fur ungerade Formen miissen denselben Eela- 
tionen geniigen, wie die Substitutionen der unimodularen homogenen 
Gruppe, die Multiplicatoren fur gerade Formen denselb'en Belationen, 
wie die Substitutionen der nichthomogenen Gruppe. 

Man sieht, dass die primaren Relationen der Efzeugenden nur 
Relationen fur die den S,- entsprechenden Multiplicatoren ergeben, die 
den A z , B x entsprechenden Multiplicatoren dagegen noch vollig beliebig 
lassen. 

Des naheren sind die den Si entsprechenden Multiplicatoren p,-, wenn 
ich j etzt von secundaren Relationen absehe, den Bedingungen unterworfen : 

i=n 

fur B == 1 (mod. 2) q! ( = — 1 fj p, = (- 1)», 

i=l 

i=n 

fiir B = (mod. 2). <>/' = 1 JJ p, = 1 

i = l 

oder, indem ich diese Angaben fiir geradzahlige, wie fiir ungeradzahlige 
B in gemeinsame Formeln zusammenfasse : 

i=n 

« = 1 

Wir konnen unser Resultat also so zusanimenfassen : 

Die den S, entsprechenden Multiplicatoren miissen die Gestalt haben: 

. k 
Qi = e , 
wobei die ganzen Zahlen l { folgenden Congruenzen unterworfen sind:. 

(1) Ai+2J = (mod. 2), 

,= " X 

(2) ^? j+ Bn = (mod. 2). 

>=i * 

Ist die Substitution S t eine parabolische, so tritt an Stelle des 
X. 
Bruches ~ eine Grosse A/, welche nur der Bedingung (2) unterworfen 
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ist, sonst aber beliebig rational oder irrational, reell oder complex 
sein darf (irrational oder complex naturlich nur dann, wenn es mehrere 
parabolische Erzeugende giebt). Verlangt man aber eigentlich alge- 
braisches Verbalten der Form in der paraboliscben Ecke, so muss das 
betreffende V nothwendig reell und rational sein. 

Die Multiplicatoren q x , p x ', welche den Substitutionen A*, B* ent- 
sprechen, Tconnen, sofern sie nicht durch secundare Eelationen ein- 
geschrankt sind, beliebig reell oder complex, rational oder irrational 
sein. Es wird fur spater zweckmassig sein, sie in der Gestalt zu 
schreiben : 

Qx = e *, Q K = e "■ 

Im Uebrigen mogen nocb folgende Satze hier Platz finden: 

Zwischen den verschiedenen mbglichen Multiplicatorsystemen bestehen 
dieselben Beziehungen , wie fur p = (vgl. Bd. 41, S. 36 — 38). 

Jedes Multiplicatorsystem fur Formen von ungeradzahligem Grade 
liefert eine sur nicht homogenen Gruppe isomorphe homogene Gruppe 
und umgeJcehrt. 

Um zu, entscheiden, ob eine isomorphe Spaltung der Gruppe moglich 
ist, braucht man bei Abwesenheit secundarer Relationen nur die Sub- 
stitutionen Si zu berucksichtigen , und die Kriterien sind dann dieselben, 
wie im Falle p = (vergl. Bd. 41, S. 34 und S. 36). 

§ 19. 

Existenz der automorphen Functionen. Uebergang zur geschlossenen 
Riemann'schen Flache. 

Die Existenz der eigentlich automorpben Functionen eines gegebenen 
Fundamentalbereichs ist innig verknupft mit der Existenz gewisser 
logaritbmischer Potentiale in der £ = £ + iy Ebene, welche langs der 
Rander des Fundamentalbereichs bestimmten Grenzbedingungen genflgen. 

Fur unser Ziel geniigt folgender Satz: 

Falls der Fundamentalbereich nicht unzulassige Ausartungen auf- 
weist, so existirt ein logarithmisches Potential P(£, rj), welches auf dem 
Fundamentalbereiche eindeutig und nur an einer Stelle £*, unstetig ist, 
w * e ^( ff—f- \ ) ~ ^L3? } un d welches Icings der Begrensung des Bereichs 
solchen Grenzbedingungen geniigt, dass seine analytische Fortsetzung in 
congruenten PunMeh der %-Ebene je dieselben Werthe besitzt. 

Der Beweis dieses Satzes geht denselben Gang, wie der ent- 
sprechende Beweis in § 1 meiner Arbeit iiber p == 0; ich brauehe mich 
daher hier nicht dabei aufzuhalten. 

Zulassig sind gewiss alle Fundamentalbereiche, deren Rand in der 
in Math. Ann. Bd. 41, Seite 10 angegebenen Weise mit einer endlichen 
Anzahl von Kreisscheiben iiberdeckt werden kann. 
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Zu dem nach dem Schwarz-Neumann'schen Verfahren gefundenen 
Potential P (|, rf) bildet man in bekannter Weise das conjugirte Potential 
Q(%,r}). Dieses ist ebenso wie P(|, if) im Fundamentalbereich ein- 
deutig und stetig, mit Ausnahme des Punktes &,, wo es unstetig wird, 

■wie — ^_v . ij e i m Uebergang von einem Punkte des Ausgangsbertiches 

zu einem congruenten Punkte reproducirt sich aber Q(£,, rj) im All- 
gemeinen nicht unverandert, wie es P(|,^) thut, sondern es wachst 
um einen bestimmten Periodicitatsmodul. Und zwar entspricht jeder 
der Erzeugenden A x , B x ein solcher Periodicitatsmodul, wahrend bei 
Anwendung der Substitutionen S { auch Q(Ji, tj) sich reproducirt. 

*(£} = P(£, *?) + *£ (M) 

ist daher eine analytische Function der complexen Variablen g, welche 
nur an der Stelle ^ und den congrunten Stellen je einfach oo wird, 
und welche bei Anwendung der Substitutionen A* , B x auf die Variable 
sich um rein imaginare Periodicitatsmoduln vermehrt, bei Anwendung 
von Si dagegen sich unverandert reproducirt. 

$(£) ist daher fur den automorphen Fundamentalbereich*) dasselbe, 
wie fur eine gewohnliche Biemanrische Flache ein AbeVsches Integral 
2. Gattung. 

Die automorphen Funetionen, die ja unser Ziel sind, entsprechen 
also den algebraiscben Functionen. Zu diesen kann man von den 
Integralen auf verschiedene Weise gelangen. Z. B. auf folgende Weise: 

Bildet man fur denselben Fundamentalbereich irgend zwei Func- 
tionen <t> t (£), <t> 2 (g) mit verschiedenen Unendlichkeitspunkten, so ist, 
wie leicht zu sehen, 

7(r\ — d01 ® 

eine eigentlich automorphe Function des Bereichs. 

Die so gefundene specielle automorphe Function nimmt, wenn 
^i (£) un< * ^ (S) nicht besonders ausgewahlt sind, jeden ihrer Werthe 
in jedem Fundamentalbereiche (2p + 2)-mal an, d. h. Z{$) ist im All- 
gemeinen eine (2p-{-2)-werthige automorphe Function. 

Ich deute nun Z als unabhangige Variable in einer Z-Ebene. 
Jedem Punkte der Z-Ebene entsprechen dann je 2p + 2 Systeme 
congruenter Stellen in der g-Ebene, von denen nur fur besondere 
isolirte Werthe von Z zwei oder mehrere zusammenrucken. Ueber der 
Z-Ebene denke ich mir eine (2j? + 2)-blattrige Riemann'sche Flache 
ausgebreitet, derart, dass jedem der 2p + 2 einem Werthe von Z 
entsprechenden Systeme congruenter Stellen £ je eine der fiber Z 



*) So will ich allgemein den in der J-Ebene gelegenen Fundamentalbereich 
mit seiner linearen Kantenzuordnung nennen. 
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liegenden getrennten Stellen der Riemann'sehen Flache entspricht. Die 
Blatter dieser Riemann'sehen Flache hangen an denjenigen Stellen der 
Z-Ebene inVerzweigungspunkten zusammen, fur welche mehrere der sonst 
getrennten Systeme congruenter Stellen der g-Ebene in ein System 
zusammenriicken. Jedem Punkte des g-Fundamentalbereiehs entspricht 
dann ein und nur ein Punkt der Riemann'sehen Flache fiber der 
Z-Ebene, jedem Punkte der Riemann'sehen Flache ein und, wenn 
man congruente Randpunkte nicht als verschieden ansieht, nur ein 
Punkt des ^-Fundamentalbereichs. Die Riemann'sche Flache hat daher 
dasselbe Geschlecht, wie der Fundamentalbereich. Zugleich ist die 
Abbildung der g-Ebene auf die Z-Ebene (mit Ausnahme der Ecken a< 
des Fundamentalbereichs und mit Ausnahme der Verzweigungsstellen 
der Riemann'sehen Flache) conform. 

Die Function Z(g) bildet die in abstractem Sinne geschlossene 
Mannigfaltigheit des automorpJien Fundamentalbereichs ein-eindeutig und 
conform auf eine (2p -\- 2)-blattrige rdumlich geschlossene Riemann'sche 
Flache vom selben GescMechte ab. 

Solchen Wegen der g-Ebene, welche von irgend einem Ausgangs- 
punkte zu einem congruenten Punkte verlaufen, entsprechen geschlossene 
Wege auf der Riemann'sehen Flache und umgekehrt. Daraus folgt ; 
dass jede m-werthige eigentliche automorphe Function des Fundamental- 
bereiches eine auf der Riemann'sehen Flache eindeutige und m-werthige 
Function ist und umgekehrt. Also: 

Die Gesammtheit der eigentlich automorphen Functionen des Funda- 
mentalbereiches ist identisch mit der Gesammtheit der algebraischen 
Functionen der Riemann'sehen Flache. 

Ferner: 

Die Gesammtheit der uneigentlich automorphen Functionen des 
Fundamentalbereichs ist identisch mit der Gesammtheit derjenigen multi- 
plicativen Functionen der Riemann'sehen Flache, welche nur in den-, 
jenigen PunJcten vergweigt sind, die den Ecken a* des Fundamental- 
bereichs entsprechen. 

Damit wird die Theorie der automorphen Functionen des Bereiches 
auf die Theorie der multiplicativen Functionen der Riemann'sehen 
Flache zuruckgefiihrt; es wird die Aufgabe der folgenden Paragraphen 
sein , auch die automorphen Formen von £, , £ 2 auf die im vorigen 
Theile meiner Arbeit ausfuhrlich behandelten multiplicativen Formen 
der Riemann'sehen Flache zu beziehen. 

Nun ist zwar die Theorie sowohl der multiplicativen Functionen 
als der multiplicativen Formen von der speciellen Darstellung des 
algebraischen Gebildes im Wesentlichen unabhangig; d. h. dieselben 
Dienste, wie die (2# + 2)-blattrige Flache iiber der Z-Ebene wurde 
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uns jede andere zu demselben algebraischen Gebilde gehorende Flache 
leisten. Fur viele Zwecke, und um die Begriffe zu fixiren, ist es aber 
bequem, eine Icanonische Flache zu Grunde zu legen, und dies soil 
fortan gescbehen. 

Die unabhangige Variable der Tcanonischen Flache , eine m-werthige 
eigentlich automorphe Function des Fundamentalbereichs, heisse fortan z. 

Auf der kanoniscben Riemann'schen Flacbe existiren nun alle die 
Functionen, Integrale, Formen, welcbe im ersten und zweiten Theil 
dieser Arbeit untersucht sind; alle die dort gebraucbten Bezeicbnungen 
sollen jetzt einfacb ubertragen werden. 

Dabei soil sur Definition der Ausgangseweige der Integrale und 
der Primformen dasjenige Querschnittsystem benuM werden, welches bei 
der conformen Abbildung des t,- Polygons auf die Biemann'sche Flache s 
den Ufern A~ , B^ des Fundamentalbereichs entspricht. Hierrnit tritt 
deutlicb hervor, warum icb immer einen kanoniscben Fundamentalbereieh 
auswable; einem soleben entspricbt namlicb auf der Riemann'schen 
Flacbe ein kanoniscbes Schnittsystem , so dass alle fruheren Be- 
trachtungen obne Modification zu ubertragen sind. 

Den Periodenwegen A x , B x auf der Biemann'schen Flache ent- 
sprechen dann einseln die gleichbenannten Substitutionen der Variablen g, 
den Umlaufen von um die den Ecken ai entsprechenden Punkte e ( die 
Substitutionen S t der Variablen g. 

Insbesondere baben wir die Satze: 

In der Umgebung einer Stelle e* besteht die EntwicMung 

m = {s ~ ei)T ("* + ai * {s ~ ^ ' 

oder wenn die sugehorige Substitution eine parabolische ist: 

An jeder andern Stelle verhalt sich g regular, d. h. es bildet die voile 
Umgebung der Stelle auf der Biemann'schen Flache auf die einfach 
uberdechte Umgebung der Stelle g ab. 



§ 20. 

Die automorphen Variablen g u g 2 als Formen der algebraischen 

Variablen <z 1; « a . 

Es sollen die Formen von g, , g 2 in Beziehung zu den Formen von 
e i> s 2 gesetzt werden. Zu dem Zwecke muss zwiscben der Spaltung 
von g in gj und g 2 und der Spaltung von s in e t und e 2) die ja an 
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sich ganz unabh'angig von einander sind, eine solche Beziehung fest- 
gesetzt werden, dass £,, g 2 Pormen von *,, e 2 und umgekehrt sind. 

An diese Festsetzung wird man folgende Forderungen zu stellen 
haben : 

1) ErlauUen Werthsystemen von g t , g 2 sollen nur erlaubte Werth- 
systeme von g 1; £ 2 entsprechen und umgekehrt. 

2) Auf der Riemann'schen Flache geschlossenen Wegen von e lt b 2 
sollen game linare homogene Substitutionen von g, , £ 2 entsprechen. 

Zu 1) ist noch zu bemerken, dass man die Forderung nicht mehr 
aufrecht erhalten kann, sobald £ sich einem Grenzpunkte des Polygon- 
netzes z. B. dem Fixpunkte einer parabolischen Substitution unbegrenzt 
nahert, zu 2), dass man auf die Forderung unimodularer Substitu- 
tionen zu Gunsten von 1) verzichten muss. 

Wir stellen nun folgende Ueberlegung an: 

Wenn % u g 2 irgend eine ganze binare Substitution erleidet, so 
multiplicirt sich 

(6, rfg) = M 2 -§2^i 

nur mit der Determinante der Substitution. 

Folglich muss ' eine multiplicative Form der Riemann'schen 

Flache , und also durch ein Product von multiplicativen Frimformen aus- 
driickoar sein. 

Urn nun diesen Ausdruck durch Primformen wirklich aufzustellen, 
hat man den Quotienten ^ — — an den verschiedenen Stellen der Rie- 
mann'schen Flache uber der 0-Ebene auf sein Verschwinden und Un- 
endlichwerden zu untersuchen. Dabei kann wegen der gegeniiber 
linearer Transformation invarianten Bedeutung von (§ , d£) das Unend- 
lichferne der g-Ebene keine besondere Rolle spielen, und weil die 
Bedeutung von dm l von der Auswahl der betreffenden Riemann'schen 
Flache unabhangig ist , so sind auch die unendlich fernen Punkte und 
die Verzweigungspunkte der von uns gewahlten Riemann'schen Flache mit 
jedem gewohnlichen Punkte derselben fur unsere Betrachtung gleich- 
werthig. Ich brauche mich daher nur auf endliche schlichte Stellen der 
Riemann'schen Flache zu beschranken, welche zugleich nur endlichen 
Stellen des g Bereichs entsprechen, und habe nur zu unterscheiden, 
ob die betreffende Stelle einem nichtsingularen Punkte oder einer singu- 
laren Ecke a,- des Fundamentalbereichs der g-Ebene entspricht. 

Fiir einen nichtsingularen Punkt ist in dem Ausdruck 

-g^ 62^2 -tr^i.^; de 

|| endlich und von verschieden, ebenso e 2t G(0 U 2 ) und wegen der 
Forderung 1) auch g 2 . Infolgedessen hat man den Satz: 

Mathematische Annalen, XLIV. * Q 
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Die multiplicative Form -^ — — ist an jeder Stelle der Riemann'- 

Z 

schen Flache, welche keiner singularen Ecke a,- des Fundamental- 
bereichs entspricht, endlich und von verschieden. 

An einem Fixpunkt a t der elliptischen Substitution Si muss (g«,-) ' 
verschwinden , also (£/3 8 ) von verschieden und endlich sein. Sei e- 
der entsprechende Werth von s; so verhalt sich dort 



1 -i 



dojj ist nun von d# nur um einen an der betr. Stelle endlichen und 

nicht verschwindenden Factor verschieden, der Quotient ^ — - wird 

d<o 3 

also an der Stelle e { von der Ordnung (1 — y) unendlich. Man hat 

also das Resultat: 

' ist eine multiplicative Form von s l7 s 2 , welche uberall endlich 

und von Null verschieden ist, mit Ausnahme der Stellen e,-, wo sie von 

der Ordnung (1 — -j-j unendlich wird. 

Folgende Gleichung giebt also in allgemeinster Weise die gewunschte 
Beziehung zwischen den automorphen und algebraischen Variablen: 

(g, «*$)-- _£/>(**) \ U.e • 



dco z 



Hieraus folgen dann vermoge der Identitaten 

t -??/"H f -7/ (g.^o 

die gesuchten analytischen Ausdrucke fur g n £ 2 als Formen von g l , # 2 : 

- (#)-*.i? rM -io-i).^..-^. ■ 



Kff(«„«k) 
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Die allgemeinste den gestellten Forderungen entsprechende Spaltung 
von § ist durch die vorstehenden Formeln gegeben. 

Die Variablen £, , £ 2 sind in den multiplicativen Primformen vom 
Grade q = -p + 1 _^1 ^ ~ j:) > *» *i>*t vom Grade |- 

Fur das folgende soil der Einfachheit halber immer 

H = 0, c a = 
gesetzt sein. 

Aus dem bekannten Verhalten von £ findet man, dass sich in der 
Umgebung einer Stelle e t - verhalten 



1 



(got,) wie (* — «,)*Yi (*!,*,), 

bezw. wenn a t - eine parabolische Ecke ist: 

(£«0 wie Yfa.fj), 

(6 ft) ;> V (*i , *j) • log [e — e-) + (^ , ^ , 

worin unter Y, Y n Y 2 je eine an der Stelle e< weder versehwindende 
noch unendlich werdende, unter O eine an e* nicbt unendlich werdende 
Form von t , s 2 verstanden ist. 

Hieraus folgt, dass bei einem positiven Umlauf von«j,« 2 um den 
Punkt e ( die Variablen g u g 2 folgende homogene Substitution en erfahren: 

2 in 

«'A) = to, 

bezw. in einer parabolischen Ecke: 

(£'«.)= (£«<), 

(E'ft)-=2»«. ($«,) + (£' A)- 

.Bei einem positiven Umlauf von z x , s 2 um den Punkt e s - erleiden also 
die Variablen g, , g 2 die Substitution S t , verbunden mit einer simultanen 

in ' 

Multiplication mit e '* , wobei fur eine parabolische Ecke l t = 00 « 
setzen ist. 

Um das Verhalten von g, , g 2 gegeniiber einem Periodenwege von 
#! , # 2 anzugeben , ist erst noch genauer festzusetzen , welche der beiden 
moglichen unimodularen Spaltungen der Substitutionen A x und JB X man 
mit A x , B% bezeichnen will. Wir verabreden in dieser Hinsicht: 

A z , B K sollen diejenigen unimodularen Substitutionen bedeuten, welche 
die Formen 

23* 
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w-$p. z,=m 



Icings der primitiven Periodenwege Ax, B x erleiden. 

Dann folgt aber sofort aus dem bekannten Verhalten der mit Z, 
und Z 2 multiplicirten Primformen : 

Langs eines geschlossenen Periodenweges A x und B x von #,, # 2 
erleiden £ 1; £ 2 die Substitutionen k x , B x in Verbindung mit einer 
Multiplication beider Grossen mit den Factoren 

2«.*2k<?-$)** 2^2^-iyj 

e a ' bem. e a l V . 

Man sieht also: 

Langs geschlossener Umldufe von e t , s 2 auf der Biemann'schen 
Fldche erleiden die Variablen £, , £ 2 swar ganse bindre lineare, aber im 
Allgemeinen nicht unimodulare Substitutionen. 

Und als Umkehrung hierzu: 

0j , 2 verhalten sich unimodularen Substitutionen der g t , £ 2 gegentiber 

als uneigentlich automorphe Formen vom Grade — , und swar entsprechen 

den Erseugenden Si, A*, Bx die folgenden Multiplicatoren von i} 2 , die 
bei 0, und s 2 jedesmal gleichseitig sutreten: 

-=■¥ -*2uu2\{i-$)V -f2n a *2^-i)K s 

e , e " • l v ' , e a * v J 

Hierzu kann noch wegen des gebrochenen Grades eine simultane 

N- -'2M 

Multiplication mit e 9 hinzutreten; docb. konnen wir diese bier 

ausser Acht lassen, da wir spater doch nur solche Formen zu betrachten 
baben werden , welcbe in g x , £ 2 von ganzzabligem Grade sind. 

Fur manche Zwecke ist es niitzlich, das Anfangsglied der Reihen- 
entwicklung von (g|) nach Potenzen von (sx) bezw. P{sx) zu kennen. 

Man findet dasselbe aus der Definition von £ 1; £ 2 und dem bekannten 
Verhalten von (g — £). Merkwurdigerweise ist der Coefficient des 
ersten Gliedes von (g§) von dem Coefficienten des ersten Gliedes von 
(g — |) unabhangig. Man findet: 

Wenn £ Tceine der Ecken cci des Fundamentalbereichs ist, so gelten 
an der Stelle % die Entwicklungen : 

* — 1 2 = 1 

X=cc 



«b -> • (§)"'• ("ft ». -^fpw" K) - 
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1st dagegm % der Fixpunkt « 4 der elliptischen Substitution S { , so ist 



— 1 X=o 






~ 1 X = a ±-l 



r JJ'P(e,e,)' ( -'~ 1: '. 



§ 21. 

Darstellung der automorphen Pormen von g n £ 2 als multiplicative 

Formen von e lt s 2 . 

Eine Form, welche sich gegeniiber unimodularen Substitutionen 
von §!, £ 2 multiplicativ verhalt, muss nattirlich auch gegeniiber den 
riicht unimodularen Substitutionen, welche geschlossenen Umlaufen 
von e lf s 2 entsprechen, multiplicatives Verhalten zeigen, und um- 
gekehrt. D. h. 

Die Gesammtheit alter automorphen Formen des t,-Bereichs stimmt 
mit der Gesammtheit alter multiplicativen Formen der sugehorigen 
Biemann'schen Fldehe uberein. 

Wir wollen aber wesentlich mit den eindeutigen automorphen 
Formen uns beschaftigen. Vor alien Dingen mtissen diese in der g-Ebene 
unverzweigt*) sein. 

Man sieht nun sofort: 

Die Gesammtheit der in der %-Ebene unvereweigten automorphen 
Formen ist identisch mit der Gesammtheit derjenigen multiplicativen 
Formen der mgeh'origen Biemann'schen Fldehe, welche hochstens in den 
PunMen e ( und swar mit der Multiplicity h (oder einem Theiler von l ( ) 
vereweigt smd. 

Entspricht e { einer parabolischen Ecke a i} so ist die Versweigung 
der multiplicativen Formen daselbst von beliebig hoher Ordnung. 

Die einfachsten unverzwejgten automorphen Formen sind diejenigen, 
welche nur in den Punkten eines Systems congruenter Stellen der 



*) Vergl. Math. Ann. Bd. 41, Seite 30 ff. 
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g-Ebene je einfach verschwinden. Ich nenne solche Formen ^automorphe 
Primformen". 

Bezuglich des Ausdrucks derselben durch s t , s 2 muss man einen 
Unterschied machen, ob die Verschwindungsstellen nichtsingulare 
Stellen der einzelnen Fundamentalbereiche sein sollen, oder ob in 
ihnen immer mehrere Bereiche mit je einer Ecke a* zusammenstossen. 
Ich sage: 

Die automorphe Primform fur eine nicht singulare SteUe g des 

Fundamentalbereichs ist: 

Z=P(0x), 

fur eine elliptische Ecke a<: 

j_ 

Z i ^P(0e i )' i l 

fiir eine parabolische Ecke a t : 

■Z,=-logP(**), 

unter P(zx) u. s. w. immer die allgemeinste an der Stelle x ver- 
schwindende multiplicative Primform unserer Riemann'scben Flache 

P(sx) = P{sx)-e a 
verstanden. 

Diejenigen automorphen Primformen, welche zu nicht singul'aren 
Punkten oder elliptischen Ecken gehoren, sind automorphe Formen 
im gewohnlichen Sinne, die zu parabolischen Ecken gehorenden da- 
gegen verhalten sich bei den Substitutionen der Gruppe additiv; multi- 
plicativ jedoch und ebenfalls unverzweigt verh'alt sich in einer para- 
bolischen Ecke jede Potenz 

P(ze>y'i 

mit beliebigem rationalem oder irrationalem , reellem oder complexem 
Exponenten. 

Der Grad der automorphen Primformen in Bezug auf t, x , £ 2 ist in 

den 3 Fallen beziehungsweise -, -j oder logarithmisch. 

Da der Grad im Allgemeinen nicht ganzzahlig ist, so sind die 
automorphen Primformen, allgemein zu reden, obwohl unyerzweigte, 
dennoch mehrdeutige Formen von §,, g 2 . 

Die „ automorphen Primformen" sind die Verallgemeinerung der- 
jenigen Formen, welche ich im Falle p = Grundformen *) genannt 
hatte. Diesen Namen habe ich jedoch aufgegeben und dafiir den 
Namen „automorphe Primformen" eingefiihrt wegen der innigen Ver- 
wandtschaft, ja Identifat mit den „multiplicativen Primformen", und 

*) Math. Ann. Bd. 41, Seite 41 ff. 
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das urn so lieber, als ich so auch mit der von Hrn. Schlesinger*) 
im Palle p = gebrauchten Terminologie mich in Einklang befinde. 

Die allgemeinste unversweigte automorphe Form ist ein Product 
soldier automorphen Primformen, also ein Ausdruclc folgender Art: 



?=£ P(*B.)P(*6.)...P(06.) 

Der Grad derselben in g t , £ 2 ist: 



*o *_^^i ™a "ot 



t=n 



*-i(i+2} 



t=i 



und den Erzeugenden S,, A x , B* der unimodularen Gruppe entsprechen 
die Multiplicatoren : 

e a ! 

Dazu kann noch in Folge von simultanen Umlaufen von g 1; £ 2 urn 
ein Multiplicator e N ' R ' 2ai hinzutreten, unter N eine beliebige ganze 
Zahl verstanden. 

Ist cii eine parabolische Ecke, so tritt an Stelle des Exponenten 

j- eine beliebige rationale oder irrationale reelle oder complexe Zahl £,'. 

Damit nun die unversweigte automorphe Form F{% 1} g 2 ) sugleich 
eine eindeutige Form sei, muss 

1) der Grad E eine ganse Zahl sein, 

2) das Multiplicatorsystem den in § 18 angegebenen Bedingungen 
geniigen. 

Es sei der Grad B und das Multiplicatorsystem 

Qi = e ' , q x = e *, q x = e "■ 

einer eindeutigen automorphen Form vorgegeben. 

Dann sind die Zahlen s it d und die Punkte a und b offenbar 
folgenden Gleichungen und Congruenzen entsprechend zu bestimmen: 



*) Ueber die bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf- 
tretenden Primformen (Crelle's Journ. Bd. 110), 
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- T (mod. 1), 



I. 2 J, — al fc 

a b i 

= — &' x = 6 X (mod. 1) ? 

= + h* = <>* (mod. 1) . 

Die Zahlen ~- kann ich hier, indem ich eventuell e { unter die 
h 

Punkte a oder 6 em oder mehrere Mai aufnehme, immer so ein- 
richten, dass 

ist. Fiir eine parabolische Ecke soil festgesetzt werden, dass 

wenn B ;> ist, <T K(e/)< 1 , 

wenn .R <I — 2 ist, < »(«/) <; 1 

sein soil. Fur i? = — 1 will ich mir fiir den einzelnen Fall die Ent- 
scheidung vorbehalten, ob ich ^(e/) gleieh oder = 1 setzen will. 

Es bedeute nun E[ci\ die grosste in a enthaltene reelle ganze 
Zahl. Dann ergeben sich durch Auflosung der obigen Gleiehungen 
und Congrueuzen die in nachfolgendem Satze angegebenen Glei- 
ehungen : 

Der allgemeinste Ausdruck einer eindeutigen automorphen Form 
vom Grade B und dem Multiplicatorsystem 



iTt — 



iltX; 



h -• _.. Jt^t _ 2ino„ i 2iito„ 



Pi = e H beew. e %n ^ , q x = e""', Q x = e' 
lautet: 

f=4 P(*&,)P(«6 i )...P(«6,) 

wo&ei oKe Zahlen s iy a/, d dto-c/i folgende Gleiehungen gegeben sind: 

-1, + Bl 






22.. 



*/ = g **' — -^ a ^' i 
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2 > 



imd die Pimkte a und b so gu lestimmen sind, dass 

a b 

-2(*«o..+A'.fl,; x )-^(^+f (i -\))w? , 

Da&ei ist fur eine parabolische Ecke, bei rein imaginarem Werthe 
von hi, 

wenn B 2> ist, E^hA = 0, 

♦ wenn B <^ — 2 ist, E\^hA = — 1 

m setsen. 

Da zufolge § 18 

B + hi = (mod. 2) 

ist, so ergeben sich aus den vorstehenden Formeln immer ganzzahlige 
Werthe tod s it und da 

ijB +2r-° (mod. 2) 

ist, auch immer ganzzahlige Werthe von d. Da endlich auch die 
Congruenzen fur die Punkte a und b bei hinreichend gross gewahlter 
Anzahl s immer losbar sind, so ist folgender Satz richtig: 

Es giebt m jedem mlassigen Mulfiplicatorsysteme sugehorige ein- 
deutige automorphe Formen. 

Pur den Grad d der im allgemeinen Ausdruck enthaltenen un- 
verzweigten multiplicativen Form lasst sich leicht eine untere und 
eine obere Grenze angeben. 



Es ist namlich 
also, da 



"SlS'-I 



und 
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?(l-ty--2p + 2-2. 



ist, 

(E + 2)2 + 2p — 2^<J<;.Rg. 

Sehe ich von den Fallen p = 0, und dem Falle # == 1 ohne 
singulare Ecken — , welcher auf die gewohnlichen elliptischen Func- 
tionen fiihrt, — ab, so ist stets 

q<0. 
Daraus folgt: 

Wenn R>Qist,so ist stets 8 < 0, wenn B< — 2ist, so ist stets d >2p — 2. 

Da ferner rechts das Gleichheitszeichen nur dann auftritt, wenn alle 

7 i = 0, und links nur, wenn alle ^ = 1 — y- sind, so findet man: 
h h h 

Wenn E=0 ist, so ist <J=0, wenn aUe p«=l, 

wenn B= — 2 ist, so ist d=2p — 2, wenn alle p.= l, 

<J>2j> — 2, weww nicht alle pi = l sind. 

Ferner zeigt man genau wie im Falle p = *) die Richtigkeit 
folgenden Satzes: 

Stehen die Grade B,B' sowie die den Erzeugenden S { entsprechen- 
den Multiplicatoren q { , p/ sweier automorphen Formen F, F' in der 
Beniehwig: 

B + B ' = — 2, Qi Qi = 1 , 
so ist 

8 + d'=2p-2, £ + £ = 1-1 

Stehen nicht nur die den S; entsprechenden, sondern alle Multi- 
plicatoren in der Beziehung 

p.p'=l 
und ist 

B + B' = — 2, 

so sind die von den Verzweigungsfactoren befreiten Theile beider Formen 
reciproke multiplicative Formen; denn die Grade stehen in der Be- 
ziehung: 

8 + 8' = 2p — 2 

und die Grossen K„ und h a erganzen sich zu Perioden erster und 
zweiter Gattung 

*) Math. Ann. Bd. 41, S. 45. 
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K a + K' tt ==^ (N* m ax + N;.(x>u X ), 

y. 

Ich tibertrage nun diese Benennung auch auf die automorphen Formen, 
und sage: 

Ich nenne swei automorphe Formen „reciproke Formen", wenn die 
Grade B und B ' und die denselben Substitutionen entsprechenden Multi- 
plicatoren q und q in der Beeiehung stehen: 

B + B' = — 2, pp'=l. 

Die unversweigten Theile im Ausdruck zweier reciproken automorphen 
Formen durch ts 1} 2 sind reciproke multiplicative Formen, die Ver- 
sweigungsfactoren ergansen sich su 

i=n 1 

z'=l 

Das Product irgend eweier reciproken automorphen Formen ist eine 
eigentlich automorphe Form vom Grade — 2. 

Jede dieser Eigenschaften , z. B. die letzte, kann man auch zur 
Definition der reciproken automorphen Formen benutzen. 

Besondere Wichtigkeit besitzen die eigentlich automorphen Formen 
vom Grade — 2 , welche den Formen $ [e l , # 2 ) vom Grade 2 p — 2, 
die auf der kanonischen Flache algebraisch sind, genau entsprechen; 
ihr allgemeiner Ausdruck lautet 

i—n _1_ 

Es gilt von ihnen naturlich folgender Satz: 

Es giebt p linear unabhdngige game eigentlich automorphe Formen 
vom Grade — 2, welche den p linear unabhdngigen gansen auf der 
kanonischen Fldche algebraischen Formen <p vom Grade 2p — 2 pro- 
portional sind. 

Berucksichtigt man, dass 

(g, dt)--JJP(eei) *< li) .d<o, 

«=i 
ist, so findet man 

-fF-* (Si , fe) • «, d%) =JcD (0, ,0 2 ).do.. 

Die Integrate der eigentlich automorphen Formen vom Grade — 2 
sind die Alel'schen Integrate der Biemann' schen Fldche. 

Insbesondere sind die Integrate der gansen eigentlich automorphen 
Formen vom Grade —2 die p uberatt endlichen Integrate w° a 



a 
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22. 



Von der AnzaM der willkMichen Constanten in den automorphen 
Formen und den Coefflcienten ihres Unendlichwerdens. 

Es sei 

i = l 

eine eindeutige automorphe Form vom Grade E und bestimmtem Multi- 
plicatorsystem , U(s x , 2 ) a ' so e i ne unverzweigte multiplicative Form 
von e u e 2 von ebenfalls wohl bestimmtem Multiplicatorsysteme, deren 
Grad ich mit 8 benenne. §/, % 2 \ %{', ij 2 "; . . . ^'^ , § 2 ' e ' se i en die im 
Fundamentalbereiche gelegenen Unendlichkeitsstellen von F(t, ly g 2 ) — 
wobei ein {mk — «,-)-f aches Unendlichwerden in einer Ecke a.als m-faches 
Unendlichwerden zu zablen ist — . Hiermit sind die Unendlichkeits- 
stellen x { ', x 2 ; x^', x 2 '\ . . . x^^, a; 2 |e l der multiplicativen Form 
U(0 1} z 2 ) bestimmt. 

Die Anzahl der noch willkiirlichen linearen Constanten in Ffa , £ 2 ) 
stimmt nun offenbar mit der Anzahl der willkiirlichen Constanten in 
der Form ?7(#i,# 2 J herein, ist also gleich 

s + d-p+l + r', 

unter r' die Anzahl der linear unabhangigen an den Stellen x', x",...x\"\ 
verschwindenden ganzen zu TJ{z x , s 2 ) reciproken multiplicativen Formen 
u'(s t . s 2 ) verstanden. Nun entspricht aber jeder solchen Form u'(s u s 2 ) 
eine an den Stellen £', §", . . . §1*1 des Fundamentalbereichs ver- 
schwindende ganze zu -F(g, , g 2 ) reciproke automorphe Form 

«=i 

Der Eiemann-Eoch'sche Sate lasst sich also fur automorphe Formen 
folgendermassen aussprechen : 

Es giebt e -f- 8 — p + 1 + *' linear unabhangige automorphe 
Formen vom Grade E und bestimmtem Multiplicatorsystem, welche an s 
vorgegebenen incongruenten Stellen unendlich werden diirfen, unter x die 
Aneahl derjenigen linear unabhangigen ganzen reciproken automorphen 
Formen verstanden, welche an den e gegebenen Stellen verschwinden. 

Fur ganze Formen lautet der Satz: 

Ist E der Grad eines Systems automorpher Formen Ffa, g 2 ), 
8 der Grad der zugehorigen unvergweigten multiplicativen Formen TJ(Zi,s 2 ), 
6 die Anzahl der in dem System enthaltenen linear unabhangigen ganzen 
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Formen, und sind R',8',o' die entsprechenden Zahlenfiir das reciproke 
System, so ist 

= g — ^ -{- 1 -f ff ' ; 
0'=8' — J5 + 1 -|-6. 

Wenn eine automorphe Form F(£ 1} g 2 ) an einer Stelle £ des 
Fundamentalbereichs (welche der Einf'aehheit halber keine singulare 
Ecke sein moge) unendlich wird wie 



^•(3?r-«o-. 



so wird nach der am Schluss von § 20 gegebenen Formel dieselbe Form 
als Form von g t , z 2 unendlich wie 





A.firtxet^-i^^T 
fj \P{ocy)) 


also da 






, 1 s i <- 


ist, U(0 t , 


g 2 ), wie 



Es werde nun Ffa , g 2 ) an den Stellen §', g", . . . gl'l des Fundamental- 
bereichs mit den Coefficienten A lt A 2 , . . . A e je einfacb unendlich; 
dann wird die multiplicative Form U(0 t , 2 ) an den Stellen x', x", ,. .ajl'l 
mit den Coefficienten 

AvYJptxl^ei) 1 * v=l,2,...e 

1 = 1 

je einfach unendlich. Bezeichnet nun u'(0 t , 0. 2 ) irgeud eine der 6' 
linear unahhangigen ganzen zu U(f) 1} 2 ) reciproken multiplicativen 
Formen, so ist also nach § 11 



v=p i=n 



J>JA v YJP(xWei) li . tt'foM, asjl'l) = 0. 



Nun sind aber die Formen 



XJP{0e i )''u'(0 i ,0 2 ) 



<=i 
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gerade die s' linear unabhangigen zu F{t, i} £ 2 ) reciproken ganzen 
automorphen Formen /"/(gj, g 2 ), f 2 ' (£ t , g 2 ), . . . ft (gj, £ 2 ) • 

_4feo genugen die Coefficienten der incongruenten Unendlichkeitsstellen 
einer automorphen Form den Bedingungen: 

AA'iW, W) + Afx (Si", &*") + ■ • • + A.U (5,'", l 2 |e| ) = 0, 
^iA'(Si'» 62') + A// Cli", £,") + • • • + ^./* (6," 1 , l 2 |e| ) = 0, 



Aft^', g/) + ^/; CI/', l 2 ") + • • • + A.ft (61" 1 , g 2 |e| ) = 0, 

wo //, /j', .../"' £?*e <?' Kweay unabhangigen gansen reciproken auto- 
morphen Formen vorstellen. 

Fur die eigentlich automorphen Formen vom Grade — 2 speeialisiren 
sich die Formeln zu folgender: 

A i + A 2 +-.. + A e ^O, 

d. h. die Summe der Coefficienten der Unendlichkeitsstellen einer eigent- 
lich automorphen Form vom Grade — 2 ist = 0. 

Ebenso, wie die bisherigen, lassen sich auch die Satze fiber die 
Mindestanzahl der Unendlichkeitsstellen ubertragen. Der wichtigste ist: 

Die Mindestansahl allgemein gelegener Unendlichkeitsstellen einer 
automorphen Form ist um 1 grosser, als die Zahl der linear unab- 
hangigen gansen reciproken automorphen Formen. 

Die weitaus meisten, und gerade die vermittelst der Poincare'- 
schen Reihen zugangliehen Falle B <[ — 4 und B ^ 2 der automorphen 
Formen entsprechen dem „allgemeinen Falle" der multiplicativen 
Formen, fur welchen sich die angegebenen Resultate zum Theil etwas 
vereinfachen. 

So gelten fur B < — 2 und fur diejenigen Formen vom Grade 
JR = — 2, welche nicht mit eigentlich automorphen Formen verwandt 
sind, folgende Satze: 

Die Ansahl der linear unabhangigen gansen Formen ist 
6 = d—p+ 1. 

Die Ansahl der linear unabhangigen Formen, welche an s vor- 
gegebenen Stellen unendlich werden diirfen, ist 

^ + d — p + 1. 

Die Coefficienten der Unendlichkeitsstellen sind keinen Bedingungen 
unterworfen. 

Es giebt immer Formen mit einer einsigen frei beweglichen Unend- 
lichkeitsstelle. 

Fur die Falle B > und fur diejenigen automorphen Functionen, 
B = 0, die nicht mit eigentlich automorphen Functionen verwandt 
sind, lauten dagegen die entsprechenden Satze: 
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Es giebt Jcewle gawzen Formen. 

Eine Form, welche an s vorgegebenen Stellen unendlich werden 
darf, bvsitst 

e+8 — p+l + r' 

willhurliche lineare Constanten, writer x' die Anmhl der linear unab- 
Mngigen ganzen reciprohen automorphen Formen verstanden, welche 
an den gegebenen Unendlichkeitsstellen verschwinden. 

Die Coefficienten der Unendlichheitsstellen sind a' — x' linear unab- 
hdngigen homogenen linearen Gleichungen unterworfen. 

Die Mindestanmhl frei beweglicher UnendlicMeitsstellen ist p — 3. 

Die Mindestanmhl fester Unendlichheitsstellen ist ~^ , vorausgesetet, 
dass p — d eine gerade Zahl, und d ;> — p ist. 

Die Mindestanmhl einfach beweglicher Unendlichheitsstellen ist 
- — g , vorausgeseM, dassp—d eine ungerade Zahl, undd^—(p-\-l) ist. 

Die Mindestanmhl zweifach beweglicher Unendlichheitsstellen ist 
2 , vorausgeseM, dass p — S eine gerade Zahl, und d~^>— (p+2) ist. 

Fur specielle Constanten der Gruppe, sowie fur specielle Multipli- 
catorsysteme kann die Mindestanzahl der Unendlichkeitsstellen von 
beschrankter Beweglichkeit sich ubrigens noch weiter erniedrigen. 

Unter diesen Angaben nicht einbegriffen sind, abgesehen von 
B = — 1 , die eigentlich automorphen Formen vom Grade und — 2. 

Fur die ersteren gelten statt der angegebenen Satze die fur alge- 
braische Functionen geltenden bekannten Satze, fur die eigentlich 
automorphen Formen vom Grade — 2 modificiren sich die fur un- 
eigentlich automorphe Formen gemachten Angaben folgendermassen : 

Es giebt p (statt (p — 1) linear unabhdngige ganse eigentlich auto- 
morphe Formen vom Grade — 2. 

Die Mindestanmhl wirhlicher Unendlichheitsstellen ist 2 (statt 1). 

Auf B = — 1 will ich nicht naher eingehen. 



Die automorphen Elementarformen. 

Auch die auf den Satzen uber die Unendlichkeitsstellen beruhende 
Theorie der Elementarformen muss sich von den multiplicativen auf 
die automorphen Formen iibertragen lassen. 

Es sei .F(gj , 'g 2 ) eine Form eines Systems automorpher Formen 
vom Grade B und den Multiplicatoren q x , U(z 1} e 2 ) eine Form des 
zugehorigen Systems unverzweigter multiplicativer Formen, so dass 






i=l 
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ist. Es bedeute a die Anzahl linear unabhangiger ganzer Pormen in 
dem System der F(£ t , g 2 ) bezw. der U{0^,0 2 ), s' dieselbe Anzahl fur 
das reciproke System. 

Dann definire ich: 

Unter den gamen Elementarformen fpfa, 2 ) Cf* === ^-» %> • • • 6 ) d& 
Systems der F(^, £ 2 ) verstehe ich irgend 6 linear unabhangige game 
Formen des Systems. 

Unter einer gebrochenen Elementarform A{t, K , £ 2 ; § 1; £ 2 ) des Systems 
verstehe ich eine gum System gehorige automorphe Form von t, x , t, 2 , welche 
nur an a' allgemein gelegenen festen Stetten rj } ij", ... ijl "^ ' und an 
einer variablen Stelle | des Fundamentalbereichs je einfach unendlich 
wird, und zwar an der variablen Stelle mit dem Coefficienten -J- 1. 

Diese „ automorphen Elementarformen" des Systems der .F(g 1; £ 2 ) 
lassen sich in sehr einfacher Weise durch die friiher besprochenen 
„multiplicativen Elementarformen" des System der U{s l , %) ausdrucken. 
Es seien u^ fa, 2 ) (/* = 1, 2, . . . ff) die 6 ganzen, Ufa > 2 ; 'x u x 2 ) die 
gebrochene Elementarform des Systems der Ufa , 2 ). Dann hat man 
den einfachen Satz: 

Die gamen automorphen Elementarformen heissen: 

i=n H 

Mt lf y -JJPtset) 1 * . u^fa, 2 ), 
die gebrochene automorphe Elementarform: 

■>i—n *i £ i 

^(5i,6,5 li.y =JJP(0e ( )^. P(xe ( )^. Ufa, 2 ; x u x 2 ), 



(HT- l -t) 



Dass die Formen f^ (g t , | 2 ) in der That 6 linear unabhangige ganze 
automorphe Formen sind, folgt unmittelbar aus der Definition. 

Ebenso ist unmittelbar klar, dass A(t, { , £ 2 ; | 1} § 2 ) eine automorphe 
Form von £,, £ 2 vom Grade B und den Multiplicatoren q x ist, und 
dass es an den festen Stellen r\, r\' , . . . r\\ a '\ und der variablen Stelle \, 
welche den Unendlichkeitsstellen y', y", . . . y\' i I und x der Form 
U(0 1} 2 ; x 1) x i ) entsprechen, je einfach unendlich wird. 

Es ist noch zu beweisen, dass A(£ u g 2 ; % i , | 2 ) an der variablen 
Unendlichkeitsstelle £ in der That als Form von g, , g 2 den Coefficien- 
ten 1 besitzt. Dies geschieht folgendermassen : 

An der Stelle x verhalt sich 

Ufa ,0 2] x i} x 2 ) wie + 1 ■ (=^y +1 ^C^)- 1 , 
also, wegen ~ + -£ = 1 — j-, 



Die multiplicativen Formen auf algebraischen Gebilden. 369 

Yl P(0 m) h T{xe^ . Ufa ,s 2 ;x 1} x 2 ) 



wie 



n«Mi w '(..)- 



Nun verhalt sich aber 

?'==w / 1 \ 

(66) wie TJp(xe i )~"").(£¥£Y~ 1 .F(Bxyi-\ 
fjj- \P(xy)/ 

und also 

A{l u t 2 ; l u £,) wie + 1 • (ifj)^ (££)-' • 

Damit ist bewiesen, dass die dargestellte Form alien Forderungen 
der Definition geniigt. Umgekehrt sieht man leicht, dass wemi 
■d(t it S 2 j 6n £2) der allgemeinen Definition der automorphen Elementar- 
form geniigt, dass dann auch U{s l , 2 ; x x , x 2 ) der Definition der multi- 
plicativen Elementarform genau entspricht. Es ist daher die dar- 
gestellte Form nieht nur immer eine automorphe Elementarform, son- 
dern auch die allgemeinste automorphe Elementarform. 

Es lassen sich folgende weitern Eigenschaften der automorphen 
Elementarform ebensowohl aus der unmittelbaren Definition, wie aus 
den entsprechenden Eigenschaften der multiplicativen Elementarform 
£/"(#( , z 2 ; x i , x 2 ) ableiten ; ich will mich bei dieser Ableitung , welche 
keine Schwierigkeiten bietet, nicht aufhalten , und nur die Satze selbst 
zusammenstellen : 

Die Elementarform ist, wenn sie im ersten Argumentpaar g 1} £ 2 
den Grad B besitst, im gweiten Argumentpaar vom Grade der reciproken 
automorphen Formen: 

B' = — B-2. 

Sie wird als Form von g 1; g 2 an der Stelle | des Fundamental- 
bereichs mit den Coefficienten -\- \, an den congruenten Stellen §<*> mit 
den Coefficienten q x unendlich, als Form von | u £ 2 dagegen an der 
Stelle § des Fundamentalbereichs mit dem Coefficienten — 1, an den 
congruenten Stellen £(*> mit den Coefficienten — q~ 1 . 

Sie geniigt als Form ihres ersten, bezw. ihres sweiten Argument- 
paares den Functionalgleichungen: 

At\ g°; E„ 6J - q. A(&, g 2 ; £ 15 £ 2 ) = 0, 
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worin ubrigens die Formen H^ (£ 1} |j 2 ) nicht mit den Formen H^a^a^) 
auf Seite 329 identiseh sind/ sondern sich von ihnen urn den Factor 



Qy. 1 ■r x -J^JP{xe i ) 



unterscheiden , unter r x den Multiplicator verstanden, den die Formen 
U(0 1} 2 ) langs des betreffenden geschlossenen Umlaufs von e it g 2 
erhalten. 

Die automorphe Elementarform dient in gleicher Weise sur Dar- 
stellung der Formen F^, £ 2 ) wie der Formen F'(% x , | 2 ) des reciprohen 
Systems: 



/ t=g 



^.y =-jf ^an ?r ; s,, y + "^ *•*&&,& 

Eerner gelten alle fiber die Beziehung der Elementarformen erster 
und zweiter Art bei den multiplicativen Formen ausgesprochenen Satze 
in ganz gleicber Weise fur die automorphen Elementarformen. 

Obwohl icb auf die Darstellungen durch Poincare'sche Reihen in 
dieser Arbeit prineipiell nicbt eingebe, so muss ich docb hinzufiigen, 
dass diejenigen Elementarformen, welcbe sich durcb solche Reihen 
darstellen lassen, zwar unter den obigen Formeln enthalten, doch 
sicber nicht die allgemeinsten Elementarformen sind. 

Denn abgesehen davon, dass man durcb Poincare'sche Reihen nur 
solche Elementarformen darstellen kann , deren Grad in f, , £ 2 eine 
hinreichend grosse negative Zahl ist, so wird doch die Poincare'sche Reihe 

^ 9 * (f w «)Bat 1 ^ 1 « 1> &) 
als Form von j^, jj 2 ausser an den periodisch gelegenen Stellen £<*> 
nur noch an einer endlichen Zahl von Stellen der g-Ebene unendlich. 
Dies ist aber bei der allgemeinsten Elementarform durcbaus nicht 
nothwendig der Fall, wie das Beispiel der normirten Elementarformen 
zeigt, welcbe noch an 6 Systemen von unendlich vielen periodisch 
gelegenen Stellen unendlich werden. Dm die aueh als Function ihrer 
Unendlichkeitsstelle allgemeinste Elementarform zu bekommen, miisste 
man zur Bildung der Poincare'schen Reihen aucb transeendente Formen 
heranziehen. 

Aber ich behaupte: 

Die Integrate gweiter Qattung sind, falls die Poincare'schen Beihen 
vom Grade — 2 convergiren, sicker immer durch Poincare'sche Beihen 
darstellbar. 
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Es ist dann namlich 

-2 o 

•Jf -^Wnfe, SlSjJ— ^ ( t W fi )( t M„) 

wo die Summation fiber alle mit g congruenten Stellen £<*> zu erstrecken 
ist, das gewiinschte Integral. 

In der That zeigt man, dass die Differenz 

von |j, | 2 unabhangig ist. Es ist namlich 

und also 

Mt t .t w a an_ ^ £ • ? £ _ y (£^)(£ < " ) n ( - 2) )-(en ( -' ) )(g ( "S) 

^I6i;fe2i«l ' 5 ?2 W J ^t&o&M 5i,S 2 — ^ (^^(^'^(jW^-^) 

Hierin kommt in der That §,, § 2 nicht mehr vor, und die Functionen 
H^'dj, | 2 ) niBssen sich also auf Constanten reduciren, so dass die 
Elementarform wirklich ein Integral zweiter Gattung ist. 

Herr W. Burnside*) hat die vorstehende Reihe fur eine specielle 
Art von Gruppen behandelt, namlich fiir die Fundamentalbereiche ohne 
singulare Ecken , bei denen sich die Substitutionen A x auf geschlossene 
Umlaufe in der g-Ebene reduciren (wie in Fig. 13). 

Die Eolge davon ist dass die dargestellte Reihe im Falle der 
Gonvergenz, weil in der |-Ebene eindeutig, ein normirtes Integral 
sweiter Gattung, seine Perioden also die normirten cp-Formen und 
deren Integrale die Normalintegrale erster Gattung sind. Diese bier 
aus den allgemeinen Principien folgenden Resultate werden dort im 
Einzelnen aus der Reihendarstellung hergeleitet. 

Ich bemerke hier zugleich, dass man in aualoger Weise die 
Appell'schen Integrale 2. Gattung durch Poincare'sche Reihen als 
Elementarform en zweiter Art darstellen kann, wofern nur die Reihen 
vom Grade — 2 fiir das betreffende Multiplicatorsystem convergiren. 



*) W. Burnside: On a class of automorphic functions. Proceed, of the 
London Math. Society Vol. XXIII, Nos 433—435. 1892. 
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Schlussbemerkung. 

Nachdem ich nunmehr die Aufgabe, die ich mir in meiner Arbeit 
in Bd. 41 dieser Annalen gestellt hatte , namlich die glanzenden Ent- 
deckungen Herrn Poincare" s im Gebiete der automorphen Functionen, 
diese unendliche Fiille neuer Satze und mannigfaltigster Beziehungen, 
von einem allgemeinern Standpunkte aus zu iiberblicken, als es der 
specielle Ausgang von den Poincare 'schen Reihendarstellungen gestattete, 
zu einem ersten gewissen Abschluss gebracht habe, sei es mir gestattet, 
mit einigen wenigen Worten das Verhaltniss meiner Ausfuhrungen zu 
den Untersuchungen des franzosischen Meisters zu beleuchten. 

Ein wesentlicher Unterscbied liegt darin , dass icb im Sinne der voii 
Herrn Klein in Bd. 21 der Math. Ann. entwickelten Ideen die Existenz 
der automorphen Functionen statt auf die Poincare 'schen Reihendar- 
stellungen ganz allgemein auf die functionentheoretischen an Riemann 
ankniipfenden Methoden von Schwarz und Neumann grunde. 

Der Uebergang Poincare s von den automorphen Functionen zu 
den 0-Functionen leitete mich von den automorphen Functionen zu 
den automorphen Formen, indem ich hierin dem von Herrn Klein im 
Schlusskapitel von Bd. I der Modulfunctionen ausgesprochenen und in 
seiner Vorlesung vom W. S. 1890/91 genauer dargelegten Gedanken- 
gang folgte. Dabei fand ich, dass die Poincare 'schen - Functionen, 
eben die automorphen Formen, in zweifacher Hinsicht einer Verall- 
gemeinerung fahig waren : ich betrachtete auch multiplicativ auto- 
morphe Formen, und auch solche von ungeradzahligem Grade. 

Wie man nun die automorphen Functionen als algebraische Func- 
tionen* auf einer geschlossenen Riemann'schen Flache darstellen und 
iiberschauen kann, so lag es nahe, auch die automorphen Formen als 
Formen auf einer Riemann'schen Flache darzustellen, und so ihre 
Beziehungen zu einander zu erforschen. Dies bot im Falle p = nur 
geringe Schwierigkeiten , und ist von mir in Math. Ann. Bd. 41 aus- 
gefuhrt worden. Fur hoheres Geschlecht war die Idee, iiberhaupt 
Formen auf Riemann'schen Flachen zu betrachten, zuerst von Klein 
in Math. Ann. 36 eingefuhrt worden; derselbe Gedanke durchzieht die 
„Modulfunctionen" von Klein und Fricke , wo denn auch in Bd. II in 
allerdings particularer Form der Versuch gemacht wird, die Modul- 
formen mit den Formen auf der Riemann'schen Flache in Beziehung 
zu setzen. Aber alle diese vorliegenden Ausfuhrungen geniigten fiir 
meine Zwecke noch nicht, wesentlich aus dem Grunde, \jeil in ihnen 
in Folge einer Anlehnung an die bekannte Theorie der ganzen alge- 
braischen Functionen die algebraischen Formen eine unzweckmassige 
Sonderstellung einnehmen und das ganze Interesse absorbiren. Fiir 
die Theorie der automorphen Formen war es vielmehr nothig, auf 
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der in Math. Ann. 36 von Elein gegebenen Grundlage eine all- 
gemeine Theorie der multiplicativen Formen auf einer Riemanri'schen 
Flache zu schaffen, die den zweiten Theil der vorliegenden Arbeit 
bildet. Aber so sehr sich diese Theorie nun t-jlbstandig gestaltet hat, 
so ist es doeh immer die Riicksicht auf die Poincare'sche Theorie der 
automorphen Punctionen gewesen, die mir als Leitfaden in der Auf- 
stellung meiner Satze gedieut hat. Gerade fur die interessantesten und 
fruchtbarsten Begriffsbestimmungen iiber die multiplicativen Formen, 
fur den Begriff der reciproken Formen, fur den verallgemeinerten 
Riemann-Roch'schen Satz, fur die Elementarformen fand ich die 
ersten Ans'atze, wenn audi zum Theil versteekt uhd sehr speciali- 
st, in den Poincare 'schen Betrachtungen vor. Wenn jetzt die 
allgemeine Theorie der multiplicativen Formen mit Nothwendigkeit 
zu jenen Satzen fiihrt und sie bequem zu uberschauen gestattet, so 
gehorte zweifellos ein urn so grosserer Scharfsinn Herrn Poincare" s 
dazu, dieselben schon in der speciellen Form, wie sie sich ihm dar- 
stellen mussten, versteekt unter verhiillenden Besonderheiten seiner 
Darstellungsweise , richtig herauszufinden und zu seinen Zwecken zu 
verwerthen. 

Wenn in meiner Darstellung die Poincare 'schen Reihen ganz 
zuriicktreten, so ist das eine natiirliche Folge meines allgemeinen Aus- 
gangspunktes. Es ist selbstverstandlich, dass fur die Beziehungen der 
Function en und Formen eines bestimmten Bereiches zu einander die 
besondere Art der expliciten Darstellung unwesentlich ist. Dagegen 
bleibt der besondern Betrachtung dieser Reihen ein weites, noch fast 
ganz unerforschtes Gebiet nach zwei Richtungen hin offen: Erstens 
handelt es sich um die Abhangigkeit der automorphen Functionen, und 
damit der Moduln des algebraischen Gebildes von den Constanten der 
Gruppe; dazu wird es freilich erst nothig sein, die Gruppe arith- 
metisch zu beherrschen, wie man es bei der Modulgruppe langst ver- 
steht. Zweitens ist die Abhangigkeit der durch Poincare'sche Reihen 
dargestellten Functionen von der Gestalt und den Constanten der zur 
Reihenbildung benutzten rationalen Formen ein dankenswerthes Feld 
der Dntersuchung. Denn wenn auch Herr Poincare gezeigt hat, dass 
man die allgemeinste automorphe Function bezw. Form durch seine 
Reihen darstellen kann, so gilt das nur, insofern man diese Func- 
tionen als Functionen der laufenden Variablen ansieht. Als Func- 
tionen der Constanten, z. B. der Unendlichkeitsstellen, haben die 
Poincare 'schen Reihen einen ganz speciellen Charakter, der wohl ver- 
dient, noch naher untersucht zu werden; ich erinnere nur an das 
Beispiel der durch Poincare'sche Reihen definirten Elementarformen 
vom Grade —2, welche als Function ihrer Unendlichkeitsstelle Integrale 
zweiter Gattung sind. 
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Fur derartige, die Poincare'schen Reihen speciell betreffende Unter- 
suchungen hoffe ich, wie ich schon in der Einleitung aussprach, den 
Weg einigermassen frei gemacht zu haben, indem ich zunachst alle 
diejenigen Dinge vorveggenornmen habe, welche mit den Reihen als 
solchen nichts zu thun haben. 

Waltershausen in Thuringen, Ende Juli 1893. 



Die Stetigkeit der automorphen Functionen bei stetiger 
Abanderung des Fundamentalbereichs. 
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Theil I. 
Symmetrische Fundamentalbereiche. 

Einleitung. 

Im Verfolg meiner Untersuchungen iiber automorphe Functionen 
komme ich zu einer Frage, welche besonders beim Beweise des 
sog. Fundamentaltheorems wichtig ist; der von Herrn Klein her- 
ruhrende (Math. Ann. Bd. XXI. 1882) und von Herrn Poincare in 
Acta math. IV in yerscharfter Form wiedergegebene Continuitats- 
beweis dieses Theorems stiitzt sich namlich darauf, dass bei stetiger 
Aenderung des Fundamentalbereichs auch die zugehorigen automorphen 
Functionen sich stetig andern. 

Dieser Hulfssatz ist natiirlich leicht analytisch zu beweisen, wenn 
man eine explicite Darstellung der Functionen kennt, wie sie Poincare 
in der That fur die eindeutigen Functionen geliefert hat. Aber es ist 
wunschenswerth , denselben Satz auch aus dem blossen Begriff der 
automorphen Functionen , aus ihrer geometrischen Definition her aus mit 
denselben Principien zu beweisen, vermittelst deren man uberhaupt die 
Existens der Functionen erschliesst. Es ist das um so nothwendiger, 
als Poincare's Beweis versagt, wenn seine Reihenentwicklungen ver- 
sagen, d. h. immer, wenn man es nicht mit eindeutigen automorphen 
Functionen zu thun hat. Der allgemeine geometrische Beweis ist 
dagegen von einer solchen Einschrankung ganz unabhangig, ja er lasst 
sich uberhaupt nur so f'uhren, dass man auch solche Ab'anderungen 
des Bereichs zulasst, bei denen die Functionen nicht eindeutig bleibeno 

In dieser Allgemeinheit umfasst der Begriff des automorphen 
Fundamentalbereichs insbesondere auch den Fall der gewohnlichen Bie- 
mann'schen Flache, so dass man als Corollar des allgemeinen Stetig- 
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keitssatzes den Satz erhalt, dass bei stetiger Abanderung der Riemanri- 
schen Flache die Gesammtheit der mgehorigen algebraischen Functionen 
sich stetig dndert. 

Bei diesem Stetigkeitsbeweise konirnt es mir aber nicht nur darauf 
an, zu zeigen, dass iiberhaupt einer versch. wind end kleinen Aenderung 
des Bereicbs eine verschwindende Aenderung jeder zugehorigen Function 
entspricht, sondern ich werde besonderen Werth darauf legen, geradezu 
eine obere Grenze fur die Aenderung der Function absuschatsen , oder 
doch wenigstens die Moglichkeit einer solchen expliciten Abschatzung in 
jedem gegebenen Falle darzuthun. 

In dem yorliegenden ersten Theil meiner Arbeit werde ich dieses 
Programm zunachst fur solche Fundamentalbereiche durcbfiibren, welche 
durch eine Symmetrielinie in zwei von Kreisbogenstucken begrenste in 
ihrem Innern unvereweigte HalbbereicJie zerfallen, deren Substitutions- 
gruppe also aus blossen Spiegelungen an Kreisbogen erzeugt werden 
kann. 

Bei diesen Bereichen kommt man deswegen mit einfacheren Mitteln 
zum Ziele und kann den Resultaten eine scharfere Bestimmtbeit geben, 
als bei den allgemeinsten Bereichen, weil es bei ihnen symmetrische 
Functionen giebt, d. h. solche Functionen, deren reeller (oder imaginarer) 
Theil langs der Begrenzung des Halbbereichs verschwindet. Dass trotz 
dieser Beschrankung meine Arbeit eine so unverhaltnissmassige Aus- 
dehnung gewonnen hat, hatte ich nur so vermeiden konnen, dass ich 
die Herleitung meiner expliciten Abschatzungsvorschriften unterdrfickte, 
wozu ich mich aber deswegen nicht entsehliessen konnte, weil gerade 
diese Betrachtungen und die bei ihnen entwickelten Hiilfssatze einer- 
seits zum Theil eine iiber den augenblicklichen Zweck hinausgehende 
allgemeinere Bedeutung haben, andererseits sich mit geringen Modi- 
ficationen auf den Fall der nichtsymmetrischen Fundamentalbereiche 
iibertragen, so dass mir die grosse Ausfuhrlichkeit im ersten Theile 
meiner Arbeit bedeutende Erleichterung fur den zweiten Theil, den Stetig- 
keitsbeweis im allgemeinen unsymmetrischen Fall, verschaffen wird. 

§ 1. 
Die Functionen eines symmetrisclien Fundamentalbereichs. 

Es sei in der Ebene einer Variablen g ein einfach oder mehrfach 
zusammenhangender Bereich S gegeben, welcher durch eine endliche 
Anzahl von Kreisbogenstucken Tollstandig begrenzt ist und in seinem 
Innern keine Windungspunkte enthalt. Die Grosse der Winkel in 
den Ecken soil dagegen keiner Beschrankung unterliegen, so dass sie 
sich beliebig oft herumwinden diirfen; nur unendlich grosse Winkel 
sollen ausgeschlossen sein, wahrend rein imaginare Winkel, d. h. un- 
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endlich oft zwischen zwei Kreisen sich herumwindende Bander statt 
eigentlicher Ecken (cf. Schilling, Beitrage zur geometrischen Theorie 
der Schwarz'schen s- Function. Math. Ann. Bd. 44. 1894) zugelassen 
sein sollen. 

Ich erganze nun das beschriebene Kreisbogenpolygon durch sein 
Spiegelbild an einem der begrenzenden Kreisbogen zum ^automorphen 
Fundamentalbereich". Derselbe definirt eine gewisse Gesammtheit 
„automorpher Functionen", welche sich bekanntlich alle durch irgend 
zwei derselben , x, y, rational ausdriicken. Andererseits kann man die 
automorphen Functionen des Bereichs auch durch solche Functionen 
ausdriicken, welche sich bei den Substitutionen der zum Bereich 
gehorigen Gruppe nicht reproduciren , sondern um Constanten additiv 
andern, und welche ich wegen ihrer Verwandtschaft mit den Abel'- 
schen Integralen auf einem algebraisehen Gebilde „autornorphe Integrate" 
uenne. Sie zerfallen, wie die Abel'schen Integrate in solche erster, 
zweiter und dritter Gattung und sie lassen sich sammtlich durch 
Differentiation und durch Summirung bezw. Integration aus den ein- 
fachsten Integralen dritter Gattung, denjenigen mit nur zwei logarith- 
mischen Unstetigkeitspunkten herstellen. 

Eine ausgezeichnete ftolle spielen bei unserem durch Spiegelung 
eines Kreisbogenpolygons entstandenen Fundamentalbereiche die „ sym- 
metrischen automorphen Functionen und Integrate", womit ich die- 
jenigen Functionen und Integrale bezeichnen will, dereii reeller Theil 
langs der ganzen Begrenzung des Polygons 8 verschwindet. 

Die allgemeine Lehre von den Functionen und Integralen, den 
symmetrischen wie den nichtsymmetrischen , welche zu einem solchen 
in der £-Ebene ausgebreiteten mehrfach zusammenhangenden Halb- 
bereich %ehoren, wie unser Polygon 8 einer ist, findet man in der 
Abhandlung von Schottky: Deber die conforme Abbildung mehrfach 
zusammenhangender ebener Flachen. (Crelle's Journ. Bd. 83. 1877) 
entwickelt. Ich bemerke dazu nur , dass die Beschrankung auf schlichte 
Flachenstucke, an der Herr Schottky festhalt, ganz unwesentlich ist, 
und dass, wenn man diese Beschrankung aufgiebt, das Geschlecht 
eines von w Eandcurven begrenzten Bereichs nicht nothwendig n — 1 
zu sein braucht, sondern auch um eine beliebige gerade Zahl grosser 
sein kann. 

Ich will hier nur die wichtigsten Satze uber symmetrische Integrale 
und Functionen des Bereichs zusammenstellen , welche ich im Folgen- 
den gebrauchen werde: 

1) Nach den Methoden von Schwarz beweist man die Existenz 
der „Green'schen Function" 6?/ des Bereichs 8, d. h. eines logarith- 
mischen Potentials, welches langs des Eandes von S verschwindet, 

32* 
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an der einzigen Stelle | im Innern des Bereichs unstetig ist wie 
9t (log ) , *nd welches sonst im ganzen Bereich holomorph ist. 

2) Aus der Green'schen Function bildet man durch eine blosse 
Quadratur die conjugirte Potentialf unction JBj . 

Dann ist 

Pf-Gf + iH? 

das „symmetrische Integral 3. Gattung". Dasselbe enthalt noch eine 
willkiirliche rein imaginare Constante, ist aber sonst wohlbestimmt. 
Die Perioden von P/ sind rein imaginar. Pf ist eine analytische 
Function des complexen Argumentes £, nicht aber auch eine solche 
von § , sondern nur eine Function des reellen und des imaginaren Theils 

von i = r + H". 

3) Das allgemeinste „ symmetrische Integral sweiter Gattung", mit 
nur einer Unstetigkeitsstelle erster Ordnung im Polygon hat die 
Gestalt 

*t — a djj , -f u 8 g. 

4) Symmetrische Integrate erster Gattung giebt es nicht. Urn 
auch solche zu ermoglichen, muss man, was aber fur mich keinen 
Zweck hat, den Begriff der Symmetric so erweitern, dass man auch 
Functionen symmetrisch nennt, deren reeller Theil auf jeder Rand- 
curve constant ist. 

5) Die allgemeinste symmetrische automorphe Function setzt sich 
aus symmetrischen Integralen zweiter Gattung linear mit constanten 
Coefficienten zusammen; z. B. wenn sie nur einfache Unendlichkeits- 
stellen (;,, (j 2 , . . . £ m mit den Coefficienten a t + ib t , a 2 -fe ib 2 , . . 
. . a m -f- ib m im Polygon besitzt, hat sie folgende Gestalt: 

Umgekehrt ist jede derartige Summe eine symmetrische automorphe 
Function, wenn die a v , b v folgenden 2p linearen homogenen Glei- 
chungen geniigen: 

^(„,?My + i ,.»_^)) = 0, i*-l,2,...2 P ), 

worin A 1 (^), -4 2 (|) . . . A m (%) die 2p linear unabhangigen Perioden 
des Integrals 3. Gattung Pf vorstellen. 

6) Man kann auf diese Weise nwei symmetrische automorphe Func- 
tionen x, y bilden, durch welche sich alle iibrigen automorphen Func- 
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tionen als rationale Functionen ausdrucken, und swar die symmetrischen 
Functionen als rationale Functionen mit reellen Coefficienten, die 
wsymmetrischen als solche mit complexen Coefficienten. 



§2. 
Frage der Stetigkeit bei Abanderung des Fundamentalbereichs. 

Nachdem die Existenz der automorphen Functionen zu irgend 
einem vorgegebenen Fundamentalbereiche feststeht, wird man zwei 
Stufen der functionentheoretischenFragestellungzu unterscheiden baben: 
Zuerst namlich wird man nach den Besiehungen der Functionen eines 
bestimmten Fundamentalbereichs untereinander fragen ; in dieser Richtung 
bewegen sicb die Untersucbungen , welebe Herr Poincare in Acta 
math. I und III an seine Reihendarstellungen ankniipft, sowie meine 
eignen Arbeiten in Math. Ann. Bd. 41 und 44. Weitergehend aber 
wird man die automorphen Functionen verschiedener Fundamentalbereiche 
mit einander vergleichen wollen. Man wird sie also in ihrer Abhangig- 
keit von der Gestalt des Fundamentalbereichs betrachten mtissen, um 
so eine Theorie zu gewinnen, welche sich zur gewohnlichen Theorie 
der automorphen Functionen ebenso verbalt, wie die Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen zur gewohnlichen Theorie der elliptischen 
Functionen. 

Dabei wird die erste Frage sein , db sich das zu einem Fundamental- 
bereich gehorige System automorjpher Functionen bei stetiger Abanderung 
des Fundamentalbereichs stetig imdert? 

Dm diese Frage zu beantworten, muss ioh zuerst genau pr'acisiren, 
was ich unter stetiger Abanderung einerseits des Fundamentalbereichs, 
andererseits des sugehorigen Functionssystems verstehe. 

Ich will von zwei Kreisbogenpolygonen sagen , dass sie sich um eine 
beliebig kleine Grosse e unterscheiden, wenn kein Randpunkt des einen 
Bereichs von dem nachsten Randpunkt des zweiten Bereichs weiter 
als um die Strecke e entfernt ist und umgekehrt. Bewegt man einen 
Kreis vom Radius s mit einem Mittelpunkte langs des Randes eines 
der beiden Bereiche, so soil also die Begrenzung des andern Bereichs 
immer ganz innerhalb des Streifens liegen, welcher von dem kleinen 
Kreise flberstrichen wird. Am rationellsten ware es , die Entfernung £ 
auf einer Kugel zu messen , auf die man die g-Ebene stereographisch 
projiciren mflsste, um so die Ausnahmestellung des unendlichfernen 
Punktes auf der g-Ebene zu beseitigen. Da aber ein solches Messen 
mit grossen Umsfandlichkeiten in den Formeln verbunden ware, so 
will ich den Unterschied der beiden Begrenzungen lieber in der £-Ebene 
messen, indem ich mir nur eventuell eine solche lineare Transformation 
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des Polygons vorbehalte, dass alle Punkte der Begrenzung im End- 
lichen liegen. 

Ferner sage ich von einer Function , dass sie unendlich klein von 
der Ordnung t\ ist, wenn sie iD jedem in angebbarer endlicher Ent- 
fernung von jedem singularen Punkte gelegenen Punkte bei hinreichend 
kleinem r\ immer ibrem absoluten Werthe nacb unter einer angebbaren 
Grenze r\g bleibt, wobei g eine von tj unabhangige endlicbe angebbare 
Grosse bedeutet; mit andern Worten, wenn die Function durchij dividirt 
bei verscbwindendem rj dem absoluten Werthe nach'unterhalb einer 
angebbaren endlichen von v\ unabhangigen Function bleibt. Dnd von 
zwei Functionssystemen sage ich , dass sie nur urn eine kleine Grosse oj 
verschieden sind, wenn es zu jeder Function Z des einen Systems eine 
Function Z' des andern Systems giebt, derart, dass die Differenz 
Z — Z' unendlich klein von der Ordnung iq ist. 

Und nun heisst unsere Behauptung beziiglich der automorphen 
Functionen : 

Sind zwei Kreisoogenpolygone nur um eine beliebig klein m machende 
Grosse e verschieden , so sind auch die zugehorigen Systeme automorpher 
Functionen und Integrate nur um eine mit s stetig verschwindende 
Grosse r\ verschieden. 

Diese Behauptung bleibt auch richtig, wenn man sich in der 
Aussage nur auf das System der automorphen Functionen eines jeden 
der beiden Bereiche beschrankt und die automorphen Integrale nicht 
mit hereinzieht. Fur den Beweis jedoch wird es bequem sein, zuerst 
den Satz gerade fur die Integrale zu beweisen, weil diese einen func- 
tion entheoretisch viel einfacheren Charakter besitzen. 

Und zwar werde ich mit meinem Beweise der Reihe nach folgende 
Schritte ausfuhren: Ich beweise namlich: 

1) dass die Green' schen Functionen G^ 



der beiden Bereiche nur 
um Grossenij verschieden 
sind, die mit s stetig ver- 
schwinden, 



2) dass die conjugirten Potentiate Hf 
und folglich die symmetrischen Integrate 
3. Gattung Pf 

3) dass die symmetrischen Integrate 
2. Gattung 7$ 

4) dass in symmetrischen automorphen Functionen mit denselben 
im Polygon gelegenen Unendlichkeitsstellen die willkurlichen Constanten 
so bestimmt werden konnen , dass die beiden Functionen nur unendlich 
wenig verschieden sind, 

5) dass man zu jeder oeliebigen automorphen Function des einen 
Bereichs eine ebenfalls automorphe Function des andern Bereichs 
finden kann, welche von der ersteren nur unendlich wenig ver- 
schieden ist, 
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6) dass man zu jeder zwischen zwei automorphen Functionen des 
einen Bereichs bestehenden algebraischen Gleichung eine von ihr nur 
unendlich wenig verschiedene zu entsprechenden Functionen des andern 
Bereichs gehorige algebraische Gleichung finden kann, 

7) dass entsprechende automorphe Functionen der beiden Bereiche 
dieselben auf unendlich wenig verschiedene geschlossene Biemann'sche 
Flachen conform abbilden. 



§3. 
Reduction auf den Fall, dass ein Polygon das andere umschliesst. 

Denken wir uns die beiden Kreisbogenpolygone , welche sich nur 
urn eine kleine Grosse « unterscheiden , in passender Weise aufeinander- 
gelegt, so wird sich nach Voraussetzung die Begrenzung keines der 
beiden Polygone von der Begrenzung des andern Polygons urn mehr 
als s entfernen. Dabei wird aber im AUgemeinen an den verschiedenen 
Stellen der Begrenzung bald das erste Polygon fiber das zweite, bald 
das zweite fiber das erste hinausgreifen. Dies wtirde den unmittelbaren 
Vergleich der zu den beiden Polygonen gehorigen Green'schen Func- 
tionen erschweren ; denn es wird nothig sein , die Green'sche Function 
des einen Polygons in Bezug auf ihre Werthe langs der Begrenzung 
des andern Polygons zu untersuchen, und man miisste daher erst 
genauer darauf eingehen, wie sich die Green'sche Function fiber die 
Grenze ihres Bereichs nach aussen fortsetzt. ' Diese Nothwendigkeit 
fallt wenigstens furs Erste fort, wenn der eine Bereich ganz im 
andern liegt. 

Noch eine andere Schwierigkeit stellt sich bei dem Versuche, die 
beiden Bereiche aufeinanderzulegen, in denjenigen Ecken ein, deren 
Winkel grosser als 2 it ist; dort ist es, falls nicht die beiden Eckpunkte 
genau aufeinanderpassen , ohne Zerschneidung der Polygone gar nicht 
moglich, ihre Flachen aufeinanderzulegen. Aber auch diese Schwierig- 
keit zugleich mit der erstgenannten Unzutraglichkeit vermeide ich durch 
folgendes Verfahren: 

Seien S und S' die beiden Polygone, G und G' die zugehorigen 
Green'schen Functionen; dann vergleiche ich diese letsteren nicht un- 
mittelbar mit einander, sondern mit der Green'schen Function V eines 
Bereiches 2, der sowohl gam in S, wie gams in S' liegt, und welcher 
von beiden Bereichen S und S' nur unendlich wenig verschieden ist. 

Diesen Bereich 2 kann man sich z. B. auf folgende Weise con- 
struirt denken: man bewege, wie im vorigen Paragraphen, einen 
kleinen Kreis vom Radius e mit seinem Mittelpunkt auf der ganzen 
Begrenzung des Polygons S hin. Die innere Begrenzung des von 
diesem Kreise uberstrichenen Streifens liegt dann innerhalb sowohl von 
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S, wie von S', und ist von der" Begrenzung eines jeden dieser beiden 
Polygone um weniger als die mit e verschwindende Grosse 2 s entfernt; 
sie besteht ebenfalls aus einer endlichen Anzahl von Kreisbogen und 
sie uraschliesst also einen Bereich Z, welcher den gestellten Be- 
dingungen geniigt. 

Wir haben nun das folgende einfachere Problem: 
Gegeben ist tin Polygon S und tin Polygon Z, btide von einer 
endlichen Aneahl von Kreisbogen begrenst, und so beschaffen, dass das 
sweite Polygon Z gang innerhalb des Polygons 8 liegt, und dass sick 
seine Begrensungslinie 6 nirgend um mehr als s (welches ich jetzt statt 
2e scbreibe) von der Begremung s des Polygons S entfernt. Us ist 
su bewtisen, dass die m den beiden Polygonen gehbrigen Green' schen 
Functionen G und V bei gleicher Lage des UnstetiglceitspunMes sich nur 
um tine mit s stetig verschwindende Mtine Grosse r\ unterscheiden. 

W'ahrend wir das Polygon S als fest gegeben ansehen, ist das 
Polygon H als variabel zu denken, so dass mit verschwindendem e 
seine ganze Begrenzung gleichmassig stetig in die Begrenzung von 

5 ubergeht. Die einzelnen Kreise, welche 8 begrenzen, besitzen eine 
von s unabhangige endliche Lange und Krummung, so dass ich s so 
klein wahlen kann, dass es gegeniiber den Langen und Krummungs- 
radien sammtlicher Begrenzungsstucke von S beliebig klein ist. Die 
Begrenzung des Polygons 2 dagegen andert sich stetig mit s; dieselbe 
besteht zunachst aus einer gewissen Anzahl von endlichen Kreisbogen, 
die den Begrenzungsbogen von S entlang laufen, und denen gegeniiber 

6 beliebig klein wird, ausserdem aber eventuell noch aus einer end- 
lichen Anzahl von Kreisbogen, deren Langen und Kriimmungsradien 
mit s unendlich klein werden, und welche denjenigen Ecken von S 
entsprechen , deren Winkel grosser als it sind ; so lange jedoch s nicht 
wirklich verschwindet, sondern noch eine endliche, wenn auch noch 
so kleine Grosse ist, sind auch die Langen und Kriimmungsradien 
dieser Kreisbogen noch endlich, wenn auch sehr klein. So lange also 
s nicht wirklich verschwindet, existirt zu dem Polygon J£ immer 
gewiss noch eine Green'sche Function T, und dass diese fur lim s = 
stetig in die Green'sche Function G des Polygons £ ubergeht , dies 
soil eben bewiesen werden. 

§4. 
Beweis far den stetigen Uebergang von r in G bei verschwindendem s. 
In jedem Stadium der Annaherung der Begrenzung von 2 an 
die Begrenzung s von S existirt eine Green'sche Function G des Polygons 
S und eine Green'sche Function T des Polygons Z. Innerhalb und auf 
der Grenze von Z sind beide Functionen gleichzeitig definirt, folglich 
auch ihre Differenz G — I". 
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Wahrend G und T an der Stelle % des Polygons E unstetig 
werden wie log -, ist die Differenz G—T eine im ganzen Innern von 
2 holomorphe Potentialfunction. Langs verschwindet V nach seiner 
Definition, wahrend G erst langs s verschwindet und langs nur 
positive und hochstens langs der etwaig'en gemeinsamen Theile von s 
und verschwindende Werthe besitzt; folglich besitzt auch G — V 
langs nur positive oder hochstens Tangs einzelner Stiicke ver- 
schwindende Werthe, namlich dieselben wie G, und ist daher im 
Innern des Gebietes 27 uberall positiv und kleiner als der grosste 
Werth von G langs 0. 

Wenn wir nun nachweisen konnen, dass die Green'sche Function 
G, welche langs s verschwindet, innerhalb eines Streifens von der 
Breite s langs der Innenseite von s unterhalb einer mit s stetig ver- 
schwindenden oberen Grenze v\ bleibt, so muss sie auch langs des ganz 
in diesem Streifen liegenden Curven zugs kleiner als rj sein, und es 
muss G — T innerhalb von 2 unterhalb der mit s stetig verschwindenden 
oberen Grenze r\ liegen. 

Dem Beweis fur die Existenz einer solchen oberen Grenze r\ ist 
dieser Paragraph gewidmet, wahrend ich in den weiteren Paragraphen 
zeigen will, wie man eine solche obere Grenze wirklich geometrisch 
angeben kann. 

Man denke sich in dem Kreisbogenpolygon S die Niveaucurven 
G = a fur alle positiven Werthe von a construirt. Dieselben werden 
das ganze Innere von S erfullen, und zwar so, dass sich nirgends 
zwei Curven iiberschneiden oder auch nur beruhren, und dass sich die 
Curven fur lim a = + 00 unendlich dicht um den Punkt % dr'angen 
und fur lim a =+0 sich langs ihrer ganzen Erstreckung unendlich nahe 
an den Band s anschmiegen. 

Aus der in der Definition von G liegenden Eigenschaft, im ganzen 
Innern von S mit Ausnahme des Punktes | holomorph zu sein und 
bei Annaherung an den Band gleichmassig stetig in den Werth 
uberzugehen, ergeben sich folgende Eigenschaften des Systems von 
Niveaucurven im Innern und in der Nahe der Begrenzung von S: 

Die Entfernung zweier verschiedenen Niveaucurven G = a und 
G = a kann nirgends wirklich verschwinden, als indem genau a = a 
wird, denn sonst wiirde G an den betreffenden Stellen nicht eindeutig 
und stetig sein. Andererseits konnen die beiden Curven fur lim a = a 
nirgends in endlicher Entfernung von einander bleiben, da sie sonst 
zusammen ein Gebiet in 8 umschliessen wiirden, in welchem G con- 
stant = a ware , was unmoglich ist. Perner kann eine Curve G = a 
den Rand nicht anders wirklich beruhren, als indem genau a = ist, 
da sonst G an der betreffenden Stelle beim Zuschreiten auf den Rand 
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nicht gegen 0, sondern gegen a convergiren wiirde; auch kann die 
Curve G = a fur lim a = nirgends in endlicher Entfernung vom 
Rande bleiben, da sie sonst mit dem Rande zusammen ein in S ge- 
legenes Flachenstiick begrenzen wiirde , in welchem G constant = 
ware. Die Entfernung der Curve G = « vom Rande s muss daher 
fur lim a = stetig und gleichmassig langs des ganzen Randes gegen 
convergiren. 

Nun achten wir auf alle diejenigen Niveaucurven, welche mit der 
von s umschlossenen Curve 6 einen oder mehrere Punkte gemeinsam 
haben. Unter alien diesen Niveaucurven wird es eine innerste Curve C 
geben, welche dem grossten Werthe entspricht, den G langs 6 annimmt. 
Diese Curve C wird ganz innerhalb von 2 liegen und wird dessen Be- 
grenzung 6 in einem oder in mehreren Punkten von innen beruhren. Sie 
besitzt Punkte, welche von s hochstens um s entfernt sind. Diese Niveau- 
curve muss nun (wenn man von dem trivialen Falle absieht, dass S und 2 
concentrische Kreise und | der Mittelpunkt derselben ist) gewiss ganz 
ausserhalb derjenigen Niveaucurve C liegen, deren kleinste Enterfnung 
vom Rande s genau = s ist. Der Werth a von G auf C, und also das 
Maximum von G langs 6 muss daher gewiss kleiner sein, als der Werth von 
G auf der Niveaucurve C. G=t{ sei der Werth auf dieser letzteren Curve. 

Nun wahle ich s immer kleiner , indem ich es stetig gegen con- 
vergiren lasse. Man sieht leicht, dass dabei t\ immer abnehmen muss. 
Denn die Curve G = 77 ', welche einem Werthe e' < c entspricht, muss 
gewiss ausserhalb von G=ri liegen; denn lage sie innerhalb von £?=»;, 
so gabe es innerhalb der letzteren Curve, und folglich auch auf ihr Punkte, 
welche vom Rande eine kleinere Entfernung als s hatten, und wenn 
die Curven G = rj' und G—r\ zusammenfielen, so gabe es wenigstens 
auf der Curve 6r=ij Punkte, deren Entfernung vom Rande s, also < £ 
ware. Jede folgende einem kleineren Werthe von « entsprechende Curve 
liegt also ausserhalb der vorhergehenden und entspricht einem kleineren 
Werthe von 17. Die Abnahme des rj muss ferner mit s stetig erfolgen. 
Denn entsprache dem kleinsten Abstande s + der Werth G = ij 
uud dem kleinsten Abstande a — der Werth G = q' < t], so wfirden 
die Curven G = y\ und G = rj ' nach den oben ausgesprochenen Satzen 
fiber die Niveaulinien eine uberall endliche Entfernung von einander 
haben. Auf der Curve G = 17 liegt nach Voraussetzung mindestens 
ein Punkt, welcher von s die Entfernung s besitzt. Construirt man 
nun die kurzeste Verbindungslinie dieses Punktes mit s, so muss die- 
selbe auch die Curve G = t\ schneiden, und zwar so, dass dieser 
Schnittpunkt dem Rande um ein endliches Stuck naher liegt, als der 
Ausgangspunkt auf der Curve G = 17. Also gabe es auf G = »?' 
mindestens einen Punkt, welcher eine um ein Endliches kleinere Ent- 
fernung vom Rande s besasse, als £, entgegen der Voraussetzung. 
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n nimmt also mit s stetig ab; zugleich muss fur s > auch 
rj > bleiben, da man sonst zu einer Niveaucurve G = kame, welche 
nicht mit dem Rande zusammenfiele , was, wie bben gezeigt, unmoglich 
ist. Folglich muss fiir lim e = r\ stetig gegen eine bestimmte Greiize 
convergiren, welche ;> ist. Diese Grenze kann aber nicht > sein, 
da man sonst fur lim s = eine Niveaucurve von G bekame, welche 
mit dem Rande mindestens einen Punkt gemein h'atte, und auf der 
doch G noch von verschieden ware, was ebenfalls oben als un- 
moglich erwiesen ist. 

Folglich muss jj mit s stetig gegen convergiren. 

Damit ist bewiesen, dass mit abnehmendem s die Differ ens G — T 
der beiden Green' schen Functionen in dem ganzen Gebiet £ einschliesslich 
des Bandes unterhalb der mit s stetig gegen convergirenden Greme rj 
liegt, was su beweisen war. 

§5. 

Zur geometrischen Abschatzung von ij: 
Abschatzung der Green'schen Function fiir das Innere des Polygons. 

Wenn auch die Existenz einer mit e stetig verschwindenden oberen 
Grenze rj im vorigen Paragrapben mit hinlanglicher Strenge erwiesen 
sein diirfte, so wird es doch wiinschenswerth sein, eine solche obere 
Grenze rj fur jedes vorgelegte Kreisbogenpolygon wirklich geometrisch 
aus den Bestimmungsstiicken des Polygons zu construiren, zugleich 
urn einzusehen, in welchem ' Masse mindestens iq mit s gegen- con- 
vergirt, ob wie « selbst, oder wie eine angebbare Potenz oder ein 
anderer Ausdruck von s. 

Es kommt dies darauf hinaus, die Werthe der Green'schen Function 
6r in der nachsten Nahe des Randes abzuschatzen. Diese Aufgabe 
erfordert jedoch die vorhergehende Losung folgender Aufgabe: 

Es soil fiir die Werthe der Green'schen Function G langs irgend 
einer geschlossenen den UnstetiglceitspunM % umschliessenden und ganz 
im Innern des Bereichs gelegenen Curve auf geometrischem Wege eine 
obere Grenze angegeben werden. 

Bevor ich dieses Problem fiir den allgemeinsten moglichen Bereich 
lose, will ich zunachst einen specielleren Fall vorannehmen, in welchem 
man mit einfacheren Hulfsmitteln zum Ziele gelangt, als im all- 
gemeinen Fall. 

Der Bereich soil namlich so beschaffen sein, dass er irgend ein 
endliches Stuck der Ebene unbedeckt lasst, wahrend er sich im ubrigen 
beliebig mehrfach iiberdecken und Zusammenhang beliebig hoher Ord- 
nung besitzen mag. 

Der Einfachheit halber will ich voraussetzen , — was man immer 
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durch eine projective Transformation £' = a tT_ g der Ebene erreichen 
kann — , dass das unbedeckte Stuck der Ebene den unendlich fernen 
Punkt enthalt. 

Die Function G soil langs des Randes s verschwinden und an 
der Stelle £ unstetig werden wie log - • Bedeutet q 2 den Radius des 
kleinsten um % als Centrum beschriebenen Kreises, welcber nicht 
in das Innere von S eintritt, so ist log — eine Potentialf unction, 
welche langs des Randes s nirgends negativ, sondern, wenn man von 
dem trivialen Fall eines Kreises mit dem Centrum £ absieht, mindestens 
langs eines endlichen Stiickes positiv, ev. auch in einzelnen Punkten 
des Randes positiv logarithmisch unendlich ist, und welche an der 
Stelle j; , sowie an denjenigen Stellen des Bereichs , die fiber demselben 
Punkte der g- Ebene, wie |, aber in einem andern Blatte liegen, un- 
stetig wird wie log -• Die Function G — log — ist daher langs des 

ganzen Randes nirgends positiv, sondern mindestens langs eines end- 
lichen Randstiickes negativ, ev. in einzelnen Punkten des Randes 
negativ logarithmisch unendlich, und ist im Innern an der Stelle f 
holomorph, an den andern mit | gleichliegenden Stellen aber negativ 

logarithmisch unendlich. Folglich ist G — log — im ganzen Innern 
des Gebiets nothwendig negativ, d. h. G < log — ■ Da G im Innern 

nothwendig positiv ist, so haben wir also fiir jeden Punkt im Innern 
des Bereichs 

< G < log &. 

Wollen wir nun eine obere Grenze fur die Werthe von G langs 
irgend einer im Innern von £ liegenden, den Punkt % umschliessenden 
Curve s, bestimmen, so bestimmen wir den Radius r t des grossten 
um | als Centrum beschriebenen Kreises, welcher noch ganz innerhalb 
des von s t umschlossenen Gebietes liegt. 

Dann ist langs dieses Kreises, und also auch langs der gam zwischm 
diesem Kreise und der Begrenswng s des\Bereichs liegenden Curve s t 

0<ff<log* 

und zwar bleibt diese Ungleichung auch richtig, wenn die Curve s t 
sich etwa in einem anderen Blatte naher als bis auf die Entfernung 
r t an den Punkt j; heranziehen, ja vielleicht gar durch denselben hin- 
durchgehen sollte. 

Wenn ich mich jetzt zum allgemeinen Falle eines Bereichs wende, 
der keinen Theil der Ebene unbedeckt lasst, so versagt das eben ein- 
geschlagene Verfahren, weil die Function log - dann nicht nur positive, 
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sondem auch nothwendig negative Unendlichkeitsstellen im Bereiche 
haben wiirde. Ich kbnnte allerdings zum Ziele gelangen, indem ich so, 
wie Poincare es bei einer Gelegenheit thuti*), zum Vergleich die Modul- 
function heranzoge; da es aber mein Bestreben ist, moglichst alle Ab- 
schatzungen auf die Berechnung rationaler Punctionen zuruckzufiihren, 
so bleibt uns nichts iibrig , als dass wir genau die einzelnen Schritte ver- 
folgen, vermittelst deren man nach dem Schwarz-Neumann'schen 
Combinationsverfahren die Green'sche Function fiir einen solcben Be- 
reich construirt. 

Dazu brauche icb aber einen gewissen Hulfssatz, der als noth- 
wendige Erganzung zu Schwarz' alternirendem Verfahren eine allge- 
meinere Bedeutung besitzt uud daher in einem besondern Paragraphen 
dargestellt werden soil. 

§6. 
AbscMtzung des Gonvergenzexponenten im Scliwarz'schen alternirenden 

Verfahren. 

Ich will folgenden Satz beweisen: 

Construire ich tin Potential u, welches langs einer gang im Innern 
des Bereichs S liegenden geschlossenen Curve s t irgendwelche endliche 
vorgegebene Werthe mit der dberen Grenze M annimmt, welches Icings 
der ausseren Begrenmng s des Bereichs S verschwindet , und welches in 
dem ganeen ewischen s t wid s liegen- 
den Gebiete S } holomorph ist, so 
kann ich fur jede ewischen s und s l 
gelegene Curve s 2 durch tine endliche 
Anzahl geometrischer Schritte einen 
von vevschiedenen echten Bruch g 
angeben , welcher die Bedeutung hat, 
dass das construirte Potential u langs 
s 2 unterhalb der dberen Grenee 

(1-9)M 
bleibt. 

Um dies zu beweisen, verbinde 
ich irgend einen beliebigen Punkt der 
Contur s 2 mit irgend einem Punkte 
des Randes s durch eine ganz im 
Innern des Gebietes #, verlaufende 
Linie C. Diese Linie uberdecke ich 

so mit einer endlichen Anzahl von Kreisscheiben , dass die erste Kreis- 
scheibe mit einem endlichen Stuck uber den Rand s hinausgreift , dass 




*) Bull, de la Soc. math, de France XIII. 
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jede folgende Ereisscheibe mit der vorhergehenden ein endliches Stuck 
gemein hat und ganz in 8 t liegt, und dass die letzte Kreisscheibe 
noch um ein endliches Stuck fiber den auf s 2 liegenden Endpunkt der 
Linie C hinausgreift, ohne doch in das von s t abgegrenzte Gebiet ein- 
zutreten. Die ganze Curve C liegt dann vollsfandig innerhalb des von 
den Kreisscheiben bedeckten Gebiets, und man kann auch noch die 
Curve C in einen fiber ihren Endpunkt hinausgreifenden FlSchen- 
streifen T von endlicher Breite einschliessen , dessen Punkte jeder im 
Innern mindestens einer Kreisscheibe in endlicher angebbarer Ent- 
fernung vom Rande derselben liegen. 

Die erste Kreisscheibe, diejenige, welche fiber den Rand s hinaus- 
greift, moge K y heissen, dasjenige Stuck ihrer Contur, welches ausser- 
halb des Bereiches 8 liegt, heisse z if der fibrige innerhalb von S 
liegende Theil der Contur sei e t . Die v Xe Kreisscheibe, vom Rande 
aus gerechnet, werde K v genannt, das Stuck ihrer Contur, welches 
zugleich in der vorhergehenden Kreisscheibe und in dem Flachen- 
streifen T liegt, heisse t r , der fibrige Theil ihrer Contur 6 V . Wenn 
endlich n die Anzahl aller Kreisscheiben ist, so moge tt„ +1 = r das- 
jenige Stuck der Linie s 2 bedeuten, welches innerhalb des Plachen- 
streifens T liegt. 

Nun sei r v der Radius des Kreises K v , 2cp v sei die Winkeloffmrag 
des Bogens z v , und d v sei die kleinste Entfernung des Bogens v^ 
vom Rande der Kreisscheibe K v . Setze ich dann 



,, r =-arctg(^— ^tg-j, 



mit der Massgabe, dass ffir arctg der zwischen und ^ liegende Werth 
zu wahlen ist, so ist y v ejn gewiss von verschiedener echter Bruch, 
welcher ffir die Kreisscheibe K v folgende Bedeutung hat: 

Ein in K v holomorphes Potential, welches langs r r verschwindet, 
longs V dagegen den Werth 1 besitzt, ist langs r r+1 iiberall <[ 1 — y». 

Aus dieser Bedeutung der Constanten y v folgt dann weiter fol- 
gender Satz: 

Wenn eine in K v holomorphe Potentialfunction langs % v die obere 
Grense M„, langs 6 V die obere Grenze M > M„ hat, so geniigt ihre 
obere Grenze M r +i langs ty+i der Ungleichtmg 

K+i£YrM r + (\ -y v )M. 
Denn eine solche Potentialfunction ist im Innern der Kreisscheibe 
gewiss nicht grosser, als diejenige Potentialfunction, welche langs t v 
den constanten Werth M„, langs G v den constanten Werth' M besitzt. 
Diese letztere Function ist aber iiberall um die Constante M» grosser, 
als diejenige Function, welche langs x v verschwindet und langs e y den 
constanten Werth M — M„ besitzt; und diese wieder erhalt man durch 
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Multiplication mit der positiven Constanten M — M„ aus der Function, 
welche langs t v verschwindet und langs a v den Werth 1 hat. Folglich ist 

M v+1 £ K + (1 — y,) (M — M„) , 
worin sich die rechte Seite sofort in die oben angegebene Form umrecbnet. 

Man sieht auch, wenn man die rechte Seite in der Gestalt 
M — y v (M — M,) 
schreiht, dass jedesmal, wenn M„< M ist, yon selbst auch M» +1 < M wird. 

Diese Begriffe und Satze wenden wir auf unsere Kette von Kreisr 
scheiben der Reihe nach an. Die in #, holomorphe Potentialfunc- 
tion u, welche langs s t die positive obere Grenze M besitzt und langs s 
verschwindet, ist, wie wir auch ohne genaue Abschatzung von vorn- 
herein wissen, innerhalb von S t uberall positiv und < M. Wir 
betrachten dieselbe nun zuerst in demjenigen von s und 0j begrenzten 
Theile der Kreisscheibe 2T, , welcher innerhalb S liegt. Sie verschwindet 
langs s und ist langs <i 1 gewiss < M. Dann muss sie aber in K t 
kleiner sein als dasjenige in ganz K t holomorphe Potential, welches 
langs tj verschwindet und langs 6 X die obere Grenze M besitzt; also 
muss ihre obere Grenze langs t 2 der Ungleichung geniigen: 

m, < (i - n) m. 

Nun schliessen wir von hier aus weiter fiir den Kreis K 2 , da u 
langs r 2 unter der oberen Grenze M 2 , langs 6 2 unter der oberen Grenze 
M bleibt, dass die obere Grenze von u Tangs t 3 

M 3 < y 2 M 2 + (1 - y 2 ) M = y 2 (l - Yl ) M + (1 - Yi ) M, 
d. h. 

M 3 < (l-J^)^ 
ist. Ebenso finden wir weiter 

M* < 0- - Vi?*?*) M 
u. s. w. und schliesslich , wenn wir das Stuck t«+i der Curve s 2 kurz 
mit t, und die zugehorige obere Grenze des Potentials u mit M be- 

zeichnen: ., . ,« N ■**■ 

M< (1 —YiVi ■ ■ -Vn)M. 

Somit ist es uns in der That gelungen, wenigstens fiir ein endliches 
Stuck x der Curve s 2 einen solchen von verschiedenen echten Bruch, 

namlich 

9 = ?i ■ Yi ■ 7 S ■ • ■ Y* 

zu finden, dass jede Potentialfunction , die langs s t die obere Grenze 
M besitzt, langs t unter der oberen Grenze (1 — g) M bleibt. 

Nun konnen wir aber den Flachenstreifen T vom Rande aus an 
jede beliebige Stelle der Linie s 2 heranfuhren. Wir konnen also fur 
beliebig viele endliche Stiicke r der Linie s 2 je eine Zahl g abschatzen. 
So konnen wir erreichen, dass nach einer endlichen Anzahl solcher 
Abschatzungen jeder Punkt der Linie s 2 mindestens auf einer solchen 
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Strecke t liegt, fur welche ein Bruch g abgeschatzt ist. Wir legen 
dann jedeni Punkte von s 2 denjenigen Werth g bei, welcher zu der 
Strecke t gehort, auf der er liegt, und wenn er auf roehreren Strecken 
x liegt, den grossten der zugehorigen Werthe g. Nachdem so jedem 
Punkte der Linie s 2 ein von verschiedener echter Bruch g zugeordnet 
ist, wahlen wir unter alien diesen Werthen g den kleinsten aus, und 
dieser ist dann die gesuchte zu der Linie s 2 in Bezug auf s i gehorige 
Constante g, welche in dem Satze auf S. 485 postulirt wird. Wir 
Uonnen die letztere also in der That durch eine endliche Anzahl 
geometrischer Constructionen abschatzen, w. z. b. w. 



§ 7- 

Endgiiltige Abschatzung der Green'schen Function fur das Innere des 

allgemeinsten Bereiclis. 

Nun wollen wir, wie bereits in Aussicht genommen, versuchen, 
aus der Eigenthumlichkeit des Schwarz'schen alternirenden Verfahrens 
heraus eine obere Grenze fur den Werth der durch dasselbe dargestellten 
Green'schen Function zu finden. 

Es sei wieder s die Begrenzung des Kreisbogenpolygons, £ der 
Unstetigkeitspunkt der herzustellenden Green'schen Function, Q t sei 
der Radius des grossten urn den Punkt § als Centrum beschriebenen 
Kreises, welcher noch mit seiner ganzen Flache in dem Bereich liegt. 
Sj und s 2 seien zwei iin selben Blatt wie § gelegene concentrische 

Kreise mit dem Mittelpunkt (j, deren 
Radien den Ungleichungen genugen: 

< r v < r 2 < q v 

Wir denken uns nun die Con- 
stante g der Linie s 2 in Bezug auf die 
Linie s t nach dem Verfahren des vorigen 
Paragraphen abgeschatzt, so dass also 
eine langs s verschwindende Potential- 
function, die langs s t die obere Grenze 
M besitzt, langs s 2 unterhalb der oberen 
Grenze (1 — g) M bleibt. 

Sy sei das zwischen s, und s ge- 
legene mehrfach zusammenhangende 
Gebiet, S 2 sei die von s 2 begrenzte 
Kg 2 . Kreisflache, so dass also S t und S 2 

das zwischen s { und s 2 gelegene ring- 
formige Gebiet gemein haben. Nun construirt man zuerst eine in S t 
holomorphe Potentialfunction , welche langs s verschwindet und langs s ( 
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den constanten positiven Werth log - annimmt. Diese Potential- 
function werde mit u 1 bezeichnet, ihre Werthe langs s, mit u{ und 
ihre Werthe langs s 2 mit u t ". Da die Werthe «,' nicht grosser als 

log - sind , — namlich = log - — , so sind nach unserm Satze aus 

dem vorigen Paragraphen die Werthe m," langs s 2 sammtlich positiv 

und kleiner als (1 — g) ■ log — ■ 

Zweitens construirt man ein in 8 2 holomorphes Potential u 2 , dessen 
Werthe u 2 " langs s 2 mit den Werthen w," der Function % langs der- 
selben Linie iibereinstimmen. Die Werthe der neuen Function u 2 
langs s 1 mogen u 2 heissen; dieselben liegen naturlich zwischen den- 
selben Grenzen , wie die Werthe u 2 " und %", sind also ebenfalls positiv 



r. 



und kleiner als (1 — g) log — 

Drittens bildet man fur S 1 ein holomorphes Potential w 3 , das 
langs s verschwindet und dessen Werthe m 3 ' langs s, mit u 2 -f- log — 

ubereinstimmen. Die Differenz u 3 — w, ist dann ebenfalls eine in S { 
holomorphe Function, welche langs s verschwindet, und zwar stimmen 
ihre Werthe u 3 ' — %' langs s t mit den Werthen u 2 ' iiberein , sind also 

positiv und kleiner als (1 — g) log — • Dann folgt aber wieder aus 

unserem Satze, dass die Werthe u 3 " — w/' langs s 2 positiv und kleiner 

als (1 — g) 2 log — sind. 

Darauf construirt man ein viertes in 8 2 holomorphes Potential u 4 , 
dessen Werthe m 4 " langs s 2 mit den Werthen u 3 " ubereinstimmen. Da 
M 2 daselbst mit w," iibereinstimmt, so stimmt die Differenz u 4 " — u 2 " 

mit u{ — %" iiberein, ist also positiv und kleiner als (1 — #) 2 log f- Die- 
selbe Ungleichung muss also auch fur m 4 ' — u 2 gelten. 

Ein funftes Potential u b soil dann wieder in S l holomorph sein, 

langs s verschwinden und langs s l die Werthe u b ' = m 4 ' + log ^ be- 
sitzen. u & ' — u s ' stimmt dann mit w 4 ' — u 2 iiberein, ist also positiv 
und kleiner als (1 — g) 2 log — ; folglich ist langs s 2 die Differenz 

< ~ < < (1 - 9? log *■ 

So fortfahrend gelangt man zu einer unbegrenzten Reihe ab- 
wechselnd in S t und S 2 holomorpher Functionen, und es zeigt sich, 
dass die Functionenreihen : 

w, , u 3 , u 5 , ■ •■ 

u 2 + ^g r j, w 4 + log J, u, + log *, • ■ ■ 

Mathematische Aunalen, XLV. QO 
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in dem gemeinsamen Theile der Gebiete $, und 8 2 gegen dieselbe 
Grenzf unction u convergiren, welche als Grenzfunction der ersten 
Reihe zugleich im ganzen Gebiet S 1} als Grenzfunction der zweiten 
Reihe zugleich im ganzen Gebiete S 2 , mithin uberhaupt im ganzen 
Gebiet S erklart ist und alle fiir die gesuchte Green'sche Function G 
geforderten Eigenschaften besitzt. u ist daher die gesucbte Green'sche 
Function. Diese lasst sich also sowohl langs s, wie langs s 2 , wo ja 
beide Functionenreihen definirt sind ; entweder in der einen oder in 
der andern der folgenden Gestalten darstellen: 

«i + (« 3 — u i) + ( M 5 — M s) + • • • > 
lo g j + u 2 + K — u 2) + K — u d + ■ ■ ■ 

Dann folgt aber sowohl aus der ersten, wie aus der zweiten Reihe 
ubereinstimroend mit Benutzung der fiir die Differenzen angegebenen 
Ungleichungen, dass 

langs s t u < log 5 + (1 -g) log & + (1 -gf log & + • • ., 

langs s 2 u" < (1 -0)log& + {l-gf^ + (1 -^) 3 log^ + ■ . • 

ist, oder, wenn wir die Reihen surnmiren: 

Die Green'sche Function G ist langs des Kreises s t Meiner als 

- log — , langs des Kreises s 2 Meiner als log — , wobei g ein positiver 

echter Bruch ist, den man mit Hulfe einer endlichen Ansahl geometrischer 
Constructionen berechnen Tcann. 

Damit ist die Aufgabe, fiir irgend eine bestimmte den Unstetigkeits- 
punkt umschliessende Curve die obere Grenze der Green'schen Function 
abzuschatzen , thatsachlich gelost, namlich fiir die Kreise s 1 und s 2 . 
Dieselbe obere Grenze, wie fiir den Kreis s l gilt naturlich erst recht 
fiir jeden ausserhalb s t gelegenen Punkt und fiir jede Curve, die nicht 
in den Kreis s t eintritt. Aber man kann die obere Grenze fiir Punkte 
ausserhalb Sj durch das Verfahren des vorigen Paragraphen noch weiter 
erniedrigen. Jedenfalls ist damit die Losbarkeit der Aufgabe fiir jede 
beliebige nicht in s t eintretende Curve nachgewiesen. 

Aber auch fiir jeden innerhalb von s t gelegenen Punkt konnen 
wir sofort eine obere Grenze fiir den Werth von G angeben: Langs 

s, ist namlich G < - log — • Die Function G — log — ist also langs 



9 
gilt auch innerhalb des Kreises s t die Ungleichung 



s t kleiner als log — . folglich, da sie innerhalb s t holomorph ist, 



e-io g ;<^io g ^ 
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oder 

G < *---* log I + log & 
oder anders geschrieben: 

G <ilog^+]og J J. 

Damit konnen wir auch fur jede dem Punkt \ beliebig nahe kommende, 
Dur nicht durch ibn selbst hindurchgehende Curve eine endliche obere 
Grenze fiir den Werth der Green'scben Function langs derselben an- 
geben. 

§ 8. 

Abschatzung der Green'scben Function in der Nahe gewohnlicher 

Randpunkte. 

Urn die Wertbe der Green'scben Function in der Nahe eines Rand- 
punktes abzuschatzen, kann man so verfahren, dass man den betreffenden 
Randpunkt in eine den Rand ortbogonal schneidende Kreisscheibe ein- 
scbliesst, dass man den im Polygon S liegenden Theil dieser Kreis- 
scheibe so auf einen Halbkreis abbildet, dass das Centrum desselben 
dem in Rede stehenden Randpunkt entspricht, und nun die Green'sche 
Function fiir die Umgebung des Kreiscentrums abschatzt. Dabei wird 
man einerseits beachten, dass langs des Durchmessers *des Halbkreises 
G verscbwinden soil, und wird andererseits aus dem vorigen Paragrapben 
das Resultat entnebmen miissen, dass man langs des Halbkreises eine 
endliche obere Grenze fiir G abschatzen kann. 

Dies gescbilderte directe Verfahren fiihrt jedocb besonders in der 
Nahe der Ecken zu sehr umstandlichen Rechnungen und geometrischen 
Abschatzungen , die icb zum guten Theil vermeiden kann, wenn ich 
folgende Modification vornehme : ich scbatze namlich nicht unmittelbar 
den Werth von G selbst in einer kleinen Umgebung s des Rand- 
punktes ab, sondern die Ableitung von G nach einer beliebigen Richtung 
in einer Umgebung des Randpunktes von endlicher Grosse. Durch 
eine endliche Zabl von Schritten kann ich so die Ableitung von G 
innerhalb eines ganzen Streifens von endlicher Breite langs der Innen- 
seite des Randes s abschatzen. Hat man so z. B. innerhalb einer end- 
lichen Umgebung eines gewohnlichen Randpunktes eine obere Grenze 
g fiir den absoluten Werth der Ableitung von G nach jeder Richtung 
der g-Ebene gefunden, so braucht man sich G selbst nur durch Inte- 
gration vom nachsten Randpunkt aus dargestellt zu denken, um zu 
sehen, dass innerhalb eines schmalen Streifens von der Breite s langs 
des Randes, soweit derselbe in der betrachteten endlichen Umgebung 
des betreffenden Randpunktes liegt, die 'Green 'sche Function G < eg 
sein muss. 

33* 
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Aehnlich, wenn auch im Einzelnen umstandlicher, gestaltet sich 
die Untersuchung in der Nahe einer Ecke. 

Ich schreite jetzt zur Ausfiihrimg des angegebenen Verfahrens, 
zunaehst fur die Vntgebung eines gewohnlichen Bandpunktes. 

Zuerst denke ich mir um den Unstetigkeitspunkt £ der Green'schen 
Function eine ganz im Innern des Bereichs s liegende den Punkt % 
umsehliessende Curve s n z. B. einen beliebig kleinen, aber endlichen 
Kreis gezogen, langs dessen als obere Grenze der Green'schen Function 
der Werth M gefunden werde. Das von der Curve s t umschlossene 
den Punkt % enthaltende Flachenstiick heisse $ 2 , der iibrige zwischen 
s x und s liegende mehrfach zusammenhangende Theil des Bereiches S 
sei S t genannt. 

Nun sei g ein gewohnlicher nicht in der unmittelbaren Unigebung 
einer Ecke liegender Randpunkt des Bereichs. Derjenige an der Be- 

grenzung des Polygons theil - 
nehmende Kreis, der „Rand- 
kreis", auf welchem £ liegt, 
habe den Durchmesser a, und 
derjenige Punkt dieses Rand- 
kreises, welcher dem Punkt 
£ u diametral gegenuberliegt, 
heisse t, n . 

Setze ich dann 

t-& , re'* , Z 



/ 
/ 



\ 
\ 




i / i £—£< 



at 



wobei das Zeichen + oder — 
\ / J gelten soil, je nachdem der 

Randkreis nach aussen concav 

oder convex ist, so stellt 

^"-t' -"^ r = const, einen Kreis vor, 

ri 3 welcher auf dem Randkreise 

senkreeht steht, und die Werthe 

von (p, welche zwischen unci % liegen, geben dasjenige Stuck dieses 

Kreises, welches mit dem Polygon S auf derselben Seite des Rand- 

kreises liegt. 

Es sei ein Werth r zwar moglichst gross, aber doch so klein gewahlt, 
dass der Kreis r = r von dem Gebiet S t eine den Punkt g auf seiner 
Begrenzung enthaltende rechtwinklige Kreissichel abschneidet. Der 
Kreis r = r darf also keine anderen Randpunkte von S einschliessen, 
als solche, welche mit g auf demselben Bogenstucke liegen, und darf 
in das Gebiet S 2 nicht eintreten. Das Innere der so abgeschnittenen 
Sichel ist dann durch die Ungleichungen gegeben: 
0^ r<;r , 0£<p<i3t. 
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Die durch den Randkreis gebildete Begrenzung der Sichel heisse 
das „Randstiick", gegeben durch <p = und 9 = jt, die durch den 
Orthogonalkreis r = r gebildete Begrenzung das „Bogenstuck". 

Nun weiss ich, dass G in der ganzen Sichel holomorph ist, dass 
es langs des Randstuckes verschwindet und langs des Bogenstuckes 
uberall positiv und kleiner als M ist, Eine in der rechtwinkligen 
Sichel holomorphe Potentialfunction, welche langs des Randstuckes 
verschwindet, kann ich aber durch eine in der ganzen Sichel con- 
vergente Reihe folgender Gestalt darstellen: 

G = a, r sin q> + a 2 r 2 sin 2g> -f- a s r 3 sin 3<p + • • -, 

worin sich die Coefficienten aus den Werthen G der Green'schen 
Function langs des Bogenstuckes durch folgende Formel berechnen 
lassen: 



a v = — - — • / G sin vcp • dtp. 



Da G, und also auch der absolute Werth des Integranden im 
ganzen Integrationsintervall kleiner als M ist, so folgt hieraus 

\ a A< —■ 

Ich bilde ferner die zu G conjugirte Potentialfunction: 

H = — a 1 r cos <p — a 2 r 2 cos 2q> — a 3 r 2 cos 3<p — • • • • 
G + iS = P ist dann eine analytische Function des complexen 
Argumentes Z = r . e'V, also auch des complexen Argumentes £ ; und 
zwar ist 

P = ^Z+^Z 2 + ^Z 3 + ■ ■ ■, Z = + ai S -=^k- 

Die Ableitung von G nach irgend einer beliebigen Richtung der 
f-Ebene werde mit -=r- bezeichnet. Dieselbe muss ihrem absoluten 
Werthe nach, welches auch die Richtung der Differentiation sein mag, 
kleiner oder hochstens gleich dem absoluten Werthe der Ableitung von 

P nach g sein, also: 

dG 



dt 



< 



dP 



dS 



dP 
dZ 



dZ 

dl 



Nun folgt aus der Reihenentwicklung von. P die Reihe: 
§J1 _ «4 1 ^? . 7 4. ^h . 2.1 4- ■ • • 

mithin, da der absolute Werth einer Summe hochstens gleich der 
Summe der absoluten Werthe der einzelnen Summanden ist: 



dP 
dZ 



^|o 1 | + 2|a 2 |.r + 3|a 8 | • r* + 
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also mit Riicksicht auf die oben angegebenen fur die Coefficienten a v 
geltenden Ungleichungen: 
dP 



dZ 
Perner ist 



< !* + 2 »? • r + 3 »* ■ r* + • • • = M ■ »*- 



dZ , . {,-6 



+ ai ■ 



dt -J--'(f_6,). 
Hierin ist |g — f | nichts anderes, als die Entfernung der beiden 
Punkte £ und g von einander, also 

ISo — 5ol = «- 
| £ — £ 1 ist die Entfernung eines Punktes auf dem Kreise r vom 
Punkte f , also grosser oder gleicb der kleinsten Entfernung dieses 
Kreises vom Punkte ^ , d. b. 

lb bO I ^ a + r 

Aus all diesem ergiebt sich, dass 



dZ. 

as 



(g + f) t _/-. t\* 
= a 2 ~ \ ' a/ 



\dP\ ' 

ist. Dies mit dem fur U= gefundenen Resultat zusammen ergibt 

den Satz: 

Langs des Kreises r geniigt der nach irgend einer Bichtung t ge- 

nommene Differentialquotient von G der Ungleichung: 

Da die recbte Seite dieser Ungleicbung immer kleiner wird, wenn 
man r verkleinert, so ist dieselbe Ungleicbung mit demselben nume- 
r'iscben Wertbe der rechten Seite erst recbt im Innern des Kreises r 
gultig. Wahle icb z. B. r = &r 0} unter & irgend einen beliebig ge- 
wahlten ecbten Bruch verstanden, so hat man den Satz: 

Innerhalb und auf dem Bande des Kreises r = frr^ gilt uberall 
die Ungleichung: 

Damit habe icb in der Tbat eine endlicbe obere Grenze fur den 
absoluten Wertb der Ableitung von G innerhalb eines den Punkt g 
umgebenden Gebietes von endlicher Ausdehnung gefunden; denn der 
Band der Kreisflache r = r Q hat die von verschiedene 
entfernung 



vom Punkte L 



! + »*> 

a 
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Die gefundene obere Grenze fur das Innere des Kreises r = ■9r 
heisse g. Dann ist, wie schon zu Anfang dieses Paragraphen bemerkt, 
die obere Grense der Green'schen Function G selbst innerhalb eines 
Streifens von der Breite e langs der Innenseite des Bandes s, soweit 
der Streifen den Kreis &r durcheieht, < eg, sodass damit die Ab- 
schatzung von G langs eines endlicben Randstiickes zu beiden Seiten 
des Punktes § vollbracht ist. 

Sowie zu beiden Seiten des Punktes g kann man die Abschatzung 
von G langs des Randes bis in eine beliebig kleine, nur nicbt ver- 
schwindende, sondern endlicbe Entfernung von jeder Ecke durchfiihren. 
Jedocb bis in die Ecken selbst hinein kann man auf diese Weise 
nicht gelangen. Fur deren Umgebung ist daher eine besondere Be- 
trachtung nothwendig. 

§9. 
Abschatzung in der Umgebung gewohnlicher Ecken. 

£„ sei jetzt eine Polygonecke mit dem Winkel X%, wobei K weder 
nocb eine ganze Zabl sein moge. 
Die beiden in g zusammenstossenden 
Randkreise des Polygons mogen als 
erster und zweiter Randkreis unter- 
schieden werden, nacb der Reiben- 
folge, in der man dieselben trifft, 
wenn man das Polygon im Uhr- 
zeigersinn umlauft. £ se i der andere 
Scbnittpunkt dieser beiden Rand- 
kreise, a = I § — f o 1 die Ent " 
fernung der "beiden Punkte £ und 
g von einander, welche sicber von 
verscbieden ist, da X als ein 
Bruch vorausgesetzt ist, die beiden 
Kreise sicb also wirklich scbneiden, 
nicbt bertibren. ty bedeute den- 
jenigen Winkel, welcben die fiber 
g hinaus verlangerte Verbindungs- 
linie der Punkte £ und £ mit dem 
ersten Randkreise bildet, und zwar 
von diesem Randkreise aus so ge- 
messen, dass die dem Uhrzeigersinn entgegengesetzte Ricbtung als 
positiv gilt. 

Setze ich 

t-So 




Fig. i. 



ae 



,i\p 



ae 



.•V 1 
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so bedeutet r=const. einen Kreis, welcher die beiden in g zusammen- 
stossenden Randkreise orthogonal schneidet und die zwischen und 
X% liegenden Wertbe von 90 stellen denjenigen Theil dieses Kreises 
vor, welcher zwischen den Schenkeln des Polygonwinkels liegt. 

Ich wahle einen Werth r moglichst gross, aber doch so klein, 
dass der Kreis r = r von dem Gebiet S t (vergl. S. 492) ein kreis- 
seetorartiges Ereisbogendreieck mit zwei rechten Winkeln und dem 
einen Winkel 1% abschneidet. 

Die Flache dieses Kreisbogendreiecks wird durch die Ungleichungen 

0<Lr£r , 0<q>£kn 

reprasentirt. Die beiden Seiten des Kreisbogendreiecks, welche dem 
Winkel %% anliegen, welche also zugleich am Rande des Polygons S 
theilnehmen , mogen als die „Randstucke", die dritte, im Innern des 
Polygons liegende Seite als das „Bogenstiick" benannt werden. 

Die Green'sche Function G ist nun in dem ganzen Ereisbogen- 
dreieck holomorph, verschwindet langs der beiden Randstucke und 
besitzt langs des Bogensttickes nur positive Werthe G , welche kleiner 
als M sind. 

Man kann eine solche Function innerhalb des ganzen Ereisbogen- 
dreiecks durch eine Reihe folgender Art darstellen: 
12 s 

n X ■ OP . X ■ 2qp . X • oqp . 

Cr == Kj . r sin y -|- a 2 r sin — - -f- a 3 r sin -y- -|- • • , 
wobei die Coefficienten die Werthe haben: 

In 



2 



Hieraus folgt: 



-• -,-• I Gsm — -dtp. 

u 



! i / ~ M 

l«r| < — • 



Die zu G conjugirte Potentialf unction ist 



i 



H (p ,12 op I 3 cp 

/• f-t\G JL n 1* nriO Jl rt n* n line ~ 



rr A OP A. z OP l 

■a — — aj y cos -j — a 2 r cos -y- — a t r ■ cos . 
und das Integral P heisst also: 

P=G + ;#=^Z+^Z 2 +" 3 Z 3 +---, Z = (a e^.^JA*. 
* * l \ t-U 

Die weitere Betrachtung verfolgt denselben Gang, wie im vorigen 
Paragraphen. Es ist: 
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dZ 



oder 



dt — 



dp 

dZ 



dt I 



\dP_ 
dZ 



H 



dP a, . 2a 2 -, . 3«. _, 

12 _ T + ^ Z + # J- Z " + 






o r o 



Ferner ist 



also 



dZ 



< 



2r„ 



/ I IV 



— 1 . 71-* - „ fAlp , £°~ £° 

^ * (s-!o) 2 ' 



a+»-> 



<ZZ! . 1 






r -2 



<*£ | — * 



•o+s 



Es kommt also schliesslich heraus : 



as 

8* 



<jf.f 



rj.r' 



Of—*) 



( l + 3' 



Wir haben nun fiirs weitere *wei .FaZfe zu unterscheiden, namlicb, 
ob A < 1 oder A > 1 ist, d. h. ob wir es mit einem hohlen oder 
mit einem erhabenen, einem iiberstumpfen Polygonwi'nkel zu thun 
haben. 

Im ersten Fall X < 1 nimmt die rechte Seite der Ungleicbung bei 
abnehmendem r immer ab; dieselbe Ungleicbung, wie langs des Kreises r 
gilt also erst recbt im Innern dieses Kreises. Es ergiebt sich in Folge 
dessen ein ebensoicher Satz, wie fur die Umgebung eines gewbbnlichen 
Punktes , namlich : 

Wenn wir es mit einem hohlen Winkel su thun haben, so bleibt 
die Ableitung von Q nach irgend einer Bichtung innerhalb des Kreises 
r = &r unterhalb der endlichen dberen Grenze 



" / x \ 2 r„ V- a/ 



Da die geringste Entfernung des Kreises r = &r von der Ecke g 
grosser als 
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a 
ist, so konnen wir damit G selbst jetzt auch in der Umgebung des 
hohlen Winkels einsehliesslich einer endlichen Strecke zu beiden Seiten 
des Winkels abschatzen. Es ist namlich langs eines Streifens von der 
Breite s an der Innenseite von s, soweit derselbe innerhalb des Kreises 
r = St liegt, 

G < sg. 

Schwieriger dagegen gestaltet sich die Sachlage, wenn A > 1 ist; 
dann ist - — 1 eine negative Zahl , und , wenn auch alle iibrigen Theile 
gefundenen Ungleiehung mit r abnehmen, so wachst 



unserer fiir 



X 

dG 



dt 



doch der Factor r bei abnehmendem r unbegrenzt. Die auf dem 
Kreise r geltende Ungleiehung gilt daher nicht mehr auch im Innern 
dieses Kreises. Achte ich also z. B. auf den Kreis r = ^r und sein 
Inneres, lasse also r < &r sein, so darf ich zwar im Nenner und im 
quadratischen Factor des Zahlers r durch &r ersetzen, nicht aber in 

I- 1 
dem Factor r . Ich darf also nur sagen: 

Innerhalb des Kreises r = &r ist uberall 

j- 1 -2M _ 

1 \ 2 



dt 






r o 



Die obere Grenze fiir die Ableitung von G ist also hier eine Function, 
welche beim Hineinrucken in die Ecke unendlich wird. 

Um diese gefundene Grenze bequemer fur die Abschatzung von 
selbst verwenden zu konnen, will ich statt der Grosse r die wirkliche 
in der g-Ebene gemessene Entfernung von £ in die Formel einfuhren, 
d. h. statt 

die Grosse 

^ — ie — fe, l- 

Ich will dabei voraussetzen, was gewiss immer moglich ist, dass 
*o < a gewahlt sei, so dass die Kreisflache <^ r ^ r sich nicht fiber 
das Unendliche hinzieht. Die grosste Entfernung des Kreises r vom 

Punkt t„ ist dann = , wobei naturlich r < a ist, da wir nur von 

u d — r 

Punkten innerhalb der Kreisflache < r <[ r sprechen. Das heisst 

aber nichts anderes, als dass fiir jeden auf dem Kreise r gelegenen Punkt 

,- ar 
9< ~ :. 
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ist. Daraus berechnet man umgekehrt: 



r > 






und indem man mit der negativen Zahl ~ — 1 potenzirt: 



' } -W"-(i+3 



*-i 



Innerhalb und auf dem Rande der Kreisflache r = &r n ist nun 
aber r < da, folglich 



und also audi 



< 



< 



& 



& 



& 



so dass ich statt 1 + | in der Ungleicbung aucb —^ schreiben kann: 



i- 



Dies in die Ungleichung fur 



9 



8t 



■ (i — «■)* . 

eingesetzt, ergiebt 



dt 



4~i 



i- 



woftir ich abkiirzend 



\d_G 
I 8* 



<Q 9 



schreiben will. 

Ich denke mir nun den Streifen von der versehwindend kleinen 
Breite s construirt. Die innere Begrenzung desselben (Fig. 5) besteht 
einmal aus einem Bogenstuck eines Kreises 
vom Radius s und mit dem Centrum £ (BB' 
der Figur), und aus zwei seitlichen Kreis- 
bogen AB und B'A', welche je mit einem 
der beiden Randkreise coneentrisch sind, aber 
einen urn e grosseren oder kleineren Radius 
haben , je nachdem der betr. Randkreis nach 
aussen concav oder convex ist. Es kommt 
nun darauf an, den Werth von G langs der 
Linie ABB' A' abzuschatzen. 

Zu dem Zwecke denke ich mir durch 
einen mit dem Radius 2 s um § beschriebenen Kreis die Curve in 
ein Mittelstuck CC und zwei Seitenstiicke AC und C A' getheilt, 
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von denen das erstere alle Punkte umfasst, deren Entfernung von L 
kleiner oder gleich 2 s ist, wahrend die Seitenstucke alle iibrigen noch 
im Kreise r = &r Q liegenden Punkte umfassen. 

Die Werthe von G langs ties Mittelstucks schatze ich durch 
geradlinige Integration vom Punkte £ aus ab, die Werthe langs der 
Seitenstucke aber durch Integration vom nachsten Punkte des zu- 
gehorigen Randkreises aus. 

Langs des Mittelstucks ergiebt sich so 

<2e <2e 



G=J^-d Q <g'J 9 J \l Q , 



also 



G< 1(2 ef -g' 



Langs des Mittelstucks ist G iiberall Meiner als die mit s stetig ver- 
schwindende Meine Grosse 

b x . l.2 l g'. 

Fur die Seitenstucke ist zu bedenken, dass fur jeden Punkt des 
Integrationsweges die Entfernung q von £ gewiss grosser als e ist; 
denn da der Endpunkt desselben eine grossere Entfernung als 2 s hat, 
und der ganze Integra tionsweg nur die Lange s besitzt, so kann kein 
Punkt desselben bis auf 2 s — s = s sich dem Punkte g n'ahern. 

Setze ich jetzt 



G 



=J w ds, 



das Integral vom nachsten Randpunkte aus erstreckt, so ist langs des 
ganzen Integrationsweges 



do 

8s 



i 
i 



< Q Z -9'<Qo -9', 



unter p die kleinste Entfernung des Integrationsweges vom Punkte g 
verstanden. Wir haben also 



und wegen p„ > e 



i 
G < s . p 



i 



G<e\g' 



Pf'T Wi 
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Es ergiebt sich also der Satz: 

Langs der Seitenstiicke ist uberall G kleiner ate die kleine Grosse 

• i 

I- 1 - 

£ ■ 0o 9 , 

unter p die Meinste Entfernung der auf den Randkreis gefdllten 
Normalen von der Ecke verstanden, und diese obere Grense bleibt auch 
in der Nachbarschaft des Mittelstiicks immer noch kleiner als die mit s 
stetig verschivindende Grosse 

i_ 

A 



Fassen wir dies mit dem fur das Mittelsttick gefundenen Resultat 
zusammen, so sehen wir: 

In endlicher — d. h. angebbarer von a unabhdngiger — Entfernung 

von der Ecke verschwindet G Icings des Streifens von der Breite e wie 

die erste Poteng von s, multiplicirt mit einer endlichen Grosse, in 

khiner, d. h. mit s vergleichbarer Entfernung von der Ecke wenigstens, 
i 

noch wie s , multiplicirt mit einer endlichen Grosse. 

Damit ist die Stetigkeit der Green'schen Function bei Abanderung 

auch eines Bereicbs mit uberstumpfen Winkeln oder mit Windungs- 

punkten in den Ecken abgescbatzt. Bei dem Vorhandensein uberstumpfer 

Winkel stellt sich nur die Besonderbeit ein, dass die Aenderung der 

Green'scben Function nicbt mebr auf dem ganzen Bereiche 2 mit der 

Aenderung s des Bereichs S selbst proportional ist, sondern, wenigstens 

in der Nabe der uberstumpfen Ecken, nur noch einer Wurzel von s 

proportional ist. 

§ io. 

Abschatzung in der Umgebung parabolischer Spitzen. 

Bis jetzt habe ich die Existenz paraboliscber Ecken, d. b. solcber 
Ecken, iri denen zwei nicbt derselben Kreislinie angeborige Seiten 
entweder unter dem Winkel oder einem ganzzabligen Multiplum 
von it zusammenstossen, von der Betracbtung ausgescblossen. Jetzt 
sollen auch die Verbaltnisse in der Nahe einer solcheu Ecke unter- 
sucht werden. 

Ziemlicb einfach gestaltet sicb die Untersucbung bei einer Ecke 
mit verschwindendem Winkel, also bei einer parabolischen Spitze. 

Es sei g eine solche Spitze. Ich wahle dann aus demjenigen durch 
5 gebenden Kreisbuschel, welches die beiden sich in g beruhrenden 
Randkreise orthogonal schneidet, denjenigen Kreis aus, welcher von 
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dem Bereich $ t ein moglichst grosses Kreisbogendreieck mit zwei 
rechten und einem verschwindenden Winkel abschneidet. Es sei « 

der Schnittpunkt dieses Kreises mit 
dem ersten Randkreis, /J der Schnitt- 
punkt mit dem zweiten Randkreis. 
Dann stellt 




£ — a (3— a log r-\-iq> | 



- a log Z 
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£— £o""P — &> l ™ P-So "»t 

fur constanten Werth von r einen der 
Kreise des Orthogonalbiischels zu den 
beiden Randkreisen vor. Die zwisehen' 
und % liegenden Wertbe von tp 
entsprechen denjenigen Punkten dieses 
Kreises, welche zwisehen den Schenkeln 
des Polygonwinkels liegen. 
Die Punkte des abgeschnittenen Kreisbogendreiecks sind durch 
die Ungleichungen 

0<><;i, 0£(p£n 
"gegeben. 

Die Function G, welche auf dem Kreisbogendreieck holomorph ist, 
langs der Randstiicke verschwindet und langs des Bogenstucks unter- 
halb der Grenze M bleibt, gestattet eine Entwieklung folgender Art: 

G = a x r sin cp -f- «2 y2 s ^ n ^f + a % r ^ s * n 3<P ~f" ' ' • > 
wobei die Coefficienten durch die langs des Bogenstucks, also langs des 
Kreises r = 1 zu erstreckenden Integrale : 



a v = - I G sin v tp dcp 



gegeben sind und daher den Ungleichungen 

H <2M 
gemigen. 

Ich erganze G zu einer Function P der complexen Variablen Z 

bezw. t,, indem ich setze: 



t-a (}-{■„ 



Es ist nun wieder, wie f ruber 
dG 



Z 3 + 



z = r^>^r 



8t 
dP 
AT 
AP 



< 



dP 
AT. 



AT 
2a 2 



i ' i ' i * 



AT 



^Kl +• 2 1 a 2 1 r -f- 3 1 a 3 1 r 2 -{ < 



2M 
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dZ 



<«S 



r x l«-&>H P-fi.l i 



IP-«I IS — Sol 2 " 



\ a — 5ol> 10 — Sol > 10 — a \ si^d hierin nichts anderes, als die Seiten- 
1'angen des geradlinigen Dreiecks mit den Ecken a, (5, £ ; dieselben 
haben angebbare endliche von Null versehiedene Werthe, welche ich 
abkiirzend mit a, b, c.bezeichnen will, so dass also 



dZ 



d$, 



ab 

— r-ic 



c IS — So I 2 



ist. Es ist nun noch die obere Grenze fur r — —- , oder die untere 

IS — So I 

Grenze- fur die Entfernung eines Punktes % vom Punkte £ ab- 
zusch'atzen. Aus 

S — a (3 — a log r + ii/t 

S— So V — So in 

folgt 

1 a — (J log r -j- iq> , 1 



S-So («-So)(§So) in ' «-& 



Dieser Ausdruck kann, wenn man qp zwischen und it variiren 
lasst, das Maximum seines absoluten Wertb.es nur entweder bei <p = 
oder bei q> — ji annehmen. Fur diese beiden Grenzen besitzt er aber 
die Werthe 
o.. A a — 13 log r . 1 

fe *-° ( g -So)(g-So) '^r + r- 



.0 



c a k — (3 log r . i 

«** = * («-g.)a»-&)"~nr + F r fi;' 

Der absolute Werth dieser beiden Ausdrucke ist aber fur r < 1 

hochstens gleich 

l°g - , 

ab it ' a ' 

bezw. 

l°g- 
c r , 1 

~ab ' n ~T~ b' 
also in jedem Falle kleiner als 

4 1 ! g i + i + ^ = _£_(io g i + 7t .^+- 6 ). 

ab n ~a~b n-ab\ ° r ' c / 

Es ist also fur alle in Betracht kommenden Punkte 
1 ^ c /, 1 ■ _ a + 6\ 
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Alles zusammen ergiebt 



d_G 
dt 



<M 2C 



r(log- + *•— ) 



06 (1 — rf 

Man sieht leicht ein, dass der Ausdruek auf der rechten Seite 
dieser Ungleichung, wenn man r von 1 bis abnehmen lasst, monoton 
von -f- 00 bis abnimmt. Denn fur Werthe von r, die der 1 sehr 
nahe kommen, ist der Ausdruek sehr gross und positiv, fur sehr kleine 
positive Werthe sehr klein und positiv und verschwindet fur r = 0. 
Ferner existirt in dem Intervall < r < 1 keine Unstetigkeitsstelle 
des Ausdrucks, und kein. Maximum oder Minimum; denn ein solches 
konnte nur an den Stellen liegen, welche einer der folgenden beiden 
Gleichungen geniigen: 

(1) logJ+«-^-0, 

(2) ( i +r) (logi + 3 r.^±_ 6 )_2(l-r) = 0. 

Eine Losung der Gleichung (1) kann aber fur < r < 1 nicht 
existiren , da in diesem Intervall log - durchweg positiv ist. Die Glei- 
chung (2) schreibe ich in der Form 

,1 4 0+6 

log - = — : 2 — % ■ — ' — - 

° r 1 + r e 

Nun ist aber in dem ganzen Intervall -.-+~- ■ ^ ^> un ^ ^ a a > ^> c 
Dreieeksseiten sind, also a -\- b^>c ist, it ■ — -— ^> sr. Folglich musste 

lo g i<2-7r 

sein, was fur 0<r< 1 unmoglich ist, da dierechte Seite dieser 
Ungleichung negativ ist. 

Wenn wir also fur r inimer kl'einere Werthe setzen, so muss die 

rechte Seite der fur -^ angegebenen Ungleichung immer abnehmen. 

In Folge dessen gilt die Ungleichung, wenn sie auf einem bestimmten 
Kreise r gilt, erst reeht auch im ganzen Innern des Kreises. 
Ich setze nun r <^ & und bekomme so den Satz : 
Innerhalb und auf der Peripherie des Kreises r = %■ gilt die Un- 
gleichung : 

dG\ ^ 2Mc.& /, 1 a + 6\2 

Das Gebiet, fur welches diese dbere Orense besteht, besitst eine angebbare 
endliche Ausdehnung, da die Minimalentfernung des Kreises r = %■ von 
der Ecke £ , soweit er iiberhaupt im Polygon liegt, grosser als 
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ist. 

Damit ist auch der Fall einer parabolischen Spitze erledigt; denn 
die weitere Schlussfolgerung in Betreff der Abschatzung von Q selbst 
ist genau dieselbe, wie fur eine Ecke mit einem nicht verschwinden- 
dem Winkel, der < % ist. 

§ 11. 

Abschatzung in der Umgebung parabolischer Ecken mit nicht 

verschwindendem Winkel. 

Wenn in einer Ecke des Bereichs zwei nicht derselben Kreislinie 
angehorige Kreisbogen unter einem Winkel zusammenstossen, welcher 
ein von verschiedenes Multiplum von % ist, dann stellt sich die 
Schwierigkeit ein, dass man keinen beide Randkreise orthogonal 
schneidenden Kreis construiren kann , der vom Bereiche ein nicht 
zerfallendes die Ecke enthaltendes Flacbenstiick abschnitte. Wir miissen 
uns in diesem Falle zur Abschneidung der Ecke transcend enter Curven 
bedienen, welche beide Randkreise orthogonal schneiden und in moglichst 
einfacher Weise eine conforme Abbildung des abgeschnittenen Stiicks 
auf einen Halbkreis und damit eine Pourier'sche Entwicklung gestatten. 

£ sei die Ecke, der Winkel Asr, uDter A jetzt eine ganze positive 
Zahl verstanden. Man muss jedoch bei gleichem Werth der Zahl I 
immer noch zwei ganz verschiedene Arten von Winkeln unterscheiden, 
die man durch keine lineare Transformation des g mit einander zur 
Deckung bringen kann. Ich will sie als Winkel erster und zweiter 
Art benennen und unterscheide sie in folgender Weise: Die para- 
bolische Ecke soil eine solche der ersten Art heissen , wenn der zweite 
Randkreis links vom ersten Randkreis liegt, dagegen eine solche der 
zweiten Art, wenn der zweite Randkreis rechts vom ersten liegt, den 
ersten Randkreis immer so durchlaufen gedacht , dass die Polygonflache 
zur Rechten liegt. 

Es sei nun a derjenige Punkt des ersten Randkreises, welcher der 
Ecke g diametral gegenuberliegt, /J der g diametral gegenuberliegende 
Punkt des zweiten Randkreises. Ich setze dann: 

mit der Massgabe, dass das obere oder das untere Vorzeichen fur das 
erste Glied in der Klammer zu wahlen ist, je nachdem man es mit 
einer Ecke der ersten oder der zweiten Art zu thun hat. 

Von den Curven r = const, sind es diejenigen, die man fur 
O^r-g. 1 erhalt, die an Stelle der friiher benutzten Orthogonalkreise 
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zur Abschneidung der Ecke dienen. Die Curven r = const. < 1 stehen 
auf beiden Randkreisen senkrecbt und winden sich fur < r in durch- 
weg endlicher Entfernung vom Punkte £ durch alle Blatter des Winkels 
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bindurch vom ersten bis zum zweiten Randkreis ; nur die Curve r = 1 
kann em en oder beide Randkreise beruhren, statt orthogonal zu 
schneiden. Wenn r t < r 2 ist, so verlauft die Curve r = r t ganz 
innerhalb des durch die Curve r = r 2 abgeschnittenen Flachenstiicks. 

Durch Z als Function von % wird das durch eine Curve r = const, 
abgeschnittene Stuck des Polygons immer auf einen Halbkreis vom 
Radius r conform abgebildet, und zwar so, dass der Eckpunkt dem 
Kreiscentrum , die beiden Randstucke den beiden Halften des Durch- 
messers, das Bogenstuck dem Halbkreisbogen entspricht. 

Es ist nun fiir unsere Abschatzungsaufgabe unbedingt nothig, 
einerseits eine untere und eine obere Grenze fiir den Abstand p einer 
Curve r = const, vom Punkte £ anzugeben, andererseits fiir einen 
Punkt, der im selben Blatt gemessen den Abstand pvon £ besitzt, 
eine obere und eine untere Grenze fiir den zugehorigen Werth von r 
zu bestimmen. Beides muss fiir eine endliche Umgebung der Ecke £ 
ausgefuhrt werden. 

Die Losung dieser beiden Aufgaben bietet keinerlei principielle 
Schwierigkeit, ist aber doch mit so umstandlichen Reehnungen ver- 
kniipft , dass ich diesen Paragraphen ungebiihrlich in die Lange ziehen 
miisste, wollte ich die Reehnungen selbst hier wiedergeben. Ich be- 
schranke mich daher auf die Angabe des Resultats: 

Es werde 

« = I a — &o I , 

& = 10-6,1, 

e = !« — /}) 
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gesetzt. Es bedeute ferner B die zwischen und 1 gelegene reelle 
Wurzel der transcendenten Gleichung: 

A.^(logi + ,.^)=l. 

Dann hat man zunachst folgende beiden Satze: 

Im gansen Intervall <J r <, 1 gilt die Ungleichung: 

i \- ^ i ab r* 

(a) Q > Ait 



im Intervall ^ r <^ R die Ungleichung: 



(0) g<kn 



ab r' 



X 



i_^(logl + ..«±*) 



Es bedeute ferner ■& irgend einen beliebig gewahlten achten Bruch 
und B 1 die zwischen und R liegende reelle Wurzel der transcendenten 
Gleichung 

Dann besteht der Satz: 

Fur alle in der Umgebung der Ecke £ liegenden Punkte, deren 
Fntfernung von der Ecke g 

^ , ab B* 



C l+# 

ist, gilt die doppelte Ungleichung: 

Nach diesen vorbereitenden Satzen konnen wir. die Aufgabe , eine 



obere Grenze fur 



innerhalb einer endlichen Umgebung der Ecke 



3_G 
dt 
anzugeben, leicht durchfiihren. 

Ich denke mir urn £ als Centrum einen Kreis beschrieben, dessen 
Radius p so gross ist, als es nur mit den beiden Bedingungen ver- 
einbar ist, dass er von S t ein die Ecke g enthaltendes Kreisbogen- 
dreieck abschneiden soil, und dass 

. , ab R, x 

ist. 

34* 
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Nun wahle ich von den Curven r = const, die ausserste nicht 
aus dem Kreise q austretende aus. Dieselbe sei 



Es ist dann, da mindestens ein Punkt dieser Curve die Entfernung 
p von £ besitzt, fur r eine.untere und eine obere von verschiedene 
Grenze durch foJgende doppelte Ungleichung gegeben, welche unmittel- 
bar aus (y) folgt: 



(/) 



i 



Qo 



fi — 9 cy 1/1 + & c\ * p 



Die Green'sche Function G, welche langs der Randstiicke des 
durch die Curve r — r abgeschnittenen Bereichs verschwindet und 
langs des Bogenstiickes unterhalb der endlichen oberen Grenze M 
bleibt, gestattet eine Entwicklung 

G = a, r sin tp + a 2 r 2 sin 2 ip + a 3 r s sin 3 tp + • • , 



worm 



\Ov < 



2M 



ist. Es ergiebt sich wie fruher 



8G\ ^ 

dt | = 



dZ\ 



dZ 



d£ 



dP 
dZ 



^|aj +2|« 2 |r + 3|a,[-r« + 

Ferner findet man 



< 



23fr 






<3t 



a 6 r^ 1 



C x_ / 



Alles zusammen ergiebt das Resultat: 

Fur jeden innerhalb der Curve r = r Q gelegenen Punkt gilt die 
Ungleichung 



dG 



dt 



c (r — r) 2 (l — r 1 ) e 8 



Diese Ungleichung gilt zwar auf der ganzen Curve r, nicht aber auch 
innerhalb des ganzen durch dieselbe abgeschnittenen Gebiets, da -j 
beim Zuschreiten auf g immer grosser wird. 

Aber man kanD wenigstens einen Theil der r enthaltenden Factoren 
durch Constanten ersetzen, wenn man nicht fur das ganze Gebiet 
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<; r < r eine obere Grenze verlangt, sondern sich auf das kleinere 
Gebiet 0^r-^xr beschraukt, wobei x, wie oben &, irgend einen 
willkiirlich gewahlten echten Bruch bedeutet. Dann ist 



i 



^r,(i-«)t< Po l 'rrh? (r^&- 1) > ( nach JO 



3 = i_.*,* < i X^T ' ( nach ?') 



1 -r*~ 1— **»•„* l-* x .R 



1+ i i+4 



"*<(n£*-£> V + T - (-Ob,) 

Alles zusammengefasst ergiebt 



> + 7 



0* I I I 

o 



1(1 -■»)* (1- *)»(!— **.E t 2 ) ? * 



Diese Ungleicbung gilt fur jeden Punkt innerhalb und auf der Curve 
r = xr . Es ist zu zeigen, dass dies ein endliches Gebiet ist, d. h. dass 
die Minimalentfernung q 1 dieser Curve vom Punkte £ eine augebbare 
endliche Grosse ist. In der That findet man durch wiederholte An- 
wenduDg der Ungleichung y, dass 

^ i - «■ j 
Pi >7 + * •**•&> 

ist. 

Damit sind wir am Ziele. Wir baben in der That fur eine end- 
liche angebbare Umgebung der Ecke g eine ebensolche Function des 



Abstandes als obere Grenze fur -^r 

ot 

liche Ecke mit tiberstumpfem Winke 



gefunden, wie fur eine gewohn- 

Ich will nur zum Schluss alle 
zur Abschatzung dienenden Operationen noch einmal kurz zusammen- 
fassen. 

Es sei g die Ecke, a ihr Gegenpunkt auf dem ersten, /3 ihr Gegen- 
punkt auf dem zweiten Randkreise; es sei ferner a die Entfernung 
der Punkte a und g , b diejenige der Punkte /5 und § , c diejenige 
der Punkte a und JS von einander. 

Es sei ferner & ein irgendwie gewahlter echter Bruch, M v die 
zwischen und 1 liegende reelle Wursel der Gleichung: 



**. 1 0°Ks; + *- 5 T*)- ld - 
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Man consiruire dawn, einen Kreis mit dem Centrum g , welcher von dem 
Gebiet #! ein moglichst grosses die Ecke g enthaltendes Kreisbogen- 
dreiecli abscJmeidet, dessen Radius p dber doch 



c i +» 
ist. 

Bedeutet nun % einen sweiten beliebig gewahlten echten Bruch, so 

1 Q, 

gilt innerhalb und auf dem Bande eines mit dem Radius p, = — r-= • x x • p 
um § beschriebenen Kreises die Ungleichung: 



\d_G 
I dt 



<M ^±^ W~W^ 



X(l— fr) 2 (t ~-«) a (l- * 2 Bi a ) ?o 



Die weiteren Schritte betreffend die Abschatzung von G selbst sind 
genau dieselben , wie fur gebrochene A , welche 2> 1 sind. 

Die parabolischen Ecken mit nicht verschwindenden Winkeln bieteu 
also nur in der Herleitung des Resultats Besonderheiten , wahrend das 
Eesultat selbst genau von derselben Art ist, wie bei gewohnlichen 
Ecken. 

Die nichtparabolischen Ecken mit ganzzahligem Werthe von A, 
bei denen also die beiden Randkreise zusammenfallen, erledigen sich 
vollstandig nach § 9 wie gewohnliche Ecken ; man bat als Punkt | nur 
den dem Punkte £ auf dem Randkreise diametral gegeniiberliegenden 
Punkt zu nehmen. 

§ 12. 
Abschatzung in der Umgebung von Ecken mit rein imaginaren Winkeln. 

Man spricht von einem rein imaginaren Polygon winkel, wenn 
zwei aufeinanderfolgende Seiten des Polygons sicb iiberhaupt nicht 
schneiden, sondern statt einer eigentlichen Ecke zwischen sich ein von 
der Polygonflache auslaufendes und unendlich oft sich zwischen ihnen 
hindurchwindendes Kreisband enthalten. Man vergleiche hieriiber die 
Arbeit von Schilling: Beitrage zur geometrischen Theorie der 
Schwarz'schen s- Function, Math. Ann. Bd. 44. 1894, insbesondere 
wegen der imaginaren Winkel § 13. 

Es liege jetzt eine solche Ecke mit rein imaginarem Winkel vor. 
Wir sprechen wieder, wie fruher, von einem ersten und einem zweiten 
Randkreise, die nur jetzt vollstandig von einander getrennt liegen. 
Die beiden Randkreise gehoren einem bestimmten Kreisbiischel an, 
dessen Grenzpunkte g t und § 2 heissen mbgen, und zwar so, dass & 
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auf der Seite des ersten, § 2 auf der des zweiten Randkreises liegt. 
Wir denken uns nun einen solchen durch ^ und § 2 gehenden und afso 
die beiden Randkreise orthogonal schneidenden Kreis construct, welcher 




Hg. 8. 



von der Flache S t ein moglichst grosses einseitig begrenztes nach der 
andern Seite unendlich oft zwischen den beiden Randkreisen herum- 
laufendes Band abtrennt. Der Schnittpunkt dieses Kreises mit dem 
ersten Randkreise sei a, mit dem zweiten Randkreise /3. Der rein 
imaginare Winkel der Ecke ist dann durcb die Formel gegeben: 



X% = i • log 



« - & P - £l 



tt P-& 



worin fur den Logarithmus der Hauptwerth zu setzen ist. 
Setzt man 



so hat I' den reellen positiven Werth: 



i'-ilog- 



P-tt 



Nun setze man 



t-ti 






& P-&' 



Z = r.e'f. 



Dann bildet Z das durch den Kreis «/3 abgeschnittene unendliche 
Kreisband auf einen Halbkreis vom Radius 1 in der Weise ab, dass der 
Bogen a/3 dem Halbkreisbogen und die beiden von a bezw. /J aus unend- 
lich oft zu durchlaufenden Randkreise den beiden Halften des Durch- 
messers entsprechen. r = const, bedeutet dabei in der g-Ebene 'einen 
Kreis des durch gj und g 2 hindurchgehenden Buschels, und durch 
0<^ip<it ist dasjenige Stuck eines solchen Kreises gegeben, welches 
zwischen den beiden Randkreisen liegt. 
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In dem ganzen durch den Kreisbogen a ft abgeschnittenen Kreisband 
gilt die Entwicklung 

Q = a x r sin <p + a 2 r 1 sin 2 tp -j- a 3 r 3 sin 3 <p -j- • • • , 

worin 

| a,| < 2M 

ist. Man schliesst wie friiher 

||i <2M 



dZ ^ (l-r) 2 ' 



«l i" lf-fil-IC-61 

Es bezeichne 0=1^ — g 2 1 die gegenseitige Entfernung der beiden 
Punkte g t und £ 2 , ferner a die Minimalentfernung des ersten Rand- 
kreises vom Punkte £,, 6 die Minimalentfernung des zweiten Rand- 
kreises von £ 2 . 

Dann ist jedenfalls in dem ganzen Kreisband 

le-gil^o, it-&i>&. 

ohne dass aber die Gleiehheitszeichen in beiden Ungleichungen gleich- 
zeitig sich einstellen konnen. Also ist 

\dZ 1 _e_ 

und folglich 

\dG\ ^ -., 2c r 



< If. 



I 3t | A' ab (1 — r)* 

Die rechte Seite dieser Ungleichung nimmt in dem Intervall 
<! r < 1 mit r monoton ab , und sie gilt daher nicht nur fur r selbst, 
sondern mit demselben numerischen Werthe der rechten Seite erst 
recht fiir alle kleineren Werthe von r, d. h. nicht nur fur den Kreis- 
bogen r, der das unendliche Kreisband uberquert, sondern fiir das 
ganze^durch ihn vom Bereiche abgeschnittene unendliche einseitig 
begreffite Kreisband. 

_2jr 

Setze ich z. B. <^ r ^ e l , so erhalt man ein Kreisband, 
welches scheinbar ebenso, wie das Band ^ r <^ 1 durch den Bogen 
a/3 begrenzt ist, aber einen gerade einmal umlaufenden Kreisring 
weniger enthalt, als das letztere. 

InnerhaTb und auf der Grense des eben beschriebmen Kreisbandes 

7i C 

gilt also fiir -^ die Ungleichung 

s» 

^? ^ M ll el 

dt ^ m " Uab' ,ln \ 2 ~ 9 ' 
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Das weitere Verfahren fiir die Abschatzung von G selbst ist dann 
genau dasselbe, wie bei einem gewohnlichen Randpunkte oder bei 
einer Ecke mit hohlem Winkel. 



§ 13. 

Abschatzung der Aenderung von G im Innern des Polygons bei 
Einengung desselben um die kleine Grosse s. 

Das Endergebniss der Betracbtungen von § 5 bis § 12 ist das 
folgende : 

Engt man ein durcb eine endliche Anzabl von Kreisbogenstiicken 
mit endlicber Krummung begrenztes Polygon dadurch ein, dass man 
langs des ganzen Randes einen Flachenstreifen von der beliebig klein 
zu maebenden Breite £ abtrennt, so vermindert sich die Green'sche 
Function des Bereichs nur um eine in dem verkleinerten Polygon 
durchweg positive holomorpbe Potentialfunction, — die ich q nennen 
will — , deren Werthe auf dem Rande des verkleinerten Bereicbs 
iiberall kleiner sind als e.g. 

Dabei sind die Werthe g, wenn kein Winkel des ursprunglichen 
Kreisbogenpolygons grosser als % ist, durcb eine endlicbe Anzabl 
geometrischer Constructionen und Abmessungen abschatzbare langs des 
ganzen Randes endliche von s unabhangige Werthe. 

Besitzt aber der urspriinglicbe Bereich Winkel Asr, welche grosser 
als it sind , so ist g zwar bis in beliebige , wenn nur endlicb und von a 
Unabhangig vorgegebene Nahe dieser Winkelpunkte von a unabhangig, 
endlich und durch eine endlicbe Anzahl von Scbritten abschatzbar, 
verhalt sich jedoch in der Umgebung einer solchen Ecke selbst wie 

I- 1 . 

unter q den Abstand von der Ecke und unter g' wieder eine endlicbe 
abschatzbare Grosse verstanden. 

Man kann in der Umgebung einer solchen Ecke mit iiberstumpfem 
Winkel 1% daher keine von a unabhangige endlicbe Grosse # angeben, 
so dass t] langs des Randes des verkleinerten Polygons auch in der 
Umgebung der Ecke < eg bliebe; wohl aber kann man eine endliche 

von a unabhangige Grosse g' angeben von der Bedeutung, dass auch 

i 

in der Nahe der Ecke iiberall v\ < e . g' ist. 

Aus diesen beiden Satzen uber die Werthe von q auf dem Rande 
des eingeengten Bereichs konnen wir sofort folgende beiden Satze 
fiber die Werthe von r\ im Innern und auf dem Rande folgern: 
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1) Wenn kein Winkel des urspriinglichen Polygons grosser dls % 
ist, so betragt die Aenderung r\ der Green'schen Function bei Einengimg 
des Bereichs urn einen Streifen von der beliebig Mein zu machmdm 
Breite s im Innern und auf dem Rande des eingeengten Bereichs iiberall 
weniger dls sg, wobei g eine endliche von s unabhangige durch eine 
endliche Anzahl von Schritten abschatzbare Grosse ist. 

2) Wenn ein oder mehrere Polygonwinkel grosser als % sind, und 
Kit der grosste unter ilmen ist, so ist die Aenderung tj der Green 1 schen, 
Function im Innern und auf dem Rande des verMeinerten Bereichs 

iiberall Meiner als e . g', unter g' eine abschatzbare von e unabhangige 
Grosse verstanden, namlich den Werth g', welcher sich nach § 9 fur 
die Ecke kit ergiebt, bezw. , wenn mehrere Ecken den Winkel lit 
haben, der grosste der zugehorigen Werthe g'. 

Damit ist die Stetigkeit der Green'schen Function bei Einengimg 
des Bereichs nicht nur bewiesen, sondern es ist auch der Betrag der 
Aenderung abgeschatzt. 

Insbesondere sieht man, dass in jedem Falle die Aenderung der 
Green'schen Function im ganzen eingeengten Gebiet einschliesslich des 
Randes gleichmdssig und stetig mit s verschwindet , sei es proportional 

mit s selbst, sei es mit einer Wurselgrosse e . 

Wenn wir nun auf den Satz 2) und seine Beweisgrunde besonders 
achten, so drangt sich uns nothwendig die Frage auf, ob denni) auch 

im Innern des Bereiches £ nothwendig iiberall nur in der Ordnung j 

verschwindet, oder ob sich die Angabe des Satzes 2) nicht vielleicht nur 
auf die unmittelbare Umgebung der Ecke kit bezieht, wahrend in end- 
licher Entfernung von derselben rj starker verschwindet, etwa von der 
ersten Ordnung, wie e selbst? Es wird diese Vermuthung um so wahr- 
scheinlicher, als ja langs des Randes ij thatsachlich nur in der Nahe 

der Ecken in der Ordnung -, in endlicher Entfernung von denselben 

aber in der ersten Ordnung verschwindet. 

Aber die Vermuthung ist nur theilweise richtig, namlich nur 
dann, wenn alle Winkel < 2 it sind. Giebt es dagegen Ecken mit 
I > 2, dann erhoht sich zwar in endlicher Entfernung von der Ecke 

die Ordnung des Verschwindens auch noch, aber nicht von r auf 1, 
sondern nur auf y- Ist A = 2, so verschwindet i) in endlicher Ent- 
fernung von den Ecken wie s log - • Diese vorlaufigen Angaben sollen 
in den nachsten Paragraphen bewiesen werden. 
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§ 14. 
Ansatz zur genaueren AbscMtzung. 

Um die am Schlusse des letzten Paragraphen ausgesprochenen 
Satze zu beweisen, werde ich folgendes Verfahren einschlagen: 

Es mogen die Werthe von rj langs des Randes von 27 mit rj 
bezeichnet werden; fur dieselben ist an jeder Stelle eine obere Grenze 
abgeschatzt. Es kommt nun darauf an, die im ganzen Bereich 27 
holomorphe Potentialf unction r\ fur irgend einen im Innern des Bereiches 
gelegenen Punkt % abzuschatzen, wobei wir uns auf die bereits aus- 
gefiihrte Abschatzung der Randwerthe rj zu stutzen haben. 

Es sei r^ die Green'sche Function des Bereichs 27 mit der Un- 



sr, 



1 



stetigkeitsstelle g und der laufenden Variablen£, -^ ibre Ableitung 

nach der Normale des Randes, die Normale nacb Innen gerechnet. 
Dann ist der Werth von 17 in irgend einem Punkte £ im Innern des 
Bereichs durch die bekannte Formel gegeben: 






das Integral um den ganzen Rand 6 erstreckt gedacht. 

Von diesem Integrale wissen wir, in welcber Weise rj in den 
einzelnen Punkten des Randes mit s verschwindet. Um die Grossen- 
ordnung des Integrals abzuschatzen, miissen wir also noch untersuchen, 



ar, 



I 



wie sich ^-^ als Function von s langs des Randes verhalt. 

Diese Discussion wiirde sehr einfach sein, wenn der Bereich 2! 
nur von Kreisbogen mit endlicher Krummung begrenzt ware und zudem 

keine iiberstumpfen Winkel besasse. Dann ware ^~ langs des ganzen 

Randes kleiner als eine endliche angebbare von £ unabhangige Grosse, 

und es kame nur noch auf das Integral I rjdti an, welches in der 

Ordnung s verschwindet. Das ist jedoch nur der Fall, wenn kein 
Winkel Kit des urspriinglichen Polygons S grosser als % ist. 

Im Falle aber, wo S viberstumpfe Winkel hat, hat zwar 2 keine 
iiberstumpfen Winkel, wohl aber Kreisbogen mit einem sehr kleinen 
Ertimmungsradius , namlich um jede iiberstumpfe Ecke des Bereichs S 
herum einen Kreisbogen vom Radius s und mit der Winkeloffnung 
(A — 1) jr. Langs dieser Kreisbogenstucke und auch schon in der 
Nachbarschaft derselben auf den anstossenden Kreisbogen von endlicher 

Krummung wird aber %- bei verschwindendem s unendlich. Es ist 
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naher zu untersuchen, in welcher Ordnung dieses Unendlichwerden 
eintritt. 

Ich theile nun zuerst den Rand und entsprechend das gesuchte 
Potential v\ in eine gewisse Zahl einzelner Bestandtheil'e , von denen 
immer einer der Umgebung je einer iiberstumpfen Ecke entspricht 
und einer alien den Randtheilen, welche um mehr als eine gewisse 
endliche Strecke von jeder iiberstumpfen Ecke entfernt sind. Namlich 
icb construire um jede uberstumpfe Ecke £„ des Bereichs S als Mittel- 
punkt einen Kreis von einem endlichen Radius p„, den ich mir jedoch 
vorbehalte so klein zu macben, als es das Bediirfniss verlangt; jeden- 
falls soil er wenigstens so klein sein, dass er ausser der Ecke g„ keine 
weitere Ecke des Bereicbs S umfasst, und dass er mit keinem der 
anderen construirten Kreise collidirt. Dasjenige Stuck der Curve 0, 
welches innerhalb dieses Kreises liegt, heisse 6 V und die Gesammtheit 
aller Stiicke, welche von der Curve nacb Abschneidung aller Stucke 
V ubrig bleiben, heisse ff , so dass ich also, wenn m uberstumpfe 
Ecken vorbanden sind, in m + 1 Bestandtheile zerlegt habe: 

6 = <>0 + G \ + 6 2 + ■ ■ ■ + m- 

Entsprechend denke ich mir das Potential rj in eine Summe 

n = no + ni + v 2 H \-Vm 

zerlegt, indem ij v (v = 0, 1, 2, . . ., m) dadurch definirt wird, dass es 
langs V die dort vorgeschriebenen Wertbe rj besitzt, langs der ubrigen 
Stucke von aber verschwindet. 

Was zunachst r] betrifft, so kann ich durch Anwendung der 
friiher fur den Bereich 8 entwickelten Method en auf den Bereich 2 
fur die Randstiicke <7 , welche ja keiner iiberstumpfen Ecke unendlich 
nahe kommen, eine endliche Grosse g angeben, so dass die Werthe 
von ri langs aller Stucke O durchweg kleiner als eg sind. Dann 
muss auch ^ (§), welches langs O mit Tj iibereinstimmt, langs der ubrigen 
Randstiicke von 2J verschwindet, im Innern von 2J iiberall derselben 
Ungleicbung, wie seine Randwerthe genugen: 

%(t) < £ 9o- 

Mithin verschwindet ij fur jedm innern PunM t,.mit £ in der erstm 
Ordnung, und swar so , dass man bei jeder Lage von % den Werth des 
Proportionalitatsfaciors abschatsen kann. 

Fur die Abschatzung der ubrigen Theilpotentiale , z. B; n^ hat 
man nur einfach die in § 8 und § 11 angegebenen Pormeln statt auf 
die Begrenzung s von S auf die Begrenzung von £ anzuwenden. 
Dabei braucht man. in % nur das in der Umgebung der Ecke gj 
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liegende Curvenstuck 1 zu berucksichtigen , welches aus 3 Theilen 

(Fig. 9) besteht, namlich aus zwei endlicheii Seitenstucken AB, B' A' 

von endlicher Krummung und 

dem Mittelstiick BB' mit dem 

Radius s und der WinkeloffmiDg 

(A — l)jr. B und B' sind para- 

bolische Ecken mit Winkeln it. 

Zuerst werde ich %- in der v 

Umgebung der Punkte B und B' 

abschatzen, dann l'angs derjenigen 

Punkte von BB', welche nicht 

schon mit den Punkten B und 

B' erledigt sind, und dann langs 

derjenigen Theile von AB und A'B', fur welche die Abschatzung 

nicht schon bei B und B' mit ausgefiihrt ist. 

Bei diesen Abschatzungen ist jedesmal zu beachten, wie gross die 
in den Formeln § 8 und § 11 vorkommenden Grossen r a und q hier 
werden, und wie gross M, das Maximum von V auf dem Kreise r 
bez. Q n , sein kann. 

q r 

Schliesslich hat man die fur =— gefundenen Resultate mit den far 

tin ° 

rj bekannten zusammenzusetzen und die Integration auszufuhren. 




Mg. 9. 



15. 



dV 



Abschatzung von ~ in der Umgebung einer Ecke. 

1) Pur die Umgebung von B (oder B') sind die Formeln § 11 
anzuwenden. 

Es sei B der Kriimmungsradius des dem Bogen AB parallelen 
Randkreises von 8, R + s also der Kriimmungsradius des Bogens AB. 
Ich will nun voraussetzen, dass e immer so klein gewahlt sei, dass 

^<:0,1 ist. 

Die Grossen & und x in den Formeln sollen = - angenommen 

werden, I ist = 1 zu setzen. Ausserdem ist 

a = 2e, b = 2(R±e), c = 2B, ^= 1 + 2 ^ oder = 1, 



also 



1<!L+*<1,2. 

= Si = / 
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Daraus folgt 

0,0793 £ B t £ 0,0901 . 

Um B als Centrum ist jetzt ein Kreis zu construiren, welcher 
weder die Ecke B' mit einschliesst, noch einen grosseren Radius als 

% ■ — • ' = - % (l + 4) R\ • E hat. Diesen Bedingungen wird 

gerade geniigt, indem man setzt 

p = 0,299 . e, wenn A ^ 1,0955 ist, 

q = 2 sin ^=^ • e, „ A < 1,0955 „ . 

Endlich hat man fur M , den grossten Werth von T langs des Kreises 
q 0) zu beriicksichtigen , dass sich dieser Kreis hoehstens bis auf die 
Entfernung 

Po + £ = 1,299 ■ £ bezw. = (l + 2 sin ( *~ 1} *) e 

von gj entfernt, dass also G$ ■ , die Green'sche Function von $, langs 
des Kreises p kleiner ist, als eine kleine abschatzbare Grosse • 



und dass Tf gewiss kleiner als 6r/ ist. Es ist folglich 

wobei </' eine abschatzbare endliche Grosse ist. 

Aus allem folgt, dass innerhalb eines mit dem Radius Q t =-p =&f 



um B beschriebenen Kreises 
geniigt: 



9T 

dt 



6 l 



und also auch ~- der Ungleichung 



4-i 



|^- < 6,283 • £ e* 
Innerhalb eines Kreises mit dem Badius Ice um B als Centrum ist 
dV . I- 1 

worin h und g von s unabhangige angebbare endliche Qrossen sind. 

2) Von dem Bogen BB' brauche ich die Abschatzung nur noch 
fur diejenigen Punkte auszufuhren, welche um mehr als Tc . e von den 
Endpunkten B und B' entfernt sind. 

Fur irgend einen solchen Punkt g ist die Formel von S. 494 an- 
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zuwenden; dabei setze ich & = 0, indem dann die Abschatzung immer 
nur fur den betreffenden Randpunkt selbst gilt. Es wird so: 



3T 

dt 



2M 



• Wenii ich r = Jca setze, so schliesst der Kreis r = r keinen der 
Punkte B und B' ein , da der Punkt | ja um mehr als Jce von B und B' 
entfernt ist , wahrend die Schnittpunkte des Kreises h s mit dem Bogen 

BB' nur die kleinere Entfernung — ; — von § besitzen. Ich kann 

/• + ©' 

also fiir jeden noch in Betracht kommenden Punkt des Bogens BB' 

r = Jcs 
setzen. Die Maximalentfernung des Kreises r = r von der Ecke g, ist 

2 + k 

- ' » F 

2 — k > 
folglich ist G, also auch T langs des ganzen Kreisbogens r = r 
kleiner als 



i 



\2— V 



9 
oder 



i 



M<ge 
woriu g eine absch'atzbare endliche Grosse ist; also ist 



di- 
et 



<- k £ 



und wir haben den Satz : 

Auch langs des noch ubrigen Theils von BB' ist uberall 

1 i 
Wn<9- £ ' 

worin g eine von s wnabhangige angebbare endliche Grosse ist. 

3) Auf die Punkte von AB und A'B' sind die Formeln von § 8 
anzuwenden, worin ich wieder 9- = setze, so dass ich allerdings 
die Abschatzung fiir jeden Punkt besonders ausgefiihrt denken muss, 
dafiir aber eine einfachere Formel habe. 

Es ist a = 2(R+e) zu setzen. r wahle ich so gross, dass der 
Kreis r = r gerade durch den Endpunkt B der Linie AB geht, 
indem ich zugleich voraussetze, dass das Stuck d l} so klein gewahlt 
sei, dass fiir alle Punkte j; der Linie AB auch wirklich der Kreis r 
so gross, wie angegeben, gewahlt werden kann, ohne mit dem Rand 
oder dem um § auszuschliessenden Gebiet in Conflict zu kommen. 
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Bedeutet p den Abstand des Punktes | ron der Ecke §,, so ist 
der Maximalabstand des Kreises r von der Ecke £, hochstens gleich 

9 + ^h-, 



l — ■ 



2(-B±«) 
und es ist nach derselben Schlussweise wie in 1) und 2) 



■ M< (• + I TfaZ ■'' 

\ 2(JB±eK 

zu setzen, und also 

\ 2(i? + s)/ 

Es bedeute ferner s den Abstand des Punktes % von dem Punkte B. 
Ich will p und r durch s ausdrucken. 

Es sei vorausgesetzt, dass der Radius p, des <>, ausschneidenden 

Kreises urn £i hochstens = B, gewahlt sei, ferner dass -= ^ 0,1 sei. 

Ausserdem bedenke man, dass nur noch solche Punkte 2; in Betracht 
zu ziehen sind, fur welche s > sic ist: 

g^B, s > ek, -g^0,l. 
r und q driicken sich folgendermassen durch s aus: 




Hieraus folgen mit Hiilfe der fur p, s, £ angegebenen Ungleichungen 
die folgenden Ungleichungen: 

sk < s < R ]/lJ., 

s£r £s- 1,230, 

■ \ < s ■ 0,435, 

l ~2(B±i) 

1_ 1 I 

^<« 2 1 .2(o,435+//l,lll+^)"^'. 

Wir haben also den Satz: 

Langs des Bogenstuchs AB (und entsprechend Icings A' B') Us 



dn 
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auf die Entfemung eh an den Punht B her an ist, unter s die Ent- 
fernung vom Punhte B verstanden, 



i 



df -- 1 



dn 
worin g t eine angebbare endliche von s und s unabhangige Grosse ist. 

§ 16. 
Definitive Abschatzung von ij im Innern von S. 
Um das Integral 

auszuwerthen, theile ich den Curvenzug ABB' A' in der Weise in 
ein Mittelstiick CC und zwei Seitenstiicke AC und C A', dass ich 
zum Mittelstiick ausser dem Bogen BB' noch je eine kleine Strecke 
CB und B'C bis auf die Entfernung sh rechts und links hinzu- 
nehme (Fig. 9). 

Langs des Mittelstucks CC, welches die Gesammtlange 

e((X — \)n + 2h) 

i_ _ 

besitzt, verhalt sich, wie wir von friiher wissen, « wie s x , ^— nach 

' ' on 

i- 1 

dem vorigen Paragraphen wie e , jedes multiplicirt mit einer an- 
gebbaren endlichen von £ unabhangigen Grosse. Daraus schliesst man 
ohne Weiteres: 

Der langs CC m erstrechende Theil des Integrals r\^ ist Jcleiner 

2 

als s l ■ g, worin g eine angebbare endliche von e unabhdngige Grosse ist. 
Weniger einfach gestaltet sich die Abschatzung fur die Seiten- 
stucke AC und C'A'. Hier muss ich erst die auf S. 501 fur rj an- 
gegebene obere Grenze 

« • ?o ■ 9 > 

durch s, die Entfernung des Punktes j; vom Punkte B bezw. B', 
ausdrucken. 

q q , die kiirzeste Entfernung des vom Punkte % auf den zu- 
geborigen Randkreis von S gefallten Lotes vom Punkte g, ; ist gewiss 
nicht kleiner als die von £ t aus gemessene kleinste Entfernung des zu 
% gehorigen Radiusvectors des Kreisbogens AB. 

Mathematiaohe Annalea. XLV. 35 
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Diese Entfernung ist aber 



-B 
;ht auf die Ungleichungei 



= B 
woraus ich mit Riicksicht auf die Ungleichungen 



erhalte: 



i/i y_ 

Y 4 • 0,9 2 „ n „ 00 

p > s q — — = s • °; 722 - 



Folglich ist , , 

- — 1 -v — 



ij < a ■ s* (0,722)' g', 
und wir haben so den Satz: 

Langs des gansen Seitenstiickes AC (und entsprechend Icings C'A) ist 



x- 1 
rj < £ • s ■ g 2 



unter g 2 eine angebbare endliche von s und s unabhangige Grosse verstanden., 
Endlich driicke ich noeh ds x durch ds aus. Man bekommt 

„„, — ""' 

und hieraus 

de x < + ds- 1,230, 

mit dem Vorzeichen — ' langs AC, dem Zeichen -f~ langs C'A'. 

Der Werth s, von s an der Integrationsgrenze .4 bezw. A' geniigt 
ferner noch der Ungleichung: 

s t <B]/\7\, 
und der Werth von s an der andern Integrationsgrenze C bezw. C 
ist = e . k. 

Es ist also, wenn I ^ 2 ist: 



2 



1,230 /* 

also, wenn A ^ 2 ist: 



fll/i.i 



0102 • ^ • « / s z • ds, 



- 1 2 , 4-i 



1,230 ^1,1* t?! -1 1,230 fc* 



<i/,^-^ r --y b ■s-gig*--—-- 



X 



- J- 



£ 
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wenn dagegen A = 2 ist: 

< 9x9, -^log Bi/TJ . a - 9] g 2 ig-° . £ log .*. 

Den entsprechenden Ausdruck denke ich mir fur C A' berechnet 
und zugefugt, ferner nehme ich das fur CC gefundene Resultat hinzu, 
und bekomme, wenn ich alles zusammenfasse, schliesslich einen Aus- 
druck folgender Art: 

wenn A ^ 2 ist : 

(2 

( 1 ) n\<9\* + g i e i , 

wenn A = 2 ist: 

(2) V t < 9< e + 92 ■ e log f , 

wobei ^i, g 2 angebbare endliche positive Grossen sind, und R den 
kleineren von den Krummungsradien der beiden Randkreise von S 
bedeutet. 

Wenn A < 2 ist, hat auf der rechten Seite von (1) das erste Glied 
den kleineren Exponenten, so dass man s absondem kann; zugleieh 
schreibe ich folgendermassen um: 

Vt < * U + 9t ? J ^ «Gi + 9i ■ (R ■ 0, l) 1 _1 ), 
Vi < E • 9- 
In gleicher Weise findet man fur X > 2: 

*?. < * X U+ <7. •* V^ ^U + ^-Cii-O, I)'" 7 ), 

It < E * -9, 
uud fur A = 2 : 

Vi < ^og | /<? 2 + -^\ < e log | • (* + j^), 



(^) 



Vi < « log T • £. 

Was wir so fur ^, und friiher schon fur ^ ausgefiihrt haben, 
denken wir uns in gleicher Weise fur rj 2 , %, . . . rj m gemacht und alles 
addirt. • 

Dann kann man sich wieder die niedrigste Potenz von £ heraus- 

gesetzt denken, . mit Hiilfe der Voraussetzung ^ <[ 0,1 den iibrig 

35* 
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bleibenden Klanimerausdruck abschatzen , und bekommt so folgende 
absehliesseude Resultate: 

1) tj(g) verschwindet mit s gleichmassig stetig uberall im Innern 
und auf dem Rande des eingeengten Polygons. 

2) Wenn alle Winkel des Polygons <I ^ sind, so[ist uberall im 
Innern und auf dem Bande des eingeengten Polygons 

nit) < eg. 

3) Wenn der grosste Winkel 1% des Polygons > % dber < 2jr 
ist, so gilt fur jeden Punht t, im Innern und auf dem Bande 
des eingeengten Polygons, der sich in angebbarer endlicher 
Entfernung von jeder uberstumpfen Ecke befindet. eine Un- 
gleichung : 

nit) < £ 9, 

fur die unmittelbare Umgebung einer uberstumpfen Ecke 1% 

aber nur eine Ungleichung 

i 

nit) <«' -g, 

4) Wenn der grosste Winkel des Polygons = 2n ist, so gilt fur 
jeden Punkt im Innern des eingeengten Polygons, der sich 
in angebbarer Entfernung von jeder uberstumpfen Ecke be- 
findet, eine Ungleichung 

nit) <e^og--g, 

fur jeden Punkt des Bandes, der sich in angebbarer Ent- 
fernung von jeder uberstumpfen Ecke befindet, eine Ungleichung: 

nit) < £ -9, 

und fur jeden Punkt im Innern und auf dem Bande, der 
in der unmittelbaren Umgebung einer uberstumpfen Ecke Ajt 
liegt, eine Ungleichung: 

nit) < e' -9- 

5) Wenn der grosste Polygonwinkel K% > 2?r ist, so gilt fur 
jeden Punkt % im Innern des eingeengten Polygons, der sich 
in angebbarer Entfernung von jeder solchen uberstumpfen 

Ecke Aj it befmdet, deren Winkel Ajn;>-3r ist, eine Un- 



gleichung 



i 



nit) < £ ■ g, 

fur diejenigen Punkte des Innern, welche in der unmittelbaren 
Umgebung einer solchen uberstumpfen Ecke liegen, deren 
Winkel Ajjr^-jr ist, eine Ungleichung 
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1 
VilX^.g, 

fur diejenigen Purikte des Bandes, welche in angebbarer end- 
licher Entfernung von jeder uberstumpfen JEcJte liegen, eine 
Ungleichung : 

n(S) < eg, 
und fur diejenigen EandpunMe, welche in der unmittelbaren 
Umgebung einer beliebigen uberstumpfen Ecke k 2 % liegen, 
eine Ungleichung: 



nil) <^.g. 

Dass die in vorstehenden Satzen angegebenen Ordnungen des 
Verschwindens von ij mit e im Allgemeinen wirklich erreicht werden, 
und dass die wahre Ordnung des Verschwindens nicht noch hoher ist 
als angegeben, um das zu beweisen , genugt es, die Satze an irgend 
einem speciellen Beispiel, etwa an einem Zweieck mit den Winkeln Kit 
zu bestatigen. In der That findet man dabei genaue Uebereinstimmung 
mit meinen Angaben, sowohl fiir A^2, wie fur 1=2. 



§ 17. 

Stetigkeit der Green'schen Function bei allgemeiner Abanderung des 

Kreisbogeupolygons. 

Ich habe bewiesen , dass die Green'sche Function sich stetig andert, 
wenn man von dem Polygon einen Randstreifen von der iiberall gleichen 
Breite s abtrennt. 

Der Satz gilt erst recht, wenn man den Bereich nicht iiberall 
um e, sondern um eine langs des Randes variable, nur s nicht iiber- 
steigende Strecke einengt; denn dann muss die Green'sche Function 
dieses eingeengten Polygons gewiss dem Werthe nach immer zwischen 
der Function G des ursprunglichen Polygons S und der Function 
r = 6r — rj des um s eingeengten Polygons 2 liegen , und zwar fur 
alle Punkte des Bereiches S, also 

a>G' > G-rt 
oder 

0< G -G' <y. 

Denkt man sich nun irgend zwei Bereiche gegeben, beide von einer 
endlichen Zahl Kreisbogen mit endlicher Krummung begrenzt, und 
stetig auseinander hervorgehend ; dieselben mogen S und S' heissen, 
ihre Rander s und s'. Ihr Unterschied sei die beliebig klein zu 
machende Strecke s, d. h. kein Randpunkt eines der beiden Polygone 
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sei vom nachsten Randpunkt des andern Polygons weiter als um die 
Strecke a entfernt. 

Engt man nun irgend einen der beiden Bereiche, etwa S, um 
einen iiberall gleich breiten Streifen s ein, so liegt der eingeengte 
Bereich 2J nicht nur ganz innerhalb von S, sondern auch ganz inner- 
halb von S'. Genau dasselbe gilt von dem Bereich S , den man 
durch Einengung des Bereichs S' um einen Streifen von der iiberall 
gleichen Breite s erhalt. In Folge dessen liegt auch sowohl Z wie Z" 
innerhalb eines Gebiets, welches S und S' mit einander gemein haben, 
und welches ich T nennen will. 

Da die Begrenzung des gemeinsamen Gebietes T hiernach zwischen 
der Begrenzung von S und derjenigen von 2 liegt, und hochstens mit 
der letzteren vollstandig zusammenfallt, so muss auch die Green'sche 
Function von T, welche ich V nennen will, in ganz T einschliesslich 
des Randes kleiner als die Green'sche Function G des Bereichs S, und 
in ganz £ einschliesslich des Randes grosser oder hochstens gleich der 
Green'schen Function G — i\ des Bereichs 2, sein. Es ist demnach 

< G — r<Lrj, 
und zwar so, dass das Vorzeichen < links im Innern und auf dem 
Rande des ganzen Bereichs T, das Zeichen ^ rechts dagegen im Innern 
unfl auf dem Rande von X gilt. 

Genau ebenso muss T zwischen der Green'schen Function G' des 
Bereiches S' und der Function G' — 17' des Bereiches U' eingeschlossen 
sein, also die Ungleichung 

< G' - r^ v 
gelten , indem die linke Halfte der Ungleichung in ganz T , die rechte 
in ganz 2' gilt, jedesmal mit Einschluss des Randes. 

Durch Verbindung der beiden Ungleichungen entsteht 

- V ' < G — G' < +f]. 
Wir haben also den Satz: 

Bind swei Bereiche S und S' nur um eine beliebig hlein zu machende 
Grosse s verschieden, und nimmt die Green'sche Function G des Be- 
reiches S lei Einengung ihres Bereichs um einen Streifen von der UleraU 
gleichen Breite s um rj, die Green'sche Function G' des Bereichs 8' um 
%' db, so ist der Vnterschied 'der beiden Green'schen Functioned swischen 
folgenden Grensen eingeschlossen: 

- n' < G - G' < + V) 

und zwar so, dass die rechte Seite der doppelten Ungleichung im Innern 
und auf dem Bande des Gebietes E, die linke Seite im Innern und auf 
dem Bande des Gebietes £' gilt. 

Da man rj und r}' nach den vorhergegangenen Paragraphen durch 
eine endliche Anzahl von Schritten abschatzen kann, so ist hiermit 
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auch die Abschatzung der Aenderung der Green'schen Function bei 
Aenderung ihres Bereichs erledigt. 

Fiir die praktische Ausftthrung der Abschatzung wird man naturlich 
den Umstand berucksichtigen, dass bei unserm Absch'atzungsverfahren 
H sich schliesslich immer als eine stetige Function der geometrischen 
Bestimmungsstiicke des Bereichs herausstellt, deren Aenderung beim 
Uebergang von S zu S' leicht abzuschatzen ist. Man braucht daher 
das von mir angewendete umstandliche Abschatzungsverfahren nur zur 
Bestimmung etwa von rj ; t\ ' findet man dann sofort durch Abanderung 
der in rj eingehenden Parameter. Ja wenn man keinen Werth darauf 
legt, zu wissen, bis zu welchen endlichen Werthen von s die Ab- 
schatzung richtig bleibt, kann man ij' direct durch rj ersetzen, da ja 
rj ohnehin gewiss um ein im Verhaltniss zum wahren Werthe endliches 
Stuck zu gross abgeschatzt ist. 

§ 18. 

Die analytische Fortsetzung der Grreen'schen Function. 

Die analytische Fortsetzung der Green'schen Function fiber den 
Rand ihres Bereiches hinaus geschieht bekanntlich nach dem Symmetrie- 
princip, indem man das gegebene Kreisbogenpolygon an irgend einer 
seiner Seiten durch reciproke Radien spiegelt, naturlich mit Wieder- 
gabe aller Selbstiiberdeckungen des Bereichs, und indem man dann 
der Green'schen Function in dem neuen Polygon an jedem Punkte 
denselben Werth, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen, wie in dem 
entsprechenden Punkte des Ausgangsbereichs zuertheilt. Diesen Process 
der Spiegelung an den einzelnen Seiten kann man sich nun auch an 
jeder Seite aller neuentstandenen Polygone ausgefuhrt denken u. s. f., 
so dass sich an die urspriingliche Polygonmembran eine unbegrenzte 
Reihe abwechselnd congruenter und symmetrisch congruenter Polygon- 
membranen anhangen — wenn ich solche Figuren, die durch Kreis- 
verwandtschaft ohne oder mit Umlegung der Winkel auseinander hervor- 
gehen, congruent bezw. symmetrisch - congruent nennen darf — . Dabei 
werde ich aber, um vollst'andige Freiheit in der Abanderung des Aus- 
gangsbereichs zu haben , im Gegensatz zu dem gewonlich in der Theorie 
der automorphen Functionen ubliehen Verfahren jedes neue Polygon, 
auch wenn es mit einem friiheren sich ganz genau decken sollte, doch 
von diesem als verschieden ansehen, so dass jedes Polygon nur durch 
eine einzige ganz bestimmte Reihenfolge von Spiegelungen aus dem 
Ausgangspolygon zu gewinnen ist. 

Die Gesammtheit der Kreisverwandtschaften , welche von dem Aus- 
gangspolygon zu irgend einem andern Polygon fuhren, bilden eine 
Gruppe, deren Erzeugende die Spiegelungen des Ausgangspolygons an 
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seineu einzelnen Seiten sind ; die letzteren seien A t , A 2 , . . . . Der 
analytische Ausdruck einer einzelnen Spiegelung, etwa A*, hat folgende 
Gestalt : 



§' = 



y x i+K 



worin £ den zu £ conjugirten complexen Werth bezeichnet. Durch 
die Bestimmungsstiicke des Spiegelkreises , den Radius R x und die 
Mittelpunktscoordinaten a x , b X) drueken sich die CoefficienteD der Sub- 
stitution aus, wie folgt: 

a * = i x ( a * + ih ^> ?* = i, i B * 2 ~ (°-* + & * 2 )) ' 
y* = ^-i ** = j|- (— a * + *&*)• 

Hierbei sind die absoluten Werthe der a x , j3 x , y x , d x , auf deren Ver- 
haltniss es ja eigentlich nur ankommfc, so eingerichtet, dass die Relation 

u x d x — fi x y x = 1 
erfullt ist. 

Combinirt man eine endliche Anzahl solcher Spiegelungen, so 

erhalt man einen ebenso gebauten Ausdruck: 

5 Y s +S oaer g ~^ +s > 

mit £ oder mit £ gebildet, je nachdem man eine gerade oder ungerade 
Anzahl von Spiegelungen combinirt hat. Die cc, /J, y, 8 kann man 
dabei immer so einrichten, dass wieder 

ad — py = 1 

ist; dann sind es ganze rationale Functionen aus den Coefficienten oder 
den conjugirten Werthen der Coefficienten der einzelnen zusammen- 
setzenden Substitutionen sind, und zwar in den Coefficienten jeder 
einzelnen linear und homogen. 

Ich ziehe nun im Folgenden nur solche stetige Abanderungen des 
Polygons 8 in Betracht, bei denen die einzelnen Randstucke ihre Lage 
jedes als Gauzes stetig andern, in der Weise, dass auch der ganze 
Spiegelkreis seinen Radius und Mittelpunkt stetig verandert. Dabei 
ist nicht ausgeschlossen , dass auf einer Seite sich Knickungen ein- 
stellen — wenn nur in endlicher Anzahl und in endlicher Entfernung 
von einander und von den Enden der Seite — : man hat dann nur 
die betreffende Seite des Polygons sich schon von vornherein in einzelne 
Stiicke zerlegt zu denken , die nur unter gestrecktem Winkel zusammen- 
stossen. Vom Auftreten solcher Seiten, deren Radius und Lange mit 
£ verschwindet, will ich hier absehen. Wenn sie bei der Abiinderung 



A A 
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nur in endlicher Anzahl zwisehen die endlichen Seiten eingeschoben 
sich einstellen, wenn sie insbesondere nicht ein ganzes Randstuck von 
endlicher Grosse erfiillen, dann bewirken sie nur eine unwesentliche 
Modification der folgenden Betrachtungen, indem man dann namlich 
nur solche analytische Fortsetzungen zu vergleichen hat, bei denen 
keine dieser unendlich kleinen Seiten tiberschritten wird. 

Es werde jetzt das Polygon S stetig in das unendlich wenig ver- 
schiedene Polygon S' abgeandert. Da in jeder einzelnen Substitution 
A„ sich die Grossen B x , a x , b x in geometrisch bestimmter Weise stetig 
andern, so andern sich auch die Coefficienten a X) fi x , y x , S x in an- 
gebbarer Weise stetig. Dasselbe gilt dann auch von jeder Substitution A, 
die aus einer endlichen angebbaren Anzahl von Spiegelungen zusammen- 
gesetzt ist, da ja ihre Coefficienten a, /3, y, d ganze rationale Func- 
tionen der a X) j} X) y x , 8 X von endlichem Grade sind; dasselbe ist 
naturlich bei der zu A inversen Substitution A -1 der Fall , welche sich 
von A nur durch die umgekehrte Aufeinanderfolge der zusammen- 
setzenden Spiegelungen unterscheidet. 

Daraus folgt aber, wenn man irgend einen PunM £' , der aus einem 
Punht % des Ausgangspolygons durch eine endliche Anzahl von Spiegelungen 
hervorgeht, festhalt, dass dann bei dem stetigen Uebergang von S su 8' 
auch der Ausgangspunkt t, seine Lage in angebbarer Weise stetig andert, 
mit alleiniger Ausnahme des Falls, dass £ gerade im Unendlichfernen 
liegt. Aber auch diese Ausnahme ist unwesentlich; denn wenn man 
die g-Ebene durch eine g-Kugel ersetzt und die Entfernungen auf 
dieser, statt in der £-Ebene, misst, so ist die Aenderung des Punktes £ 
ausnahmslos stetig, wo er auch liegen mag. Da es aber zu Dmstandlich- 
keiten fiihren wiirde, die Strecken auf der Kugel zu messen, so will 
ich, wie ich es auch fruher schon gethan habe, lieber von den Strecken 
der g-Ebene sprechen, dann aber den Fall ausschliessen , dass ein 
Punkt, von dem ich gerade spreche, in's Unendliche fallt, indem ich 
mir vorbehalte , immer die Figur einer solchen linearen Transformation 
zu unterwerfen, dass die gedachte Voraussetzung erfullt ist. In diesem 
Sinne gilt also der Satz: 

Gehen swei Punhte g, der eine durch eine aus einer endlichen 
AnsaM von Spiegelungen des Polygons S bestehende Transformation A, 
der andere durch die entsprechende sum Polygon S' gehorige Transfor- 
mation A' in ein und denselben PunM %' uber, so ist die gegenseitige 
Entfernung der beiden Punkte £ von einander eine angebbare mit s 
stetig verschwindende Grosse d. 

Es kommt uns nun darauf an, die Green'schen Functionen G und 
G' des urspriinglichen und des abgeanderten Polygons nicht nur in 
solchen Punkten mit einander zu vergleichen, welche im Ausgangs- 
polygon S und S' liegen, sondern auch fur alle solche Punkte, zu 



530 Eknst Rittek. 

denen man erst nach Durchsetznng einer beliebigen endlichen Anzahl 
von weiteren Polygonen gelangt. Man darf naturlieh in irgend einem 
Punkte nur solche Werthe von G und G' mit einander vergleichen 
die aus den Werthen G und G' in den Ausgangsbereichen 8 und S' 
durch analytisehe Fortsetzung auf entsprechenden Wegen gewonnen 
werden, d. h. auf Wegen, die in den beiden Polygonnetzen immer 
entsprechende Polygonseiten iiberschreiten. Man darf also den Weg 
der analytiscben Fortsetzung insbesondere niemals zwischen zwei ent- 
sprecbenden (bei der Abanderung auseinander hervorgegangenen) Ecken 
zweier entsprecbenden Poly gone hindurchfiihren. Dies wird vermieden, 
wenn man festsetzt, dass der Weg der simultanen analytiscben Fort- 
setzung in angebbarer von a unabhangiger Entfernung von jeder Ecke 
des Polygonnetzes verlauft, welches zu 8 gehort. Dann wird maD, 
wie viele Polygone, wenn nur eine endliche Anzahl, der Weg durch- 
setzt, stets den Betrag s der Aenderung von S so klein annehmen 
konnen , dass bei der Aenderung keine Ecke des Netzes den Weg tiber- 
scbreitet. 

§ 19. 
Stetigkeit der analytiscben Fortsetzung. 

Es sei jetzt £ irgend ein beliebiger Punkt des zu S gehorigen 
Polygonnetzes , zu dem man von 8 nach Durchsetzung einer endlichen 
Anzahl von Polygonen gelangt. Demselben entspricbt ein bestimmter 
Punkt £ im Ausgangspolygon, welcber aus £ durcb eine bestimmte 
aus einer endlicben Anzahl von Spiegelungen des Polygons S bestehende 
Operation A -1 hervorgeht. Bei stetigem Uebergang von 8 zu S' andert 
sich A -1 stetig in A' -1 . Es werde dann mit £„' derjenige Punkt be- 
zel chnet, welcher aus £ durch die Operation A' -1 hervorgeht. Nach 
dem Satze des vorigen Paragraphen ist dann 

l6>-6o'l = * 

eine angebbare mit « stetig verschwindende Grosse. 

Der Werth von G im Punkte £ ist derselbe oder der entgegen- 
gesetzte, wie der Werth von G im Punkte £ , welchen ich G nennen 
will, ebenso ist der Werth von G' im Punkte £ derselbe oder der ent- 
gegengesetzte, wie der Werth G ' im Punkte £„', also 

G = + Cr , G' = + G ', 
und zwar so, dass beidemal dasselbe Vorzeichen gilt. Folglich ist 
G-G' = ±(G - <?„')• 
Es sei nun £ , also auch £, in einer angebbaren endlichen Ent- 
fernung von jeder Ecke scJwie von der nachsten Unstetigkeitsstelle der 
Green'schen Function G gelegen — naturlieh immer nur im selben 
Blatte gemessen. — 
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Ich denke mir nach § 7 um die in S gelegene Unstetigkeitsstelle % 
der Green'schen Function G eine geschlossene Curve s l construirt, 
langs deren ich eine obere Grenze M fur den Werth von G abschatzen 
kann, und zwar wahle ich die Curve s t so eng, dass der Punkt £ in 
angebbarer endlicher Entfernung ausserhalb derselben liegt. Die nach 
Symmetric genau entsprechenden Curven denke ich mir um alle trans- 
formirten Punkte von ij, d. h. um alle andern Unstetigkeitspunkte 
von G construirt. Ausserhalb dieser Curven und auf dem Rande der- 
selben bleibt dann G seinem absoluten Werthe nach iiberall unter- 
halb M. 

Ich kann nun um § als Centrum, da dieser Punkt in endlicher 
Entfernung von jeder der construirten Curven, sowie von jeder Ecke 
des Polygonnetzes liegt, einen Kreis von endlichem angebbarem Radius 
B construiren, der keine Ecke einschliesst und in keines der um die 
Unstetigkeitspunkte von G ausgeschlossenen Gebiete eindringt. Inner- 
halb und auf dem Rande dieses Kreises ist G holomorph und dem 
absoluten Werthe nach kleiner als M. Sind r und m Polarcoordinaten 
in Bezug auf den Punkt g als Centrum, so giebt es also fur G eine 
in dem ganzen Kreise B gultige Entwicklung 

G = a v + a, r cos m -f- a 2 r 2 cos 2 99 -f- a 3 r 3 cos 3 m + • • • 
-f- b v r sin <p + b 2 r 2 sin 2 op -f b 3 r 3 sin 3y -(- • • , 



wobei 



l 
» R 





— { G cos vcp dm, b„ = - • — / G sin vm dm 



o 

ist, unter G die Werthe von G langs des Kreises B verstanden. Da 
langs dieses Kreises iiberall |6r| < M ist, so folgt 

Hieraus folgt, dass in der Entfernung r vom Punkte £ iiberall 

|G-0.|<4Jlf(i + £+£ a + -)=^-^ 

ist. 

Jetzt bezeichne £, den Werth von G im Punkte §„', welcher ja 
von £ nur die angebbare kleine mit e stetig verschwindende Ent- 
fernung 6* besitzt. Jedenfalls kann ich s so klein wahlen , dass d < B 
ist, dass also G t in der obigen Weise entwickelbar ist. Dann ist 

\G 1 -G \<iM. w ^ 3 - 
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Nun habe ich den Werth 6r, von G im Punkte g ' mit dem 
Werthe G ' von G' im selben Punkte £„' zu vergleichen. Ich mache 
zu dem Zwecke zunachst die spater wieder zu beseitigende Voraus- 
setzung, dass der Punkt £ sich im Innern von S in angebbarer Ent- 
fernung vom Rande des Polygons S befinde. Dann kann man die 
Aenderung s des Bereichs S jedenfalls so klein machen, dass auch £' 
im Innern des Polygons in angebbarer Entf'ernung vom Rande liegt, 
und dass man auf die Aenderung von G im Punkte £ ' das in § 17 
geschilderte Abschatzuugsverfahren anwenden kann. Man bekomme so 

l#i — ^o'l < Vo> 
wobei f] eine angebbare mit e stetig verschwindende Grbsse bedeutet. 
Dies Resultat mit dem oben gefundenen 

IG.-G.KAM-^ 
zusammen ergiebt 

\G- — G '\ <rj + S ■ fiZTg, 

oder, da sowohl rj wie d mit s stetig verschwindet, folglich die ganze 
rechte Seite stetig verschwindet, ist 

|Go- G '\<y> 

unter r} eine angebbare mit s stetig verschwindende Grosse verstanden. 
Da nun \G — G'\ = \G — G '\ ist, so hat man den Satz bewiesen: 
In einem beliebigen Punkte % des Polygonnetses 8, welcher vom 
Ausgangspolygone aus mit Ueberschreitung einer endlichen Ansahl von 
Polygonseiten erreicM werden kann , und welcher in angebbarer endlicher 
Entfernung von jedem (im selben Platte gelegenen) Unstetigkeitspunkt der 
su S gehorigen Green' schen Function liegt, andert sich die Green'sche 
Function bei Abdnderung des Polygons S stetig, so dass 

\G—G'\ <r} 

ist, wobei rj eine mit der Aenderung e des Bereichs S stetig verschwindende 
angebbare Grosse ist. 

Dieser Satz ist freilieh vorerst nur unter der Voraussetzung be- 
wiesen, dass g , oder was dasselbe heisst, £ sich im Innern eines 
Polygons in angebbarer Entfernung vom Rande befinde. Ich sagte 
schon oben, dass diese Einschrankung nur unwesentlich ist uud be- 
seitigt werden kann. 

Wenn namlich £ nicht in angebbarer Entfernung vom Rande 
liegt, so liegt es auf dem Rande selbst. Dann ist aber G = 0. Der 
Punkt g ' hat nun aber hochstens die angebbare mit £ stetig ver- 
schwindende Entfernung d vom Punkte g , und der nachste Randpunkt 
von 8' hat von £ hochstens die Entfernung s. Folglich ist der Punkt 
g ' hochstens um die Strecke e + S vom Rande des Polygons 8' ent- 



,1 .J . 
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fernt. Liegt nun §„' innerhalb von S' selbst, so wissen wir, dass der 
Werth G ' positiv und kleiner als eine mit der Entfernung s + S vom 
Rande, also auch mit s stetig verschwindende angebbare kleine Grosse 
t] ist; folglicb ist 

|^ — 6? '| = » ' < ^ 

in der That eine mit £ stetig verschwindende Grosse. 

Liegt ferner § ' zwar in der kleinen Entfernung s -f d vom Rande 
des Polygons S', aber ausserhalb desselben, so moge es erstens keiner 
Polygonecke unendlich benachbart sein; dann liegt es in unendlicher 
Nahe einer Polygonseite, und sein Spiegelpunkt in Bezug auf diese 
Seite liegt innerhalb des Polygons S' und ebenfalls in eiuer mit s 
stetig verschwindenden Entfernung vom Rande, namlich 

(s + o). 



B — {s + i 

Der Werth von G' in diesem Spiegelpunkte ist daher positiv und 
kleiner als eine angebbare mit e stetig verschwindende Grosse v\, 
folglicb. der Werth G ' in g ' selbst negativ und grosser als — r\ , und 

\G -G '\^-G '<f]. 

Liegt endlich g ' ausserhalb von S', aber in der Nahe einer Ecke 
mit nicht verschwindendem Winkel, so liegt jedenfalls irgend einer 
seiner Spiegelpunkte in Bezug auf eine der beiden in der Ecke zu- 
sammenstossenden Polygonseiten im Innern von S' und in einer mite 
stetig verschwindenden angebbaren Entfernung. vom Rande. Es gilt 
dann wieder die gewohnliche Schlussweise. 

Dagegen versagt der Schluss in der Umgebung einer parabolischen 
Spitze, und thatsachlich ist die Abanderung der Green'schen Function 
in der Umgebung einer solchen auch nicht stetig. Dies hat seinen 
tieferen Grund in folgendem Satze: 

Der Stetigkeitssats gilt nur fur solche Punkte des Polygonnetzes S, 
welche in angebbarer endlicher von s unabhangiger Entfernung von alien 
VnstetigkeitspunMen der Green'schen Function G liegen. Die Convergent 
von G' gegen G, wenn man 8' in S stetig ubergehen lasst, ist in der 
Umgebung der Unstetigkeitsstellen im Allgemeinen eine ungleichmassige, 
d. h. je naher man an eine solche Unstetiglceitsstelle herangeht, urn so 
hleiner muss man e wahlen, damit \G — G'\ noch unterhalb einer Meinen 
oberen Grense rj bleibt. 

' In der Umgebung einer parabolischen Spitze liegen nun in der 
That in beliebiger Nahe derselben immer noch unendlich viele Un- 
stetigkeitspunkte der Green'schen Function, so dass also in der Um- 
gebung einer parabolischen Ecke die Convergenz nothwendig ungleich- 
massig sein muss. 
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Ebenso muss die Stetigkeit natiirlich auch in der Umgebung 
sonstiger Grenzpunkte , d. h. Haufungsstellen des Polygonnetzes, un- 
gleichmassig werden. 

§ 20. 
Stetigkeit des symmetrischen Integrals 3. Gattung. 

Das zu der Green'schen Function 6r| conjugirte Potential I7| ge- 
winnt man, indem man das Integral 



-A 



dn 



H$=- IV^ds 



von irgend einem test gewahlten Anfangspunkt aus bis zu der variablen 
Stelle t erstreckt, die Normalenrichtung' n immer links zur Fort- 
schreitungsrichtung s genommen. 

Bildet man dasselbe Integral fur den abgeanderten Bereich S' 
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y\ ist aber in jedem Punkte des Polygonnetzes, der in angebbarer 
endlicber Entfernung von jeder Dnstetigkeitsstelle der Green'schen 
Function liegt, holomorph und dem absoluten Werthe nach unter- 
halb einer abschatzbaren mit £ stetig verschwindenden oberen Grenze 
gelegen. 

Es sei nun £ ein Punkt des Polygonnetzes, der in angebbarer 
endlicher Entfernung nicht nur von alien Unstetigkeitspunkten der 
Green'schen Function, sondern auch von jeder Ecke des Polygonnetzes 
gelegen ist. Dann lasst sich um g als Centrum ein Kreis von angebbarem 
endlichen Radius q beschreiben, der ebenfalls noch in angebbarer end-' 
licher Entfernung von jeder Ecke des Polygonnetzes und von jeder 
Unstetigkeitsstelle der Green'schen Function bleibt. Langs des Randes 
von diesem Ereise besitzt daher tj eine abschatzbare obere Grenze % 
seines absoluten Werthes, welche eine mit s stetig verschwindende 
Grosse ist, und innerhalb des ganzen Kreises eine Entwicklung 

V — <% + a i r cos 9 + «2*" 2 cos 2<p + a 3 r 3 cos 3q> -\- ■ • ■ 
-f- b t r sin cp -f- b 2 r 2 sin 2<p -f- b 3 r 3 sin %cp + • •> 
wobei insbesondere 

a, = — • - I tj cos cp dq>, &,=—.- / tj sin cp dq> 



Stetigkeit von Punctionen bei Abilnderung des Fundamentalbereichs. 535 
ist, und also wegen |ij| < % 

Im Mittelpunkte des Kreises, d. b. im Punkte £ ist aber 
also aucb 



dri 
dn 



£ Y< + V, 



Q r 



Wahlt man also den Integrationsweg von dem festen Ausgan°-s- 
punkte bis zum Punkte % so, dass er uberall in endlicher angebbarer 
Entfernung von jeder Unstetigkeitsstelle der Green'scben Function 
sowie von jeder Ecke des Polygonnetzes bleibt, so kann man fur jeden 
Punkt des Weges s eine mit e stetig verscbwindende obere Grenze rj' 



fur 



bestimmen. Sei dann r\' der grosste dieser Werthe langs 
des Weges, s die Lange des Integrations weges, so ist im Punkte £ 

\H — H'\ <s-n'. 

Also hat man den Satz bewiesen: 

Bestimmt man die conjugirten Potentiate H und H' der zu 8 und 
8' gehorigen Green' schen Functionen G und G' so , dass sie etwa in 
irgend einem festen Punkte des Ausgangsbereiches denselben Werth haben, 
so imterscheiden sie sich in irgend einem Punkte des Polygonnetzes , der 
in angebbarer endlicher Entfernung von jeder Unstetigkeitsstelle der 
Green' schen Function liegt, und den man mit Durchsetzung einer end- 
lichen Anzdhl von Polygonen erreichen kann , nur um eine angebbare mit 
s stetig verschwindende Grosse. 

Zunachst habe icb den ausgesprochenen Satz nur erst fur solcbe 
Punkte £ bewiesen, die in angebbarer endlicber Entfernung von jeder 
Ecke des Polygonnetzes sich befinden. Aber diese Beschrankung lasst 
sich leicht beseitigen, mit Ausnabme naturlicb der parabolischen Spitzen. 

Es sei a die betreffende Ecke des Polygonnetzes S, /J der andere 
Schnittpunkt der in a zusammenstossenden Seiten. Setze ich dann, 
wie in § 9, mit derselben Bedeutung von a und ip, 

und wahle ich den Orthogonalkreis r=R moglichst gross, aber docb so, 
dass er noch in endlicher angebbarer Entfernung vom nachsten Un- 
stetigkeitspunkt des G bleibt, so gilt fur H innerhalb des ganzen 
Kreises r = R eine Entwicklung : 

H = a + a t r cos tp -\- a 2 r 2 cos 2q> + • •, 
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wobei 

TL 

a ° = nJ Hd V 

o 
ist. 

Dieselbe Construction mache ich fiir die entsprechende Ecke a 

des Polygonnetzes S', w'ahle aber dabei R' — R. Ich bekomme so 

H' = a ' + a t 'r' cos <p' -f- a^r" 1 cos 2<p' + • • ■, 



n 

h = | J #' dtp' 



Nun bedenke ich, dass die Grossen a, 0, a, i> beim Uebergang 
von £ zu S' sich in angebbarer Weise stetig andern, dass also, wenn 
man r = r', <p = <p' setzt, die beiden Punkte r, g> und r', <p' nur 
eine angebbare stetig mit s verschwindende Entfernung von einander 
haben. H und W besitzen aber in solchen Punkten eine Different' 
die dem absoluten Werthe nach unterhalb einer angebbaren mit s stetif 
verschwindenden Grosse liegt. Es ist folglich auch 



n 

«o — «o' = ^ / (M— S') dcp 



dem absoluten Werthe nach unterhalb einer angebbaren mit e stetig 
verschwindenden Grosse gelegen. Also: 

Der Werth von H in einer Ecke des Polygonnetzes S und der 
Werth von H' in der entsprechenden Ecke des Polygonnetzes S' unter- 
scheiden sich nur um eine Grosse, die unterhalb einer angebbaren mit 
s stetig verschwindenden oberen Grense liegt. 

Nun ist aber H sowohl, wie H', wie man mit Hiilfe der hin- 
geschriebenen Reihenentwicklungen leicht beweist, in der ganzen Um- 
gebung der Ecke « bez. a' stetig, wenn auch verzweigt. Da die Ecken 
a und a nur eine mit s stetig verschwindende Entfernung von einander 
besitzen, so sind also nicht allein der ; Werth von H in a und der 
Werth von R' in a', sondern auch die Werthe von H und H' im 
selben Punkte a oder «' nur um eine mit s stetig verschwindende 
Grosse unterschieden. Diese Schluss weise versagt selbstverstandlich fiir 
parabolische Spitzen, lasst sich aber auf andere parabolische Ecken 
mit einigen Modificationen des Beweises (ibertragen. Wir haben also 
das Results t: 

Die Aenderung von G ist auch in den Ecken des Polygonnetm 
mit Ausnahme der parabolischen Spitsen stetig. 

Fasse ich jetzt die beiden Punctionen G und E zu dem „syrn- 
metrischen Integral dritter Gattung" zusammen 
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Pi = Gi + iHi 
so haben wir fiir dieses den Satz: 

Bei stetiger Abanderung des Polygons S urn eine beliebig Mein su 
machende Grosse £ tindert sich das symmetrische Integral dritter Gattung, 
wenn man eine in S gelegene Unstetigheitsstelle % sowie den Werth seines 
imagindren Theils in einem beliebigen Punkte von S festhalt, in jedem 
Punkte des Polygonnetses , den man mit DurchseUung nur einer end- 
lichen Zahl von Polygonen erreichen kann, und der in angebbarer 
endlicher Entfemung vom ndchsten Dnstetigkeitspunkt des Integrals liegt, 
nur um eine angebbare mit e stetig verschwindende hleine Grosse. 

Es ist dann auch sofort die Richtigkeit folgenden Satzes ein- 
zusehen : 

Die sdmmtlichen 2p (rein imagindren) Perioden des symmetrischen 
Integrals P| dndern sich stetig bei stetiger Abanderung des Bereichs s. 
Man erhalt namlich die Perioden von Pj theils, indem man £ im 
Ausgangspolygon 8 selbst einen geschlossenen Weg beschreiben lasst, 
der nicht auf einen nichtsingularen Punkt zusammengezogen werden 
kann, theils, indem man £ von einem Punkte des Ausgangspolygons 
zu dem entsprechenden Punkte eines solchen Polygons wandern lasst, 
■welches durch zweimalige Spiegelung aus S entsteht. In beiden Fallen 
reproducirt sich G, wahrend iS um eine rein imaginare Constante 
wachsen kann, von denen man 2p linear unabhangige als primitives 
Periodensystem ausw'ahlen mag. (Von der Periode 2iti, die bei Um- 
laut" um den Unstetigkeitspunkt in 8 entsteht, sehe ich ab, da ja diese 
uberhaupt ungeandert bleibt). 

Irgend eine Periode moge durch einen geschlossenen Umlauf in 8 
entstehen. Ich kann den Weg in dem festen Punkte , wo H •= H' 
ist, beginnen und endigen lassen. Dann zeigt der Satz der vorigen 
Seite ohne Weiteres, da der Weg der analytischen Fortsetzung alien 
gestellten Bedingungen geniigt, dass am Ende des Weges H—H' unter- 
halb einer angebbaren mit s stetig verschwindenden Grosse liegen muss. 
JET — H' ist also nur um eine unendlich kleine Grosse gewachsen, 
R und H' also nur um unendlich wenig verschiedene Grossen, w. z. b. w. 
Eine Periode, die ich durch Laufenlassen des g zu einem con- 
gruenten Punkte in einem andern Polygon erhalte, kann ich, da der 
Ausgangspunkt beliebig ist, wieder von dem Punkte H = H' be- 
ginnen lassen. Dieser Punkt heisse g . Ist g der ihm entsprechende 
Endpunkt im Polygonnetz 8, so ist der entsprechende Endpunkt %' 
im Polygonnetz 8' von % nur um eine mit £ stetig verschwindende 
Grosse d entfernt. Ich fuhre nun H von g bis g, und gleichzeitig 
H' auf demselben Wege von f nach £, dann aber noch H' allein auf 
dem kurzesten Wege von § nach £'; die Differenz der beiden so er- 

Matbemntiectie Annalen. XLV. •*" 
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haltenen Werthe von H und H' wird, mit dem Factor i versehen, 
die Differenz der Perioden von P und P' sein. 

Auf dem Wege von g bis g erlangt zuerst R — H' nach unserm 
friiheren Satze einen mit £ stetig verschwindenden Werth. Fuhre ich 
dann nochiZ' allein von % nach %' langs der mit s stetig verschwindenden 
Strecke 8, so kommt nur noch eine ebenfalls mit e stetig versehwindende 
kleine Grosse hinzu, da ja H' in der Umgebung des Punktes £ stetig 
ist. Fur beide Theilanderungen lasst sich eine mit s stetig ver- 
schwinde obere Grenze angeben, also auch fur die Gesamratanderung. 
Damit ist alles bewiesen. 

§21. 

Stetigkeit der symmetrischen Integrals 2. Gattung. 

Aus der Green'schen Function mit einem logarithmischen singu- 
laren Punkte %' + i%" im Polygon leiten sich durch Differentiation 
nach den Coordinaten des Unstetigkeitspunktes zwei Green'sche Func- 
tionen mit einem algebraischen Unendlichkeitspunkt erster Ordnung ab: 

gff| at?/ 



ar ' ai" ' 

aus denen sich die allgemeinste Green'sche Function dieser Art linear 
zusammensetzt. 

Wie andern sich nun diese Functionen bei Abanderung des Poly- 
gons S ab? 

Man kann diese Frage auf zwei verschiedene Arten beantworten. 
Die eine Methode ware folgende: 

Man denkt sich die Green'sche Function mit algebraischer Un- 
stetigkeitsstelle statt durch Differentiation von G vielmehr direct nach 
dem Schwarz-Neumann'schen Verfahren dargestellt. Da ich den Con- 
vergenzfactor des Verfahrens abschatzen, d. h. eine obere Grenze fur 
denselben angeben kann, so habe ich damit die Moglichkeit, fur eine 
den Unstetigkeitspunkt umschliessende Curve eine obere Grenze auch 
fur den absoluten Werth dieser zweiten Green'schen Function anzu- 
geben. Vermittelst dieser oberen Grenze kann man die Werthe der 
Green'schen Function in der Nahe des Randes ihrem absoluten Werthe 
nach abschatzen, und damit den absoluten Werth der Aenderung der 
Green'schen Function bei Einengung des Bereichs urn eine kleine 
Grosse s. Nun kann man den Bereich S und 8' beide durch eine 
unendlich kleine Abanderung in einen dritten beiden gemeinsamen 
Bereich £ verwandeln, mit dessen Green'scher Function man die 
Green'schen Functionen von S und S' vergleicht. Man kann so den 
absoluten Werth der Differenz der zu S und S ' gehorigen Green'schen 
Functionen abschatzen, zunachst fur ein beiden Bereichen gemeinsames 
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Gebiet. Dann erweitert man die Abschatzung genau wie bei der 
Green'scben Function G auf beliebige Punkte des Polygonnetzes , und 
kommt so zu denselben Satzen , wie sie im vorigen Paragrapben fiir 
die Green'sche Function mit logarithmiscbein Unstetigkeitspunkte und 
fur das symmetriscbe Integral 3. Gattung und dessen Perioden bewiesen 
worden sind, jetzt fiir die Green'scbe Function mit algebraischem Un- 
stetigkeitspunkt , sowie fiir das symmetrische Integral 2. Gattung und 
dessen Perioden. 

Die andere Beweismethode, die ich bier ausfiibrlicher auseinander- 
setzen will, geht von der fiir die Green'scbe Function mit logarith- 
miscber Unstetigkeitsstelle ausgefiihrten Abschatzung aus. 

Es ist bekanntlicb identiscb 

Gi^Gi. 

BG-i 3<?£ . . 

Wir erbalten sonacb die Ableitungen -— und ^~, indem wir erst 

— X und -rrjr bilden und dann g und %, vertauschen. 

H dGr 

Nun babe ich schon im vorigen Paragraphen gezeigt, dass jp 

un d ^—,, wie iiberhaupt der Differentialquotient nacb irgend einer be- 
liebigen Richtung der g-Ebene bei Abanderung des Bereichs sich 
angebbar stetig andern , vorausgesetzt nur , dass g in einer angebbaren 
Entfernung von § und von alien Transformirten des Punktes | liegt. 
In diesem Satze braucbe ich nur g mit g zu vertauschen, und zu 
beachten, dass es auf dasselbe binauskommt, ob ich sage, g liege in 
angebbarer Entfernung von £ und alien Transformirten von ij, oder 
ob ich sage, § liege in angebbarer Entfernung von g und alien Trans- 
formirten des Punktes g. Man erhalt so den Satz: 

Die Green'schen Functionen mit algebraischem Unstetigkeitspunkt I 
andern sich bei Abanderung des Bereiches S urn eine Meine Grosse £ 
in jedem Punkte g, der in angebbarer endlicher Entfernung von alien 
Unstetigkeitspunkten liegt, urn eine Grosse, die dem absoluten Werthe 
nach unterhalb einer angebbaren mit s stetig verschwindenden oberen 
Greme liegt. 

Dabei ist allerdings zunachst vorausgesetzt, dass der Punkt g 
(fruher £) im Innern des Polygons S in angebbarer Entfernung vom 
Rande liegt, wahrend die Unstetigkeitsstelle | , die bei der Abanderung 
des Bereichs festgebalten wird, ganz beliebige Lage im Poiygonnetz 
haben kann, nur in endlicher Entfernung von jeder Ecke (damit man 
urn % einen Kreis von endlichem Radius beschreiben kann, innerhalb 
dessen eine Entwicklung von G als Function von % existirt). Die ge- 
nannte Einschrankung der Lage von g ist aber unwesentlich ; dieselbe 
kann auf genau dieselbe Weise aufgehoben werden, wie die ent- 

36* 
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sprecbende Einscbrankung fur G selbst auf S. 535 ff. beseitigt wird. Ich 
brauche die Betrachtungen nicht zu wiederbolen. 

Wie ist's dagegen, wenn | auf den Rand eines Polygons ruckt? 

Wenn \ auf eine Polygonseite ruckt, aber in angebbarer Ent- 
fernung von der nachsten Ecke bleibt, so liegt offenbar kein Hinderniss 
fiir die Abschatzung vor. Es ist nur zu bemerken, dass dabei die 
Unstetigkeitsstelle § mit ihrer symmetriscben im Nacbbarpolygon zu- 
sammenrtickt, indem sich die beiden Unstetigkeiten aufheben, wenn 
die Differentiation gerade in der Riehtung des Randes vorgenommen 
ist, und sicb addiren, wenn die Differentiation normal zum Rande 
gerichtet ist. 

Ruckt aber die Unstetigkeitsstelle % in eine Polygonecke, so ist 
es verschieden, je nacbdem der betreffende Polygonwinkel kleiner oder 

grosser als n ist. Im ersten Falle wird -jj selbst in jedem Punkte J, 

der in endlicher Entfernung von ? liegt, unendlicb klein, und die 
Stetigkeit der Abanderung bleibt daber besteben. Im zweiten Falle 

dagegen wird -^ iiberall unendlich gross, verliert also seinen Sinn. 

Man muss iiberbaupt in der Nabe einer Ecke anders differenziren ; 
aber icb kann fiir meine Ziele den Pall, dass der LTnstetigkeitspunkt 
in der Nabe einer Ecke liegt, uberhaupt ausscbliessen. Also sage ich: 

Der Stetigkeitssatz auf 8. 539 behalt seine Giiltigkeit fur jede Lage 
des Punktes £, die man mit Durchsetsung nur einer endlichen Zahl 
von Polygonen erreicht, und welche eine angebbare Entfernung von der 
nachsten Unstetigkeitsstelle hat, und fur jede derselben Bedingung ge- 
niigende Lage der festgehaltenen Unstetigkeitsstelle |, vorausgesetzt nur, 
dass ij sich in angebbarer endlicher Entfernung von der nachsten Polygon- 
ecke befindet. 

Unter diesen selben Voraussetzungen gelten dann, wie man nach 
der Schlussweise des letzten Paragraphen folgert, die Satze: 

1) Das conjugirte Potential 



ar ar 

andert sich bei stetiger Abanderung des Polygons 8 urn eine mit s stetig 
verschwindende absch'dtsbare kleine Gr'osse. 

2) Das Integral 2. Gattung 

JT bem - JT 

andert sich bei stetiger Abanderung des Polygons S um eine mit e stetig 
verschwindende abschdtzbare Meine Grosse. 
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3) Die sammtlichen 2p (rein imaginaren) Perioden jedes Integrals 
2. Gattung andern sich bei stetiger Abanderung des Polygons S urn je 
eine mit s stetig verschwindende abschatzbare Heine Grosse. 

§ 22. 

Stetigkeit der automorphen Functionen. 

Aus den symmetrischen Integralen zweiter Gattung setzt man 
synimetrische automorphe Functionen zusammen, indem man 

,,, : la v .^ + bv 




h; ^" v dh- 



ansetzt und, unter A x , B x (x = 1, 2, . . . 2p) 2p linear unabhangige 

op Q p 

Perioden von ^ und -^ verstanden, die Coefficienten den 2p Be- 
dingungen unterwirft: 

^ (a v A*%) + 5,5,(1,)) = 0. 



Ich wahle, damit diese Bedingungen gewiss mit einander vertraglich 
sind, m^p. 

Man kann dann a v und b v jedenfalls als rationale ganze Functionen 
der imp Grossen A x (% v ) t B x (£, v ) und von 2m — 2p willkurlichen 
Parametern ausdrticken. 

Aendert man jetzt den Bereich 8 stetig ab, so dass er in 8' iiber- 
geht, und halt dabei die Punkte | r sowie die 2 m — 2p willkurlichen 
Parameter fest, so andern sich die a v , b v gewiss in abscbatzbarer 
Weise stetig, da es rationale ganze Functionen der sich stetig andernden 
Perioden A x , B x sind. 

Halt man ausserdem noch die Constante b und die imaginaren 
Theile aller Integrale zweiter Gattung in einem beliebigen Punkte 
fest, so muss auch F(£) in jedem mit Durchsetzung einer endlichen 
Zahl von Polygonen erreichbaren Punkte , der in angebbarer Entfernung 
von alien Unstetigkeitspunkten £„ und deren Transformirten liegt, 
sich stetig andern, da ja sowohl die a v , b v wie die Integrale sich stetig 
andern. Damit haben wir das Resultat: 

Wir kimnen die symmetrische automorphe Function F(£), wenn 
sie mindestens p UnendlichJceitspunkte im Innern des Polygons S hat, 
immer so einrichten, dass sie sich in jedem Punkte £, den man mit 
Durchsetzung nur einer endlichen Anzahl von Polygonen vom Ausgangs- 
polygone aus erreicht, und der in angebbarer Entfernung von jedem Un- 
stetigkeitspunkte derselben liegt, bei stetiger Abanderung des Polygons S 
in abschatebarer Weise stetig andert. 
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Dasselbe gilt , wenn man noch einen oder mehrere auf dem Polygon- 
rande liegcnde Unstetigkeitspunkte hinmfugt. 

Ich kann so beliebig viele symmetrische automorphe Functionen 
bilden , die sich sammtlich in angebbarer Weise stetig andern. 

Von alien diesen wahle ich irgend zwei solche aus, welche einer 
primitiven Gleichung des algebraischen Gebildes genugen — ich brauche 
z. B. nur dafur zu sorgen, dass die Anzahlen der oo-Stellen im Voll- 
bereiche theilerfremd zu einander sind. — Diese Functionen nenne ich 
x und y. Jede andere symmetrische oder unsymmetrische automorphe 
Function druckt sich dann rational durch x und y aus. Dann brauche 
ich nur bei Abanderung des Bereichs die Coefficienten dieser rationalen 
Function von x und y festzuhalten, um eine stetige Aenderung auch 
der allgemeinsten automorphen Function in alien Punkten g zu er- 
halten, welche in angebbarer Entfernung von den Unstetigkeitsstellen 
derselben liegen: 

Man kann alle automorphen Functionen des Bereichs gleichzeitig 
so einrichten, dass sich jede bei stetiger Abanderung des Bereichs in 
alien Punkten %, die man mit Durchsetmng nur einer endlichen ZaU 
von Polygonen vom Ausgangspolygon aus erreicht, und welche in an- 
gebbarer Entfernung von jedem Unendlichkeitspunkt der Function liegen, 
in abschatsbarer Weise stetig dndert. 

Man konnte noch zweifeln, ob dieser Satz auch fur solche Punkte J 
gilt, welche zwar in angebbarer Entfernung von jedem oo- Punkte der 
Function F(t,) = B(x, y) liegen, aber mit einer cc-Stelle von x oder 
von y zusammenf alien, da ja in solchen Punkten x bezw. y sich nicht 
stetig andert. Dies Bedenken erledigt sich aber einfach dadurch, dass 
man die betreffende Stelle in eine geschlossene Contur einschliesst, 
welche keine Dustetigkeitsstelle der Function s und der abgeanderten 
Function %' enthalt, oder einer solchen unendlich nahe kommt. Dann 
ist s — z' innerhalb dieser Contur holomorph und auf der Contur 
selbst, folglich auch im Inuern einschliesslich des fraglichen Punktes 
dem absoluten Werthe nach unterhalb einer abschatzbaren mit e stetig 
verschwindenden oberen Grenze gelegen, w. z. b. w. 

Jetzt lasst sich auch leicht der weitere in § 2 ausgesprochene 
Satz beweisen: 

Man kann su jeder swischen zwei automorphen Functionen x,y des 
einen Bereichs bestehenden algebraischen Gleichung, der en Or ad in x,y 
bis zur Werthigkeit von y, x ansteigt, eine von ihr abschdtzbar unendlich 
wenig verschiedene algebraische Gleichung bestimmen, die zu zwei auto- 
morphen Functionen x',y' des abgeanderten Bereichs gehort. 

Seien etwa x und y zwei automorphe Functionen des Bereiches S, 
die nicht nothwendig symmetrisch zu sein brauchen, und zwar soil x 
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n oo-Stellen, y m oo-Stellen im Vollbereich haben. x und y ge- 
niigen dann einer algebraischen Gleichung von der Gestalt: 

y, ap. y x*y v = 0. 

Die Coefficienten, (m + 1) (n -f 1) an Zahl, kann man so be- 
stimmen, dass man die Gleichung mit unbestimmten Coefficienten an- 
setzt, und in x und y gleichzeitig (m + 1), (»+ 1) solche verschiedene 
Werthe £,, £ 2 , . . . g (m+1)(n+1) nach einander einsetzt, welche sammtlich 
in angebbarer Entfernung von jeder oo-Stelle sowohl der Function a;, 
wie der Function y liegen. So bekommt man eine binreichende Anzahl 
linearer homogener Gleichungen fur die a Mr , aus denen man dieselben 
mit Unterdruckung eines alien gemeinsamen willkurlichen Factors als 
ganze Functionen der Werthe von x und von y in den Punkten 
Si> £21 • • • £(m-i-i)(»+i) bestimmen kann. 

Aendere ich nun den Bereich stetig ab und halte dabei die Punkte 
£,, g 2 ) • • • t{m+i){n+i) fest, so andern sich die x und y in jedem dieser 
Punkte in angebbarer Weise stetig, folglich andern sich auch die ap, v 
als ganze Functionen dieser Werthe angebbar stetig, womit der Satz 
bewiesen ist. 

Hieraus folgt dann auch unmittelbar der Schlusssatz des § 2: 

Man kann zu jeder sum Bereiche S gehorigen geschlossenen Bie- 
manrischen Flache eine geschlossene Biemann'sche Flache des Bereiches S' 
construiren, welche denselben Blatterzusammenhang besitst, deren Ver- 
eweigungspunkte aber um je eine mit s stetig verschwindende abschatsbare 
Orosse verschdben sind. 

Denn die Bestimmung der Verzweigungspunkte hangt nur noch 
von der Auflosung algebraischer Gleichungen ab, deren Coefficienten 
sich in angebbarer Weise stetig andern. 

Gottingen, Juni 1894. 
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Die Stetigkeit der automorphen Functioned, bei stetiger 
Abanderung des Fundamentalbereichs. 



Von 
Ernst Ritter in Gottingen. 



Theil II. 
Allgemeine Fundanieutalber eich e . 

§ I- 
Der Fundamentalbereich und seine Abanderung. 

Es sei in der Ebene einer complexeu Variabeln g der Fundamental- 
bereich eines Systems automorpher Functionen gegeben, mit einer 
endlicben Anzahl von Kantenpaaren bezw. erzeugenden Substitutioneu, 
aber sonst vom allgemeinsten functionentheoretisch zulassigen Charakter. 
Der Bereich darf sowohl flir sich, wie vermoge seiner analytischen 
Fortsetzungen die £-Ebene beliebig oft iiberdecken. Die Substitutionen, 
welche die Kantenpaare zusammenordnen, mogen beliebig elliptisch, 
hyperbolisch, parabolisch oder loxodromiseh sein , oder auch auf blosse 
ein- oder mehrmalige Umlaufe sich reduciren. 

In Folge der Zulassung dieser letzten Art von Kantenzusammen- 
ordnungen kann ich das Vorkommen von Windungspunkten im Innem 
des Bereichs von vornherein ausschliessen , indem ich einfach nach 
jedem solchen Windungspunkte hin einen Einschnitt gelegt denke, 
dessen beide Ufer ich mit zur Begrenzung rechne. 

Selbstverstandlich sollen diejenigen functionentheoretisch unzu- 
lassigen Vorkommnisse ausgeschlossen sein, welche Herr Klein als 
„ hyperbolische Zipfel" bezeichnet*). Ferner will ich der Einfachheit 
halber solche Eeken, in denen Windungspunkte unendlich hoher 
Ordnung liegen, sowie solche Ecken ausschliessen, die in unendlich 
oft umlaufende Kreisbander mit hyperbolischer Zuordnung der Rander 

*) Math. Anu. Bd. 40, p. 130ff. 
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ausgeartet sind. (Kreisbiinder mit loxodromischer Kantenzuordnung 
dagegen kann man jmmer durch erlaubte Abanderung des Bereichs 
in eigeutlicbe Ecken mit loxodromiscber Kantenzuordnung verwandelt 
denken). 

Ein specieller Fall eines solchen Fundamentalbereich.es, wie ich 
ihn eben geschildert habe, ist eine gewohnliehe geschlossene Rie- 
mann'sche Flache, die man sich hier nur mit einem solchen Einschnitt- 
system versehen zu denken hat, dassjeder Verzweigungspunkt auf dem 
Schnittsystem liegt. 

Zwei Fundamentalbereiche heissen nun uuendlich wenig verschieden 
von der Ordnung s, wenn sowohl die Fixpunkte wie die Aniplituden 
(absolut bestimmt, nicht nur mod. 2 it) der die Kanten zusammen- 
ordnenden Substitutionen sich bloss um Grossen unterscheiden, welche 
mit s stetig wenigstens in der ersten Ordnung verschwinden, unci 
wenn zugleich bei beiden Bereichen dieselben Zusammenhangsver- 
haltDisse vorliegen. Man kann dann die Begrenzungen der beiden 
Bereiche, die ja an sicb noch in hohem Grade willkurlich sind, so 
wahlen, dass die Kanten des einen Bereichs unendlich nahe an den 
Kanten des andern Bereichs verlaufen. 

Irgend eine Ecke a des Bereichs S soil also von der entsprechen- 
den Ecke a' des andern Bereichs 8' immer um weniger als eg ent- 
fernt sein, unter q eine angebbare endliche Strecke verstanden, und 
wenn eine erzeugende Substitution des Bereichs S durch das Schema 

gegeben ist, so soil die entsprechende Substitution des Bereichs S' 
die Form 

/a-\-sa', B4-e8'\ 

haben, wobei a', 8', y', 8' dem absoluten Werthe nach unterhalb 
angebbarer endlicher Grenzen bleiben. 

s soil dabei immer ein reeller positiver Zahlencoefficient sein, 
welcher beliebig klein gemacht werden kann, entsprechend einem 
stetigen Uebergang des Bereichs S' in den Bereich 8. 

Durch Reproduction des Bereiches 8 vermittelst der zu ihin ge- 
horigen Substitutionen T entsteht ein Bereichnetz 8, aus dem Bereich 
S' durch die Substitutionen T' ein Bereichnetz jS'. Zwei Punkte im 
Bereichnetz S sehe ich als identisch in Besug auf das Nets S an , wenn 
sie an entsprechenden Stellen in verschiedenen Bereichen des Netzes 
liegen; desgleichen nenne ich zwei Punkte identisch in Besug auf das 
Nets 8', wenn sie an entsprechenden Stellen von Bereichen des zweiten 
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Netzes liegen. In demselben Sinne spreche ich von Linienelementen dt,, 
welche, sei es in Bezug auf das Netz S, sei es in Bezug auf S' mit- 
einander identisch sind. 

Ich will nun sofort den Satz beweisen: 

Zwei Linienelemente , welche in Besug auf das Bereichnets S' mit 
einander identisch sind, s. B. swei entsprechende Eandelemente des 
Bereiches S', sind in Besug auf das Bereichnets S nach Ort, Grosse 
und Bichtung nur um eine mit s stetig in der ersten Ordnung ver- 
schwindende Grosse verschieden. 

Es sei T' diejenige Transformation des Bereiches S', welche das 
erste der beiden fraglichen Linienelemente in das zweite uberfiihrt, 
T die entsprechende Transformation des Bereiches S. Dann ist riur 
zu zeigen, dass das Linienelement dt,', welches aus dt, entsteht, weun 
man erst die Transformation T', dann die Transformation T -1 an- 
wendet, nach Ort, Grosse und Richtung nur unendlich wenig von dt, 
abweicht. 

Aus 

T-("' P\ T'-( K + Ba '' P + Eli '\ 
X ~\y, 8J> \y+ey', S+ sd'J 

erhalt man: 

11 —\ s(8y' — y8') 1 + £(ad' — py')} ' 

und also, wenn ich 

IT'T- 1 **?, dtT'T-'=d£ 
setze : 
, _ g Q (?'-(?<*') + W*'-«8' + Py'-vP) + P(y8'- Sy') == ip 

i + «((«*'-py') + £(»y'-y*')) 1 + »«" 

d$' l l 



d£ {i+ t ((a9'-p v ') + t(ay'-y8'))}* U + efl) 1 

Hierin bleiben p und q, wie man sieht, fur jeden Werth von g, dessen 
absoluter Werth unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze bleibt, 
selbst ihrem absoluten Werthe nach unterhalb einer angebbaren end- 
lichen Grenze. 

So lange also dt, im Endlichen liegt, — und hierauf kann ich 
mich immer beschranken *) — , ist der Satz ^thatsachlich bewiesen. 
Er erleidet offenbar auch dann keine Ausnahme, wenn dt, in der un- 
mittelbaren Nahe eines Fixpunktes von T oder T' liegt. 



*) Vergl. die Bemerkung im ersten Theil, Math. Ann. Bd. 45, S. 529. 
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§2. 
Construction des Vergleichsbereichs. 

Es wird spater darauf ankommen, die Functionen der beiden 
Bereicbe S imd S' in einem solchen Gebiete miteinander zu vergleichen, 
in dein sie beide unverzweigt sind. 

Wenn der eine Bereich, etwa S', sich vollstandig auf den Bereich 
S Iegen lasst, kann man S' selbst als solches Gebiet benutzen, una 
etwa die Werthe der zum Bereich S gehorigen Green'schen Function G 
innerhalb von S' mit G' zu vergleichen. Im Allgemeinen ist aber ein 
solches Aufeinanderlegen nicht moglich, besonders dann nicht, wenn 
der Bereich Ecken besitzt, die sich mehrfach herurnwinden. 

In alien solchen Fallen muss man einen „Vergleichsiereich" erst 
eigens construiren, und zwar so, dass er sowohl von S, wie von S' 
nur unendlich wenig abweicht, und dass er sich sowohl in das Bereichnetz 
S, wie in das Netz S' ohne Collision mit den Ecken einlegen lasst. 

Die zweckmassigste Construction des Vergleichsbereichs , den ich E 
nennen will, ist wohl die folgende: 

Irgend eine Ecke a' des Bereichs S' bildet fur sich oder mit 
anderen Ecken zusammen einen „ Cyklus"*). Wenn der Cyklus etwa 
aus v Ecken besteht, so gehort jede von der Ecke a im Bereichnetz 
S' ausgehende Kante mit der im Uhrzeigersinn folgenden v len weiteren 
von derselben Ecke ausgehenden Kante durch eine loxodromische, 
elliptische oder parabolische — nur nicht hyperbolische — Substitution 
zusammen, welche einen ihrer Fixpunkte in der Ecke a' hat, wahrend 
der andere Fixpunkt /3' sein moge. 

Den Fall einer parabolischen Substitution will ich vorerst einmal 
ausschliessen, da er eine etwas abweichende Behandlungsweise erfordert. 

Die Amplitude der Transformation mit den Fixpunkten a', /?' sei, 
absolut bestimmt, 

A'. 2% = (A,' + il^) 2n, 

die Winkelsumme des Cyklus also A t '. 2 %. 

Ich denke mir nun die Schar der Bahncurven dieser Substitution 
in der Nahe der Ecke a' construirt, d. h. die Curveu, langs deren 
die Function 

constanten absoluten Werth besitzt; die genau entsprecheuden Bahn- 
curven denke ich mir um die andern Ecken desselben Cyklus herum 
construirt. Unter alien diesen Curven wahle ich mir die engste aus, 

*) Vgl. Poincare", Acta math. I. S. 14 ff. 
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welche der Bedingung geniigt, dass der durch sie und die ihr ent- 
sprechenden Curven an den Ecken des Cyklus abgestutzte Bereich 8' 
sich in der Umgebung dieser Ecken den entsprechenden Ecken des 
Bereichs S nirgend um mehr, als auf eine kleine Entfernung sQ t 
nahert, unter q 1 eine beliebig vorzngebende endliche Strecke verstan- 
den. Die Minimalentfernung der Abstutzungscurven von den Ecken « 
des Bereichs S ist dann £Q i> diejenige von den Ecken a' des Bereichs 
S' jedenfalls nicht grosser als s(q-{- j)j), beide Minimalentfernungen 
verschwinden also mit e stetig von der ersten Ordnung. Da keiu 
'hyperbolischer Zipfel vorliegt, ist auch die Maximalentfernung der 
Abstutzungscurven sowohl von den Ecken a wie a' unterhalb einer 
geometrisch leicht angebbaren mit s in der ersten Ordnung ver- 
schwindenden Grenze gelegen. 

Diese beschriebene Abstutzung denke ich niir an alien Ecken des 
Bereiches S' vorgenommen, welche beim Auflegen von S' auf S mit 
den Ecken des letzteren Bereichs collidiren. Den so aus S' zu ge- 
winnenden Bereich nenne ich U, den Vergleichsbereich. 

Eine Modification des Verfahrens zur Herstellung von £ ist nothig, 
wenn die zu eineni Cyklus gehorige Substitution parabolisch ist. 

Die Substitution moge in der Gestalt 

it a) H a ) ' 

geschrieben sein uud die Amplitude K2it (A = 0, 1, 2, . . .) haben. 
Ich setze dann, wenn A = 1 ist: 

(££') 



wenn K > 1 ist 



§g = ±lz- + lo g Z, 



mit + oder — , je nachdem man es mit einer parabolischen Ecke der 
ersten oder der zweiten Art zu thun hat, d. h. je nachdem der zweite 
Randkreis links oder rechts vom ersten Eandkreis liegt (cf. I. Theil, 
S. 505). Zur Abstutzung der Ecken dienen mir dann die Curven 
| Z | = Const. , welche nur im Falle % = zugleich Bahncurven der 
Substitution sind. 

Immer, mogen parabolische Ecken vorliegen oder nicht, ist der 
Vergleichsbereich £ von einer gewissen Anzahl durch die Substitutionen 
T' des Bereichs S' einander paarweise Punkt fiir Punkt zugeordneter 
Curvenstiicke, und durch eine Anzahl unendlich kleiner Bogenstiicke 
begrenzt, welche die Ecken abstutzen, und welche keinem andern 
Randstiick zugeordnet sind. 
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§3. 
Formulirung der Aufgabe. 

Die automorphen Functionen kann man bekanntlich alle aus 
Integralen des Bereichs, z. B. aus denen zweiter Gattung mit einer 
Unendlichkeitsstelle aufbauen. Es wird also die Hauptaufgabe sein, 
nachzuweisen, dass ein solches Integral zweiter Gattung so ein- 
gerichtet werden kann, dass es sich stetig iindert, wenn man den 
Fundamentalbereich stetig abandert. 

Wir werden dieses Integral so norniiren, dass es nur rein imaginare 
Perioden besitzt, dass also sein reeller Theil ein automorpb.es logarith- 
raisches Potential vorstellt, d. h. ein solches logaritkmisches Potential, 
welches an entsprechenden Stellen verschiedener Fundamentalbereiche 
des Netzes immer genau die gleichen Werthe besitzt. 

Geben wir noch die Art des Unendlichwerdens an der Unstetig- 
keitsstelle | vor, etwa, dass es sich dort verhalte wie 

C09 (qa — qp ) 

r ' 

so ist dieses Potential bis auf eine additive Constante vollig bestimnit, 
und diese letztere legen wir schliesslich durch die Bedingung fest, 
dass in der Reihenentwicklung des Potentials in der Unigebung der 
Stelle £: 

cos {q> — q, ) a x r cos q> -\- a 2 r 2 cos 2<jd + • • • 

v ° h x r sin cp -)- b 2 r 2 sin 2q> -f- • ■ • 

das constante Glied 

• i, a ° = ° 

sein soil. 

Das hierdureh eindeutig bestimmte Potential denken wir uns 
sowohl fur den Bereich S, wie fur den Bereich 8' construirt, und 
nennen das erste G, das zweite G' ; dass die Construction desselben 
immer moglich ist, folgt aus den bekannten Methoden von Schwarz 
und Neumann. 

G und G' sollen an der im Innern von S bezw. 8' gelegenen 
Stelle | beide das gleiche Unstetigkeitsverhalten zeigeu. Dann ist 

8 = G - G' 
ein logarithmisches Potential, welches im Innern des ganzen Bereiches 
Z, des Vergleichsbereichs, holomorph ist. Wir werden nun versuchen, 
die Werthe von 8 im Innern von 2 aus den Werthen am Rande dieses 
Gebiets abzuschatzen, und zwar folgendermassen : 

Es mogen die Begrenzungsstucke von E, welche zugleich der 
Begrenzung von 8' angehoren, und welche zugleich durch die zu S' 
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gehorigen Substitutionen paarweise zusammengeordnet sind, mit s und s' 
bezeichnet werden , nnd zwar moge von jedem Paare soicher Randcurveu 
immer die eine mit s, die andere mit s benannt.sein. Die unendlich' 
kleinen Begrenzungsstiicke yon S, durch welche die Ecken abgestutzt 
werden, sollen 6 heissen. 

Es werde nun, — was nacb dem Schwarz'schen Verfahren eben- 
falls ohne Schwierigkeit moglich ist — , fur den Bereich 2J eine 
„Green'sche Function" rf;j}° , d. b. ein logarithmiscbes Potential von 
folgender Beschaffenheit bergestellt : T soil an der Stelle j; unstetig 

werden wie + log - , an der Stelle i? wie — log - und soil an der 

P> r 
Stelle £ verscbwinden ; langs der Randstiicke Q soil ^— = sein, und 

l'angs der Curvenpaare s und s' soil V den bekannten automorphen 
Randbedingungen geniigen, namlicb 

r(g) = r(g'), ^ds-\-J£rds' = Q. 

Diese Green'sche Function V gestattet Vertauschung von Argu- 
menten und Parametern , so dass man sie ebensowobl als ein Potential 
mit der laufenden Variablen |, der 0-Stelle 17, der positiven logarith- 
miscben Dnstetigkeitsstelle £ und der negativen Unendlichkeitsstelle £ 
auffassen kann. 

Nach einena bekannten allgemeinen Satze ist nun 

das Integral mit der Integrationsvariablen £ uber irgend eine ge- 
scblossene die Punkte % und £ umscbliessende Curve erstreckt, die 
Normale W| nach Aussen gericbtet gedacht. 

Als Integrationscurve wahle ich jetzt die Berandung des Ver- 
gleichsbereichs 2. Dabei fasse ich jedes auf ein Element ds beziig- 
liche Tntegralelement mit demjenigen zusammen , welches sich auf das 
entsprechende Randelement ds' bezieht. Ich bekomme so eine Summe 
von Theilintegralen : 



V_L fM r? t. dsi 4. ?± rt«. dst 






+2tfd/A^- 
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Nun ist aber 

so dass wir erhalten 



2,V(M*»+M**) r & 

+2s/('tf> -'«»$*. 

Hierin setze ich wieder fur S den Werth G — 6r', und bedenke, dass 
G' langs der Curvenpaare s und s' den Gleichungen 

geniigt, und ich bekomme also fiir # schliesslich folgende Summe von 
Integralen : 

Als Punkt £ kann man die gemeinsame Unstetigkeitsstelle der 
beiden Function en G und G' wahlen; da bier G — G' verschwindet, 
stellt die Integralsumme dann d(£) selbst dar. 

Der Unstetigkeitspunkt rj von C fallt aus dem Integral beraus, 

/AS 
^—dsg, um die ganze Begrenzung von U berum erstreckt, ver- 
schwindet. 

Die Aufgabe ist also jetzt die, fiir die einzelnen Bestandtheile 

unter den Integralzeichen, also fur G(§') - G(g), f£ + §£ J^, !"£, 

-k^- langs der Curven s , und fiir = — , ^— , n langs der Curven- 
stiicke obere Grenzen des absoluten Werthes abzuscbatzen. 
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§4. 
AbscMtzung von G, G', r im Innern ihrer Bereiche. 

Dm die zu Ende des vorigen Paragraphen naher bezeichnete Auf- 
gabe losen zu konnen, ist es vor alien Dingen nothwendig, fur G, G', T 
selbst 1'augs irgend welcber die Unstetigkeitspunkte vermeidenden 
Curven endliche obere Grenzen des absoluten Werthes angeben zu 
konnen. 

Fiir G und G' brauchen wir uns zu dem Zwecke nur auf das 
Scbwarz'sche Grenzverfabren zu berufen, mit Hiilfe dessen man die 
Function iiberhaupt construirt. 

Es sei jetzt s die Begrenzung des Bereicbes 8 bezw. 8'. s 2 sei 
ein moglichst grosser, aber noch ganz im Bereich gelegener Kreis 
mit dem Unstetigkeitspunkt von G als Centrum, r 2 sei sein Radius; 

s, sei ein kleinerer concentriseher Kreis, dessen Radius r i <tt»* 2 sein 

soil. Mit $, werde das zwiscben s und s, gelegene mehrfach zusara- 
menhangende Gebiet bezeichuet, mit S 2 das Innere des Kreises s 2 , 
mit S das den Gebieten $, und S 2 gemeinsame von s, und s 2 begrenzte 
kreisringformige Gebiet. 

Man construirt nun zuerst ein Potential w,, welches in 8 { holo- 
morph ist, langs s die automorphen Grenzbedingungen befriedigt und 

langs s, die Werthe cos ,~ besitzt. Die Wertbe von u t l'angs s 2 
beissen u". 

Dann bildet man ein in S 2 bolomorphes Potential u 2 , das langs s 2 

die Werthe %" ^ — — h a tj dj e Werthe desselben langs s, sollen 

u 2 ' heissen. 

Darauf stellt man ein in s, holomorphes Potential u 3 her, langs 
s den automorphen Grenzbedingungen geniigend, langs s { in Ueber- 

einstimmung mit u 2 + C ° S • Seine Werthe langs s 2 heissen u 3 ". 

m 4 ist dann wieder ein in S 2 holomorphes Potential mit den 
Werthen u 3 " — cos ,~ Vq) langs s 2 u. s. w. 

Das gesuchte Potential G ist dann im Gebiete 8, durch die Reihe 

G = «, + (Us — Uy) + (u- ~ u 3 ) ^ , 

im Gebiet S 2 durch 

6r = T ^~ + M 2 + (m 4 — u 2 ) + (« 6 — « 4 ) H , 

im Gebiet S und auf den Linien s,, s 2 durch beide Reihen zugleicli 
gegeben. 



ad.:.S . 



Ma 
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Die einzelnen Terme z. B. der ersten Reihe geniigen — wie man 
des Genaueren bei Schwarz, Ges. Abh. II, S. 168 ff. nachlesen mag — 
langs s t den Ungleichungen : 



so dass also langs der Kreislinie s, 

\ G \ < i + /I + l)|-i!L. + (-**-)* + (-*h-\* + ...( 
11 n V»i ' »»/ |r s - r, ' \r 2 - r,J ~ {r 2 - rj ~ ( 

1 29* 

ist. Da hierin r. <^r , folglich — < 1 ist, so ist die Reihe 

6 r 2 — »•( 

summirbar und es ergiebt sich 

in: ^ 2r t * - r t r 2 + r 8 » 
1 ' V r.r.fr.-Sf,) 

Dieselbe obere Grenze fur 1 6r | , wie langs s t ; gilt a fortiori fiir alle 
ausserhalb s, ]iegenden Punkte des Bereichs S. Fiir einen Punkt, 
oder eine Curve, die sich dem Unstetigkeitspunkt von G auf eine 
Entfernung r < r t nahert, ist \G\ immer noch kleiner als der kleinere 
der beiden Werthe: 

1 , 2fa. + *0 1 , 2(r,+ r 2 ) 2r 



3 r) ' r' r 2 (r 2 — 3 r,) r, — r 

Genau ebenso, wie fiir \G\, findet man eine obere Grenze fiir \G'\ 
in einem vom Unstetigkeitspunkt verschiedenen Punkte des Bereichs S'. 
Um jedoch T abzuschatzen , denke ich mir nach dem Schwarz'schen 
Verfahren zuerst nicht T selbst hergestellt, sondern ein Potential, 
welches zwar denselben Randbedingungen wie T geniigt, im Innern 

aber nur an einer Stelle |j in der Art unstetig wird wie * — — • 

Dieses Potential heisse T\ a . 

Dasselbe lasst sich genau in derselben Weise abschatzen, wie 
G und G'. r|, selbst gewinnt man aus V\ a durch Integration: 

rfr-/Ot-r£)rf«e, 

n 
wobei €?5| das Element irgend eines von <r\ bis £ ganz im Innern 

Mathematische Annalen. XLVI. ** 
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des Bereichs verlaufenden Weges, a die Richtung dieses Elenientes 
bezeichnet. 

Man kann daher leicht, — was ich nicht naher ausfiihren will, — 
eine obere Grenze fur den Werth von rJ° abschatzen , wenn j; , t\ 
irgendwie fest im Innern des Bereichs vorgegeben sind und §, g in 
angebbaren Entfernungen von den Punkten %, rj bleiben. 

Da nun immer V\° — Tyi ist, so ist damit zugleich eine obere 
Grenze fiir HH als Function von £ und rj gefunden, wenn man £, £ 
vorgegeben sein lasst und £, rj in endlicher Entferriung von £, f 
variirt, z. B. wenn man £, g , rj im Innern des Bereichs festhalt und 
| langs des Randes bewegt. 

§ 5. 
Abschatzung von 6r(|') — G(%). 
In den Integralen 



Id 



fdG ,dG ds't\ , t , 

bedeutet £ einen auf einer Randcurve s des Bereiches S, also auch 
auf dem Rande von 8' gelegenen Punkt, £' den ihm zugeordneten 
auf der Randcurve s gelegenen Punkt; dsg ist ein an der Stelle | 
gelegenes Randelement, ds$ das entsprechende Randelement an der 
Stelle I'; dn% bedeutet eine Differentiation normal zum Randelement 
ds£, dn'% eine solche normal zu ds\, beidemal nach aussen gerichtet. 

Pur G ist \ bezw. %' jetzt laufende Variable, wahrend die irgend- 
wo im Innern festliegende Unstetigkeitsstelle von G mit £ bezeichnet ist. 

Da G an solchen Stellen der g-Ebene, welche in Bezug auf das 
Bereichnetz S identisch sind, genau dieselben Werthe besitzt, so kann 
man in den Integralen die Punkte und Elemente %' und ds\ durch 
irgend welche beziiglich S mit ihnen identische Punkte und Elemente 
ersetzen, z. B. durch diejenigeu. Punkte und Elemente, welche nach § 1 
den Punkten und Elementen £, ds% unendlich benachbart sind. Diese 
Ersetzung denken wir uns im Folgenden immer vorgenommen. 

Ich beweise hiernach zuerst folgende beiden Satze: 

Fur jeden Bandpunkt §, der sich in angebbarer nicht unendlich 
Meiner Entfemung von der ndchsten im selben Blatt gelegenen Bereich- 
ecke befindet, lasst sich eine endliche Grosse g angeben, von der AH, 
dass die Ungleichung besteht: 

|G(!')-G(g)|<«0. 
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Eine Ungleichung derselben Art gilt a fortiori in der Umgebung 
einer Ecke mit der Amplitude A.2jr = (A 1 -f-iA,)2sr, — ich will die 
Amplitude der Substitution , welche in der Ecke ihren eineu Fixpunkt 
hat, kurz Amplitude der Ecke nennen — , wenn l x < 1 ist. 

2) In der Umgebung einer Eclce a des Bereichs S~mit der Amplitude 
X.2% = (A,-fiA 2 )2» lasst sick eine endliche Grosse g angeben, von 
der Bedeutung, dass 

|e(n-ff(S)|< £ ^ rl .<? 

ist, unter q die Entfernung von der Ecke a verstanden. 

Der Beweis dieser beiden Satze ist ganz analog dem Beweis der 
entsprechenden Satze des symmetrischen Falls, den ich im ersten Theil 
(Math. Ann. Bd. 45, S. 491—512) ausfiihrlich discutirt habe; ich kann 
mich daher jetzt kiirzer fassen, und ich will nur als Beispiel fur die 
Beweismethode auf den Beweis des Satzes 2) fur nichtparabolische 
Ecken etwas n'aher eingehen. 

Sei a die betreffende Ecke des Bereichs S, (i sei der andere 
Fixpunkt der zugehorigen Substitution, X . 2% = (A, -j-i/l 2 )2jr ihre 
Amplitude, absolut bestimmt, so dass A, . 2ar die Winkelsumme des 
Cyklus ist. A, ist also eine wesentlich positive Grosse 

Es werde 



(H) = Z == rPjV 



gesetzt, so dass r = const, eine Loxodrome, eine Bahncurve der Trans- 
formation ist. 

Nun sei r ein endlicher Werth von der Eigenschaft, dass die 
Loxodrome r = r von dem Bereich S nur die eine Ecke a abschneidet, 
und dass weder auf ihr, noch zwischen ihr und der Ecke a im Bereich- 
netz ein Unstetigkeitspunkt der Function G liegt. Dann kann man 
fur |Gf| langs dieser Loxodrome nach dem vorigen Paragraphen eine 
obere Grenze M abschatzen. 

G gestattet eine Entwicklung 

G = m(c 9 + c, Z + c 2 Z 2 + c,Z» +■■■), 

oder, wenn ich 

c v = a v + ib v 
setze: 

-f- a x r cos <jp + a 2 r 2 cos 2<p + • • 



b t r sin q> — b 2 r 2 sin 295 



G = 

Hierbei ist 

\a n \<M, !«,! < ".' 1 - - 



2M 


17 1 ^* M 
\Ov\ < — , 


(,, = 1,2,3,. 


V 


»0 


14 
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folglich fur v^>\: 
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\Cv\ < 



M.iV-i 



Der nach irgend einer Ricbtung t der g-Ebene genommene Dif- 



ferentialquotient -~z ist seiuem absoluten Werthe nach 
<L\c v + 2c 2 Z + 3c 3 Z 2 + - • 



Hierin ist 



* dZ 

d£ 



\c t + 2c 2 Z + 3c 3 Z* + • • -|< M . 2j/2 ■ ( -^ t 



dZ 



a — 3 



- a(f-f?) s-« 
Hieraus geht hervor, wenn man sich nur auf eine hinreichend kleine 

endliche Umgebung der Ecke, z. B. r<-r beschrankt, dass dann 
in dem ganzen Gebiet 

|c, +2c 2 Z + 3c 2 Z 2 + -.-| <g x , 



also 



AT. 

as 

dG 
dt 



<g-92> (p = I6-«|), 



< -9\92 



ist, unter g lt g 2 angebbare endliche Grossen verstanden. 

Uni nun noch r als Function von q abzuschatzen , setze ich 

Z-fi 9 ■ 

c und ^ liegen hierbei in der ganzen in Betracht kominenden Um- 
gebung von a innerhalb angebbarer endlicher Grenzen. 



X, logc+ ^tlp 



Es ist d 


inn 




r 


folglich 




und also 








= p v + v. c V+V 



2, 



'" ^ P 



V + V 



<?:;> 



I 2G I l,= + V 



9x9 ,9i- 

Mit Hiilfe dieses Resultates findet man eine obere Grenze ffir 
\G(£) — G(g)| in folgender Weise: 

Ich verbinde die beiden unendlich benachbarten Punkte § und £' 
durch ein Curvenstuck t, etwa durch eine gerade Linie; dann ist 



s 
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Hierin ist -^ unterhalb der oben angegebeuen Grenze gelegen. 

Es ist noch die Liinge des Integrationsweges t abzuschatzen. Nach 
§ 1 ist 



r-i = 



ep 



1 — eq' 

wo p, q ihrem absoluten Werthe nach unterhalb angebbarer endlicher 
Grenzen liegen. Setze ich nun nur s < — voraus, so wird 

\r-i-\<8\2p\, 



und also 



*' -i 



|6?(|') -<?($!<«■ <> V+V ^,^ s |2p|, 



womit meine Behauptung bewiesen ist. 

Fur parabolische Ecken bleibt der Satz ebenso richtig , wenn auch 
der Beweis etwas modificirt werden muss, ahnlich wie im symmetrischen 
Falle, worauf ich hier nicht naher eingehe. 



§6. 



dG dGds't 
Abscnatzung von 5 (- -*-? ^ • 

Fur die Abschatzung von 

ac? ae ^4 

haben wir nicht nur den Unterschied der Argumente i; und %', sondern 
auch den Unterschied in den Differentiationsrichtungen 8n^ und dn\ 
und in den Langen der Elemente ds% und ds\ zu beachten. 
Nach § 1 ist 

Ich setze 

S = !,+»£„ g' — gi*-f-*g a % 

dt, = e*<* . clsi , dj;' = e ,v . ds\ , 

so dass a und *a' die Richtungswinkel der Elemente ds%, ds'% sind. 
Perner schreibe ich zur Abkiirzung 



"air - lCi) ' as/ lW 



aff«) 



= <? 2 (D, ^|^ = ^(r). 



ag 2 — ">w. ai, 

Dann ist 
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0= -£,(£) sin« +C? 2 (|) cos a, 



||=: + (?,(£') sin «'-G 2 (g') cos «', 






+ ^ 37 fi = ( G > ^ - G > ®) sin a - ( Q &') ~ G >&) cos « 

+ (57 6 - ( G > ( ? ') sin a - ^(H cos a ) 
+ (sin a' — sin a) G^') j£ 

s 

— (cos «' — cos a) 6r 2 (f; ) n- 5 - • 
Ich setze nun, wie schon zu Ende des vorigen Paragraphen, urn 



mit bestimmten Vorstellungen zu reehnen, voraus, dass s < 



sei, 



was ich gewiss darf, da ja \q\ eine endliche obere, 



also eine von 



verschiedene untere Grenze besitzt. Setze ich q = q -\- iq", so ist 



dann s zugleich auch < 



l 



und < 



2 q" I 



Ich behaupte, dass unter 



der eben gemachten Voraussetsung uber die KleinJieit von s 



ds t 



<e\Qq\, 



ist. 



| sin a — sin a | < e 1 8 q" 
| cos a' — cos «| < £ \8q' 



Es ist namlich erstens 



folglich 



ds't 
ds* 



\l + »q\*> 






U + *|2|) 2 = d« f! =(l-e| S |j«» 

i— i»ji|*©+8©r+...|<^<i+.| S ,i|»©+8©r+ ..|, 

1 -«l 6 Sl<||< 1 + «|6j|. 

womit die erste Behauptung bewiesen ist. 

Was die folgenden Ungleichungen betrifft, so gehe ich davon 
aus, dass 



dt 
df 



ds't •• 

rfS s t (1 -f sgr)* 



.J J 
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ist. Setze ich q = q -J- iq" \ so folgt hieraus 

(1 + sql + iEq > = ^/^|(cos *=JZ _ i sill !L^) ; 
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sq' 



\a'—a\ < 2 
und da £ < 
Ferner ist 



t-e ; 



ist: 



l + sq> 

«|2g"l 
l + sg'' 



a — k 



sin k 



folglich 



Da e < 



s|4 2 "|. 
sin «| < |«'— «| -f i |«'_ K |J, 
cos a' — cos a; < |a' — a\ -f- -\a' — a\ l , 

| sin «' — sin «| < £ \4q"\ (1 + £| 2g"|), 
|cos a' — cos«| < £ |4gr"| (1 -f f|2g"|). 

ist, so ist in der That die rechte Seite jeder dieser 



■1 q 



beiden Ungleichungen < £ |8g"|, wie oben behauptet. 

Es sind nun in dem Ausdruck fur -= \- =-7 -=-*■ obere Grenzen 

cnt ' ant dst 

fur 0,(6'), »,(£'), sowie fur G^g') — <?,(g) und <? 2 (g') - (?,(£) zu 
finden. 

0,(6') und Cr 2 (j;') sind fiur specielle Falle des im vorigen Para- 

graphen bereits abgeschatzten -~r- Wir wissen also: 

G i (£') unci G 2 (%') besitgen fiir Punkte, die sich in angebbarer nicht 
verschwindender Entfemung von der nachsten im selben Blatt gelegenen 
Eche befinden, eine endliche obere Grenee g ihres absoluten Werthes. 

In der Umgebung einer EcJce mit der Amplitude l.2% = {l i -\-il i )2% 
besitgen G l {^,'), G.^t,') eine angebbare obere Grense von der Gestalt 



i. 



,V+* S ! 



9- 



Diese Satze mit den fiir 



I sin a — sin a\, \ cos a 



cos « 



dsg 
gefundenen zusamrnen fuhren zu folgendera Ergebniss: 

dG dG ds't , . 
Die drei letsten Zeilen in dem Ausdruck fiir -, \- w—, -7- besitsen 

dem absoluten Werthe nach fiir jeden nicht in der Umgebung einer Eche 
liegenden Randpunkt £ eine angebbare obere Grense von der Form 



sg, 
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in der Umgebung einer Ecke mit der Amplitude (A, + i A 2 ) 2 it eine olere 
Grense von der Qestalt 



s.g 



,v+v 



9 



Es kommt also jetzt nur noch darauf an, eine obere Grenze fur 
die absoluten Werthe von (7, (g ') — G, (£) und von G 2 (g ') — G 2 (|) 
abzuschatzen. 

Bedeutet H die zu G conjugirte Potentialf unction, G -\- iH also 
die schon auf S. 211 benutzte Reihe: 



G + iH=c + c l Z+ c 2 Z> + c 3 Z\+ 



'o 



so ist 6fj(g) der reelle Theil, C? 2 (£) der ruit i behaftete Theil, negativ 
genommen, der Function 

WgV-iCt + 2^+30,2?+...) ff- 

Hierin ist, wenn es sich um einen gewohnlichen Randpunkt | 
handelt, Z = g — £ zu setzen, wenn es sich um die Umgebung einer 
Ecke a handelt 

z = (§^/- 

Der Differeutialquotient von G l (£) sowohl, wie der von G 2 (Q 
nach irgend einer beliebigen Richtung t der £-Ebene ist daher dem 
absoluten Werthe nach hochstens gleich 



cPjG+iH) 



= |2.1.f 2 + 3.2.c 3 Z + 4.3.c 4 Z 2 + 
+ | Cl +2c 2 Z + 3 C3 Z' + 



dZ 

as 



a? 



Daraus folgt, indem man Z ==■% — % setzt, fur die Umgebung eines 
gewohnlichen Randpunktes, dass 



also 



30, 

dt 



100, 

I dt 



<9i, 



\G^-)-G^)\<,g, 

\GS') - GS)\ < eg 

ist , unter g x , g angebbare endliche Grossen verstanden. 
In der Umgebung einer Ecke ist 



G^) 1 -"". 
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d*Z 



d? 



und folglich 



und hiernach 



dG, 
dt 


j 


dG 2 
dt 



a. 



<9 



i? -t- W 



ffi, 



l^(£')-G t 2 (6)|<«-9 v+v 



0, 



Das Gesammtresultat der Betrachtungen dieses Paragraphen ist 
also folgendes: 

■Fw je(?e» EandpunM § , der m m'c7ii5 verschwindender angebbarer 
Entfemung von den Ecken liegt, lasst sich eine endliche Grosse g finden 
von der Art, dass 



dG dG ds'z 
dn% ~ 1_ 0M| dst 



< eg 



ist, fur jeden in der Utngebung einer Ecke a des Bereiches S mit einer 
Substitution von der Amplitude {K l -\- iK^)2% in der Entfemung q von 
derselben gelegenen Punkt i- dagegen lasst sich eine endliche Grosse g 
angeben, so dass 

8G 8G ds\ 



dn^ dn\ ds s 



< S .Q 



V + li 



-2 



■9 



ist. 

m 

Auf die Besonderheiten, welche sich bei dem Beweise dieses Satzes 
fur die Umgebung parabolischer Ecken einstellen, will ich hier der 
Kurze halber nicht eingehen. 

Ich will nur noch kurz hinzufiigen, was liber die Werthe von 

o— und = — in den auf die Bogenstucke 6 bezuglichen Integralen zu 

sagen ist. 

Langs eines solchen Bogenstuckes ist, wie wir jetzt wissen, 



*) Wenn man % ^ 1 voraussetzt; der Pall einer parabolischen Ecke mifc 

X = l erheischt andere Formeln, doch das Resultat bleibt dasselbe , wie im all- 
gemeinen Fall. 
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*. . 

resp. 

unter q die Entfernung von der Ecke a des Bereichs 8, uuter 9' die- 
jenige von der Ecke a des Bereichs S' verstanden. 

Nun besitzt q sowohl wie p' langs eine mit s in der ersten 
Ordnung verschwindende angebbare obere sowohl als untere Grenze; 
indem man die erste oder die zweite einsetzt, je nachdem der Exponent 
positiv oder negativ ist, bekommt man 

d*e < - g ' 

3« f J 



§ 7. 
Abschatzung von T und ^— • 

Da sich fur die Werthe vonT^ als Function voa % langs irgend einer 
die beiden Punkte g und § vermeideuden Curve eine obere Grenze 
des absoluten Werthes augeben lasst, so kann man auch ri° und 

-p-*-L fiir Randpunkte § dem absoluten Werthe nach abschatzen. Es 

ergeben sich so ohne Weiteres die Satze: 

1) Langs des ganscn Eandes von U, sowoM liings der StucJce s, 
wie langs der Stiicke lasst sich eine endliche Grosse g angeben, der art, 
dass iiberall 

. Itfl<» 

ist. 

2) Fiir jeden in angebbarer nicht unendlich Meiner Entfernung von 
der nachsten Ecke liegenden Bandpunlct § lasst sich eine endliche Grosse 
g angeben, so dass 



<4?° 



dn s 



<9 



ist. 

Es bleibt also nur noch iibrig, auch fiir diejenigen Punkte % der 
Randcurven s, welche in der Umgebung von Ecken liegen, eine obere 

Grenze fiir - — zu finden. 
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Wenn die Ecke «' des Bereichs S' einein Cyklus augehijrt, so 
ergeben die Ecken des Cyklus, wenn man sie alle vermittelst der 
geeigneten Substitutionen an die Ecke a' tibertragt, dort zusammen 
einen Winkelrauni, dessen Schenkelcurven s und s durch die zur Ecke 
gehorige Substitution von der Amplitude A'2jt = (A,' -f i/l,') 2jr 
zusammengehoren. 

Fiihrt man ebendieselbe Uebertragung bei dem Bereich 2J aus, 
so erhalt man denselben Winkelrauni mit derselben Zuordnung der 
Schenkel, nur dass der Scheitel des Winkels durch eine sehr enge 
Loxodrome abgestutzt ist, welche vom Punkte a' eine mit e in an- 
gebbarer Weise in der ersten Ordnung verschwindende Minimal- sowohl, 
wie Maximalentfernung besitzt. 

Die Function 



= = (ct)* = re"" 



bildet diesen abgestutzten Winkelraum derart auf das Aeussere eines 
verschwindend kleinen Kreises ab, dass die abstutzende Loxodrome a 
genau durch die voile Peripherie des kleinen Kreises wiedergegeben 
wird, und dass die beiden Schenkelcurven s, s mit ibren entsprechen- 
den Punkten in der E-Ebene sich genau als die Ufer eines von dem 
kleinen Kreis nach aussen verlaufenden Einschnittes zusammenfugen. 
Der Radius des kleinen Kreises, welcher aus der Loxodrome 
entsteht, heisse r 1 \ r t verschwindet mit £ stetig in der Ordnung 

, ' ,, mit angebbarem Coefficienten. 

T muss nun, da es laugs s und s automorphe Grenzbedingungen 
befriedigt, eine Entwicklung folgender Art gestatten: 

r = St ( 1- c_ 2 Z^ + c _, E" 1 + c + c, E + c a E 2 + • ■ • + clog E) , 

oder, wenn ich c v = a v -\- ib v schreibe : 

1- a_ 2 r~ 2 cos 2 <p -f a-i r~ x cos tp-\-a -\-a L rcosg}-\-a 2 r 2 cos <p + • • ■ 

— f- &_ 2 r~ 2 sin 2 cp + b-i r -1 sin <p — b x r sin <p — b 2 r 2 sin 2<p -f • • • 

+ alogr — by. 

Dabei muss wegen (|-) = 

a- v = a v ■ r, 2 *, b- v = — b v r? v , a = 

und wegen der automorphen Randbedingungen 6 = sein. 

Bedeutet r = r , wie in §5, eine Loxodrome, welche von dem 
Bereich die Ecke sammt einer endlichen Umgebung, doch ohne eiue 
weitere Ecke und ohne einen Unstetigkeitspunkt g oder g der Func- 
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tiori ri f ° abschneidet, und bedeutet T die Werthe von T als Function 
von § langs dieser Curve, so ist 

2n a v r/ + a- v r -" = 1 -J T cos vcp .dtp, 



= 4/r.<^, 



— 6,r » + 6_,r -»- 



2» 

- / r sin v<p . dq>. 



Hieraus folgen die Ungleichungen: 



I 17 I ^ 2M 



l«ol < ^> 



1 2M 



, . ., .ill r, 



2V a TUT 

2v ^- „r 'I > 



o' 



und hieraus fur v > 1 : 



< 



m.iVi 



■ V 



Nun ist, unter 3£ eiue Differentiation in irgend einer beliebigen 
Richtung verstanden: 



Fiir 



\8T 
\dt 



< 



2c_ 2 £- 3 - c_iZ- 2 + Cy + 2c 2 E + 



d£ 



findet man, wie friiher, eine obere Grenze 



<*s 



5 1 



unter p' den Abstand von der Ecke a' verstanden, und wenn man 
dies, sowie die fiir c v , c~ v angegebenen Ungleichungen benutzt, wird 

\dv 

r T- i j- i ■/„- 



\dt 



J ' V ' r 8 r 3 ' »-„r 2 ' r„ ' r„ 2 ' / v 
_ M.g.iVi 



■ ©* 



V 



- v+v 



,('+f; o-^y 



Da fiir das gauze in Betracht koinmende Gebiet r~^>r { ist, so kann 
ich auch schreiben 



8T 

cit 



< 



Mg% V2 



>V 



■ Q 






Ich kann nun gewiss £ so klein annehmen, dass r u welches ja 
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mit £ stetig verschwindet , <\r a ist. Besckranke ich niick iiberdies 
nur auf die - jedenfalls eiidliche Umgebung der Ecke, welcke durck 
r i^ r ^l r o reprasentirt ist, so wird der Klammerausdruck < 8, und 
man bekommt 



dt 



M.g. 1GV2 , t^ + i,-i- 



womit wir schliesslich den Satz gewonnen kaben: 

In der Nahe einer Ecke a' mit der Amplitude X2n={l{ -\-ik 2 )2Tt 
des Bereichs 8' d. h. langs der Curven 6 und in Hirer Nachbarschaft lasst 
sich immer eine endliche Orosse g angeben von der Art, dass 

art £> I —K x 

ist, unter q die Entfernung des Punktes j; von der Ecke des Bereichs 
S' verstanden. 

§8. 
Abschatzung des Integrals. 

Wir kaben jetzt alle Mittel zusammen, um das auf Seite 207 auf- 
gestellte Integral fur d(£) absckatzen zu konnen. 

Wir tkeilen das Gesammtintegral in eine Summe einzelner Tkeil- 
integrale 

S = S + S i + S 2 + • • • + § n, 

so dass der Integrationsweg fur d alle solcken Randpunkte umfasst, 
welcke weiter als in einer gewissen endlichen, wenn auck beliebig 
kleinen Entfernung von den Ecken liegen, wakrende^, 8 2) . . . d„ 
immer nur die Umgebung je einer einzelnen Ecke umfassen. 

Im Integral^, welckes keine auf die Curvenstucke 6 beziiglichen 
Elemente entkalt, ist nack den Ergebnissen der Paragrapken 5—7 
der Integrand seinem absoluten Werthe nack durckweg < sg, unter g 
eine angebbare endlicke Grosse verstanden. Da man auck die Lange 
des Integrationsweges als endlick voraussetzen kann — denn ein 
Hindurckzieken der Begrenzung von S durck 00 kann man immer, sei 
es durck erlaubte Abanderung, sei es durck eine lineare Transforma- 
tion vermeiden — so ist damit der Satz bewiesen: 

Es lasst sich stets eine endliche Orosse g angeben, so dass 

I <*o I < E 9o 
ist. 
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Nunniehr betrachten wir genauer den Theil des Integrals S, 
welcher sich auf die Umgebung einer einzelnen Ecke bezieht, z. B. 
das Integral d { . 

Die Begrenzung von £ in der Umgebung der Ecke a, besteht 
aus einem kleinen Curvenstuck 6, dessen Lange mit £ in der ersten 
Ordnung verschwindet, und aus zwei seitlichen Curven s, s' von end- 
licher Lange, von denen beide oder eine oder auch keine die Be- 
nennung s (die anderen s') tragen. 

Achten wir zuerst auf denjenigen Theil des Integrals d t , der sich 
auf das unendlich kleine Curvenstuck 6 bezieht! 

Hier ist nach § 6 






h' 



und also, da 
ist ; 



8G' v*+*>" 
' 8n^ < - 

a < sg 3 



■9\. 



[in J dn^in Ci0 ~ 



Hi 



.W + W 0192 03 



-In 



IJL P g ' 
2 n I g«| 



r«>d^ 



V 



< e' 



2n 



Langs der Curven s, ..falls solche von der Ecke uberhaupt auslaufen, 
ist, unter q die Entfernung von der Ecke a t des Bereichs S, unter 
q' die Entfernung von der Ecke a{ des Bereichs 8' verstandeli: 



\Gti')-G(i)\<e 9 *' 



I 'dn, 



"T" a».' 



ar 



ifo 



0W£ 



< «>' 



■#.» 



ds t 



■tfo 



<«-* v+v •</,'• 






folsrlich 



Wir miissen nun behufs Absehatzung dieser Integrate 9, q', ds in 
Beziehung zu einander setzen. 

Die Curven s sind noeh in hohem Grade willkurlich , da wir sie 
irmerbalb weiter Grenzen beliebig verzerren diirfen, wenn wir nur 
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auch die Curven s' in entsprechender Weise verzerren. Wir konnen 
z. B. unbeschadet der AUgemeinheit voraussetzen , dass die Curven s 
innerhalb der ganzen fur S i in Betraeht kommenden Umgebung der 
Ecken a,, a t ' geradlinig genau auf den Punkt «/ zustreben , so dass 
man geradezu 

q' = s 
setzerj kann. 

Es sei nun eQ die Entfernung der Punkte «, und a,', welche ja 
mit £ mindestens in der ersten Ordnung verschwindet. 

Man kann dann die Abstutzungscurve 6 unbeschadet der Forderung, 
dass sie mit s in der ersten Ordnung verschwinde, jedenfalls so weit 
wahlen, dass sie sich der Ecke a{ des Bereichs 8' hochstens bis auf 
die Entfernung 2 . eq nahert, so dass also 

S = Q ^ 2 £ Q 

bleibt. Dann ist auch langs des ganzen Integrationsweges : 

In unsere Integrale werden wir also jetzt unbeschadet der Richtig- 

keit der angegebenen Ungleichungen statt q den Buchstaben s und 

1 3 

statt g entweder -s oder -s einfiihren konnen, je nachdem der Ex- 
ponent von q in dem betreffenden Integral negativ oder positiv ist, 
Ausserdem kann ich. die Integration, auch wenn der kleinste Werth 
von s grosser als 2sq sein sollte, doch von 2eq an erstrecken, da 
hierdurch nur positive Elemente zu den Integralen hiuzukommen, 
welche die Ungleichungen nicht storen. Ist Sj der grosste Werth 
vons, eine jedenfalls angebbare endliche Grosse, so gehen mithin die 
rechten Seiten unserer Ungleichungen in jedem Fall in Ausdriicke 
folgender Art fiber: 

3, 






...J ,-™ ',, 

t.2^0 

2, 



e.2^0 

Fur die Ausfiihrung der Integration sind drei Falle zu unter- 



scheiden : 



^ i^ + v^ 1 ' 



2) ^ = 1 

/ 3.2 J- 3 2 



V + *: 



*1 ! 


'+ v 




*l 


V 


+ v 




ll 



3 ) i, s -h V < ] ' V'l >■■ 



+ T t 


*< 


^> 


+ a, 




r>l| 


+ T- 


'2 _1_ 1 ' 


r = l, 
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Im Falle 1) erhalt man Ausdriicke der Gestalt: 



■ V + ls V'+f 



im Falle 2): 



9x e + 9i ■ « ' . 






im Falle 3): 



gi'e + g^slog - s , 

g x s + g 2 s log -, 

Die beiden Ausdriicke hat man jedesmal zu addiren und noch die 
von dem Curvenstiick 6 herriihrenden Ausdriicke: 

9,-f^V, 9;^ 
hinzuzufiigen. Man findet so Summen folgender Art: 

^1 %i *i _j *i 

1) 0t* + 9i-£ ■+ &•« fSV* 

1+, 






3) 9 i e + 9 2 £ l+M +9s-^ ^ + <7 4 -*logi. 

Man sieht, dass in jedem der drei Falle <J, mit « stetig ver- 
schwindet, da ja der Fall eines hyperbolischen Zipfels, in dem allein 

' verschwinden konnte, ausgeschlossen wird. 

Die Ordnung des Verschwindens von S i wird durch den kleinsten 
der Exponenten von s in obigen Ausdriicken gegeben, wobei die Ord- 
nung von slog- immer niedriger als 1, aber hober als jeder echte 

Bruch zu zahlen ist. Beriicksichtigt man, dass =-r-,-Vi un ^ T'TaTVi 

nur beliebig wenig von einander verschieden sind, so ergeben sich 
folgende drei Falle als moglich: 



a ) i.*2i.t > 1: \ d \\<*9i 



v + y 



v 



b ) lrih?= 1: l'il<«logi.^ Oder <^+^-</, 

je nachdem , ' , > 1 oder < 1 ist: 

*l T A 2 
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V 



c ) yTV <1: \^\<^ + i "-9 Oder <^^\g, 

jenachdem^^^^- oder < -k_ ist. 

Auf diese Weise kann man zu jedem der Bestandtheile d , S v 3 2) ... S m 
von S die Ordnung des Verschwindens mit £ und eine obere Grenze 
fur den absoluten Werth des Coefficienten des Verschwindens angeben. 
Die niedrigste Ordnung, die dabei herauskommt , ist die Ordnung 
von d selbst. 

Das Schlussresultat dieser ganzen Betrachtung ist daher folgendes: 
Wird ein Fundamentalbereich 8 um unendlich Ideine Grossen von 
der Ordnung s dbgedndert, so dndert sicli ein Elementarpotential G^, 
dessen Unstetigkeitsstelle j; im Innern des Bereichs in angebbarer Ent- 
fernung vom Bande liegt und bei der Abanderung sammt der Art des 
Unendlichwerdens festgehalten wird, in jedem im Innern des Bereichs 
in angebbarer Entfernung vom Bande gelegenen PunMe £ um weniger 

als eine Jcleine Grosse ef 1 ■ g[ev. e log - • gj, worin ft und g durch eine 

endliche Anmhl von Schritten abschaUbare den Ungleichungen 

o< f* <; i, o<#< + oo 

genugende Zahlen sind. 

§ 9. 
Stetigkeit der automorphen Functionen. 

Von hier aus ist es nun ein Leichtes, die stetige Aenderung auch 
der automorphen Functionen bei Aenderung des Fundamentalbereichs 
zu beweisen. 

Zuerst kann man sofort die iiber die Lage der Punkte £, £ ge- 
machten Einschrankungen , dass beide im Innern von 8 in an- 
gebbarer Entfernung vom Rande liegen sollten, als unwesentlieh 
beseitigen. 

Liege namlich % oder g auf dem Rande von 8, aber nicht in un- 
mittelbarer Nahe einer Ecke, so bedenke man, dass ja der Rand des 
Fundamentalbereichs noch sehr willkiirlich ist, indem man jede Rand- 
curve innerhalb weiter Grenzen verzerren kann, wenn man nur mit 
der zugeordneten Randcurve die entsprechende Verzerruug vornimmt. 
Durch solche „erlaubte Abanderung" des Bereichs kann man immer 
bewirken, dass sowohl § wie g im Innern des Bereichs in angebbarer 
Entfernung vom Rande liegt. 

Liegt ferner g in unmittelbarer Nahe einer singularen Ecke des 
Bereichs 8, so fiihrt das im 1. Theil S. 535 angegebene Verfahren 
ebenfalls zum Beweise der Stetigkeit von G£ in einem solchen Punkte ?. 

Mathematisohe Annalen. XLVI. 1° 
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Nur der Unstetigkeitsstelle ? muss man im Allgemeinen die Be- 
schrankung auferlegen , in endlicher angebbarer Entfernung von jeder 
Ecke zu bleiben, da man sonst die Definition von G£ noch etwas 
modificiren miisste. Fiir meine Zwecke ist dies aber nicht nothig, da 
ich £ nicht in eine solche Ecke riicken zu lassen brauche. 

Ferner beweist man leicht aus dem automorphen Verhalten von 
G^, wie im 1. Theil § 19, dass G£ auch in jedem Punkte £ eines 
solchen Bereiches im Netz, den man von dem Ausgangsbereiche S aus 
mit Durchsetzung eiuer endlichen Anzahl von Bereichen erreicht, sich 
stetig andert ; nur mit Ausnahme der mit % congruenten Unstetigkeits- 
punkte von G£ , in denen die Stetigkeit der Abanderung ungleich- 
massig wird. 

Ferner zeigt man , dass das zu Gj£ conjugirte Potential H£, 
welcbes aus G durch eine Quadratur herzustellen ist, sich in jedem 
Punkte, der nicht mit j; congruent ist, stetig andert, dass also auch 
das normirte Integral zweiter Gattung 

sowie die Perioden desselben sich stetig andern. 

Hieraus folgt wieder, dass die durch Integration aus Y£ her- 
zustellenden normirten Integrale erster und dritter Gattung, sowie deren 
Perioden sich stetig andern. 

Endlich kann man beliebig viele automorphe Functionen, sei es 
aus Integral en Y£ allein, sei es aus diesen und aus Integralen erster 
Gattung, linear zusammensetzen , indem man nur die Zusammen- 
setzungscoefficienten bestimmten mit den Perioden gebildeten linearen 
Gleichungen unterwirft; da die Coefficienten dieser linearen Glei- 
e.hungen nach dem Bisherigen sich stetig andern, so kann man die 
ihnen zu unterwerfenden Zusammensetzungscoefficienten der auto- 
morphen Functionen, und also auch die automorphen Functionen selbst 
so einriehten, dass sie sich bei stetiger Abanderung des Bereichs stetig 
abandern. 

Hat man dies erst fiir irgend zwei automorphe Functionen X, y 
nachgewiesen, durch welche sich alle ubrigen rational ausdrucken, so 
ist dasselbe damit fiir das ganze System automorpher Functionen 
nachgewiesen. 

Auf die Beweise dieser Satze brauche ich hier nicht nochmals 
einzugehen, da die Betrachtungen des l.Theils § 19ff.sich fast ungeandert 
auf den vorliegenden allgemeinen Fall iibertragen. Ich will nur das 
Resultat noch einmal kurz zusammenstellen : 

Man Jcann die willhurlichen Constanten in alien automorphen 
Functionen und Integralen eines Fundamentalbereiehs 8 so einriehten, 
dass sich die Functionen und Integrate lei stetiger Abanderung des 
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Bereichs in jedem Punlcte g, der in angebbarer Entfemung von jedem 
TJnstetigMtspunU der betreffenden Functional liegt, stetig andern. 

Damit habe ieh das Ziel erreicht, welches ich mir in dieser Arbeit 
gesteckt hatte. In den nachsten Paragraphen will ich nur noch an- 
hangsweise einerseits auf den wichtigsten Specialfall, den der gewohn- 
lichen Riemann'schen Flache, besonders eingehen, andererseits unter- 
suchen, was fur Verhaltnisse sich bei gewissen besonders haufig 
vorkommenden Ausartungen eines Fundamentalbereichs einstellen, ob 
bei einer solchen Ausartung des Bereichs das Functionensystem sich 
noch stetig andert oder nicht. 

§ 10. 
Specialfall der geschlossenen Riemann'schen Flache. 

Die vorstehenden Betrachtungen finden wohl ihre wichtigste An- 
wendung auf die geschlossenen Riemann'schen Flachen mit endlicher 
Zahl von Blattern und von Verzweigungspunkten. Hier heisst der Satz : 

Wenn man die VersweigungspunMe einer Riemann'schen Flache 
mit endlicher Zahl von Blattern und von Verzweigungspunkten con- 
tinuirlich wandern lasst, so andern sich die sugehorigen algebraischen 
Functionen und Abel'schen Integrate jedenfalls so lange stetig, als nicht 
mehrere VersweigungspunMe susammenriichen. 

Der Beweis dieses Satzes ist zwar in dem Beweis des allgemeinen 
Satzes bereits enthalten; doch ist es der Muhe werth, zu sehen, wie 
sich hier die allgemeinen Methoden vereinfachen ; auch kann man in 
Folge dieser Vereinfachungen weiter durchdringen , insbesondere kann 
man die Ordnung der Aenderung mit der Aenderung der Verzweigungs- 
punkte scharfer bestimmen, als es mir im allgemeinen Fall bisher 
moglich gewesen ist. 

8 moge die ursprungliche, S' die abgeanderte Fiiiche sein. Irgend 
ein Verzweigungspunkt a sei von dem entsprechenden Verzweigungs- 
punkt «' der Flache S' um nicht mehr als e, bestimmter gesagt, um 
2&s(p<&£^) entfernt. 

Den Vergleichsbereich U construire ich, indem ich immer um den 
Mittelpunkt der zwei Punkte a, a' verbindendeu Strecke 2&e als 
Centrum eine Kreislinie 6 vom Radius £ construire , welche sich sowohl 
auf S, wie auf S' nach A-maliger Umlaufung schliesst, unter A die 
Zahl der in a bezw. a' zusammenhangenden Blatter verstanden. Das 
Innere dieser Kreislinie denke ich mir von S oder S' ausgeschnitten, 
und der ubrig bleibende Bereich ist dann H. 

Das Integral von S. 207 reducirt sich jetzt auf 

15 ' 
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Da die Minimalentfernung (1 — &)e der Ereislinie 6 von a sowohl wie 
von «' mit s in angebbarer Weise in der ersten Ordnung verschwindet, 
so lasst sich eine endliche Zahl g bezw. g' angeben derart, dass langs 
der ganzen einzelnen Kreislinie 



dn 



< gt 






dG , _. 7i~ x dG' 



dn 



<g- 



ist; ferner lasst sich eine Grosse g' angeben, so class T < g" ist. Bs ist 
dann das von der einzelnen Kreislinie herriihrende Integral dem ab- 
soluten Werthe nach 

<g" '(g + g')-* ■ **• 

In gleieher Weise findet man fur jedes der auf die einzelnen Kreia- 

linien a beziiglichen Integrate eine obere Grenze des absoluten Werthes, 

und wenn man alle zusammenfasst , erhalt man den Satz: 

Wenn X die grosste Zahl von Bldttem ist, die in einem variablen 

Verzweigungspunkt susammenhangen , so lasst sich stets eine endliche 

Grosse g angeben, von der Art, dass fur jede beliebige Lage des 

PunTctes £ in der Flache 

i 

\G-G'\ <g-s J 
ist. 

Der Satz gilt fur jede beliebige Lage des Punktes §, auch wenn 
man g in einen Verzweigungspunkt der Flache S oder S' wanderu 
lasst. Beziiglich 2; dagegen mag, um Complicationen zu vermeiden, 
an der Beschrankung festgehalten werden, dass es in angebbarer Ent- 
fernung vom nachsten Verzweigungspunkt liege. 

Wenn wir hier als obere Grenze fur \G — G'\ eine Grosse finden, 

welche mit s in der Ordnung - verschwindet, so ist damit natiirlich 

nur eine untere Grenze fur die Ordnung des Verschwindens von G — G' 
gegeben. In der That ist zu vermuthen, dass G — G' in solchen 
Punkten g, die in angebbarer Entfernung vom nachsten Verzweigungs- 
punkt liegen, mit e in der ersten Ordnung verschwindet. Nur die 
grosse Umstandlichkeit der Betrachtung hat mich im allgemeinen Fall 
verhindert, diese Frage nach der genauen Ordnungsbestimmung von 
G — G' weiter zu verfolgen. Um so wesentlicher ist es, wenigstens 
in dem vorliegenden einfacheren Fall die Frage nach der Ordnung von 
G — G' vollstandig beantworten zu konnen. 

Wenn « bezw. a' eine Ecke mit der hochsten Zahl A daselbst 
zusammenhangender Blatter ist, so wird die Ordnung von G — G' 
gewiss nicht niedriger sein, als die desjenigen Integrals 



JL (W - » r • da, 
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welclies sich nur auf die Kreislinie a urn a, a' bezieht. Dieses Integral 
ist also naher zu untersuchen. 

Es sei a der Mittelpunkt eines Polarcoordiuatensystenis r, <p 
a' derjenige eines Systems r', y, und zwar so, dass die Axe q> = 
bezw. g>' = die Richtung der Strecke von a' nach a hat. Dann 
gelten Entwicklungen folgender Art: 



1 2 3 

I 



G = « + «i *" cos x + a a »"* cos ^ + a 3 r^ cos -5 -f 



1 2 



+ 6, / sin I + b 2 r l sin i? + 6 3 r l sin ^ + 



3 



G' = a a + «,' r' * cos ?- + oj'r 2 cos '^ + a 3 Y ; " cos -^ 

J. , 1 3 

+ &,' /•' * sin 2! + 6 ; r - * sin ^ + & 3 V X sin ^f + • • • . 

Bedeutet femer p, ^ ein Polarcoordinatensystem mit dem Mittel- 
punkt der Strecke a' a als Centrum, und mit der Richtung a' a als 
Richtung il> = 0, so besitzt T langs a, d. h. auf der Kreislinie q = e 
eine Entwicklung : 

1 1 

r = « u ~t~ a i £ cos 1 + a 2 £ cos ~T" ~f" • ■ 

i. 1 

+ /J, «* sin I + &«* sin ^ +..., 

worin die cc y , (i v Functionen von £, § sind, welche endliche obere 
Grenzen haben, so lange £, £ in endlicher Entfernung von den Ver- 
zweigungspunkten bleiben. 

Bildet man aus diesen Reihen die Ausdriicke: 



1 rSG r , 1 I'dG' r 7 

•7- / a— • r • do, — I - ( ■ r rfc 

•2a I on lit J oil 



so erhalt man mit Benutzung der anf der Kreislinie vom Radius £ 
geltenden Beziehungen: 



r = aj/1 — 2# cos ^ + * 2 , 
/ = £]/F+"2¥ cos # +~W Z , 






Yl — 2#COS<!/> + # 2 ' 
Kl + 2# cos 1/) + #* 
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fur das erste Integral den Ausdruck: 



2al 






(j/1— 2#C0S^-f-# 2 )* 



y — oo v 

2* 



dp /cOS £ <JD — & COS f£'y -f- ^\\ 

-f & M (sin £ g> — & sin (£ gt> + tfr' 



ff r COS j 1p 

+ /J v sin y # 



• £ dip, 



und das zweite Integral erhalt man hieraus, indem man & durch — & 
und dp, hp durch a^, Z>4 ersetzt. 

Ich forme das Integral noch in der Weise um, dass ich statt der 
trigonometrischen Functionen Exponentialfunctionen einfuhre und dann 
fur &f den Ausdruck durch ijj einsetze; zur Abkurzung werde noch 
gesetzt : 

^{a /l — ib li ) = c h , 2(ccv — iPv) = Yv, 
Dann geht das Integral in folgendes tiber: 



ini 






f-J +* 



.»i+.V. 



c fl y v (l— de-wf ■ 









"-1 + i <Lzly, 



.•<"— r , 



.•!"+», 



l + c„y,(l — de+'P)* 



Durch Umkehrung der Reihenfolge von Summation und Integration 
ergiebt sich so eine Reihe 

n/i^'-W + V + <*, •* + ■•., 

worin _4„ eine lineare Combination der Integrale ist: 

2«* 2nX 



hf 



(1— fte+'V) • e ■ 



1 /"' 7- 1 ±*^f 



# 



/ ft -f- v = n, \ 



Abanderung dee Fundamentalbereichs II. 



231 



Man sieht leicht, dass diese Integrate identisch verschwinden, wenn 
eine ganze Zahl ist. 



nicht ^\ v bezw. ^' 



Sei zuerst 1 ^p -{- v <^X — 1, also 
Dann kann nur — ' 



x = r- ein echter Bruch. 
eine ganze Zahl sein, und zwar nur so, dass 
l i = v = - wird. Dies ist nur fur geradzahlige n = 2[i moglich, so 
dass man also den Satz hat: 

Die Coefficienten A ]f A 3 , . . . mit ungeradem Index bis zu Ax 
ausschliesslich verschwinden identisch. 

Sei nun n = 2 ft < X. Dann reducirt sich das Integral auf 

^JvC 1 -*«"'*)* 

= — f K^ + M/O- 
Dagegen der Coefficient Ax von e wird: 

v = 

A x = - J(ffli«,+6Jj)- &■ 2 %l («/*«* ~ b i>P')> 

2 2 2 2 /(=1 

v=a— i wenn A=:0 (mod. J), 



Aifi = — 



_L f. £ 



rf0 = — f*(c„JV + C„^) 



= 



4 



v== x-i wenn A = l (mod. 2). 

Wollen wir die entsprechenden Coefficienten der Reihe 



l 

2-& 



A 






Y-de = A(-s l + A 2 '-s x -f ^ 3 '-£ X + 



bilden, so zeigt sich, class hier ebenfalls A t ', A 3 ', ... bis Ax excl. ver- 
schwinden, und A 2 , A t ', . . . Ax erha.lt man aus A 2 , A A , . . . Ax, indem 
man die a^, b^ durch a^ } b^ und & durch — & ersetzt. 
In der Reihe 



2jt 






sind in Folge dessen die Coefficienten {A 2 — A 2 ) , (.4 4 — A 4 '), ... bis 
(-4^ — Ax) exclusive homogene lineare Functionen der Differenzen 



' ! :;1«S :;i» ■" 
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(«! — o,'), (&i — &i')» (a» — «•/)» ( & 2 — 6 s'); u - s - w - Erst A * - Ai 
enthalt ausser Differenzen auch die Summeii 

(ap + afi, (&„ + &;) (<i = l , 2, . . , A - 1). 
Nun zeigt schon eine oberflachliche Betrachtung vorstehender Reihe, 
dass G — G' in jedem Punkte g der Riemann'schen Flache mit « 

mindestens in der Ordnung - verschwindet. Daraus lasst sich aber 

mit Hiilfe der bestirnmten Integralausdriicke fiir die a^, b^ leicht 
beweisen, dass auch die a M — a^, & M — b'^ mit a mindestens in der 

Ordnung j verschwinden. Dann verschwindet aber auch A 2 ~ A^ 
(weun A > 2 ist) mindestens in der Ordnung j, G — G' also min- 
destens in der Ordnung | (wenn A^>4ist), folglich auch a^—a^b^—b'^ 
und also auch A 2 — A 2 ', A 4 — A 4 ' mindestens in der Ordnung - , 
also wieder G — G' in der Ordnung j u. s. w. 

Man findet so, dass sich die Ordnung des Verschwindens vou 
G — G', je weiter man in der Untersuchung geht, immer mehr 
erhobt, doch nur bis zur ersten Ordnung. 

Dass die Ordnung des Verschwindens von G — G' sich nicht fiber 
die erste hinaus erhoht , liegt daran , dass Ax — A{ nicht unendlich 
klein mit £ wird, weil es nicht nur die Differenzen oy — a^b^ — V m 
sondern auch die Summen a^ + a 'n> fy« + b'n enthalt. 

Wir haben mithin den Satz bewiesen: 

Die Differ em G — G' verschwindet mit der Verschiebung e der 
Verzweigungspunkte der Flache in jedem Punkte %, der eine angebbare 
Entfemung von den Versweigungspunkten besitst, in der ersten Ordnung. 

Dieser Satz bleibt nicht, wie der friihere, erhalten, wenn man § 
iu einen der variablen Verzweigungspunkte selbst rucken lasst; vielmehr: 

In der unmittelbaren Ndhe eines variablen Vergweigungspunktes 
der Flache emiedrigt sich die Ordnung des Verschwindens von G — 0' 

bis j, unter A die Zahl der in dem VersweigungspunM msammen- 

hdngenden Blatter verstanden. 

§ 11. 

Ausartung symmetriscner Fundamentalbereiehe. 

Als erstes Beispiel fiir die Ausartung von Fundamentalbereichen 
will ich in diesem Paragraphen einige Ausartungen symmetrischer 
Fundamentalbereiehe ins Auge fassen, namlich solcher Bereiche, die 
man in zwei Kreisbogenpolygone zerlegen kann, wie sie im ersten 
Theil der vorliegenden Arbeit besonders betrachtet worden sind. 
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Von den Ausartungen eines Fundamentalpolygons sollen folgende 
beiden Arten besprochen werden: 

1) Erstens konnen zwei oder mehrere Ecken des Fundamental- 
polygons zu einer einzigen Ecke zusamrnenriicken, indem die zwischeu 
ihnen liegenden Seiten unendlich klein werden; oder auch umgekehrt, 
es kann sich eine Ecke in mehrere neue Ecken spalten, indem sich 
zwiscben die urspriinglichen Polygonseiten neue .Seiteu von anfangs 
unendlich kleiner Grosse einlagern. Hierher gehort es z. B., wenn 
man, wie es Herr Klein in seiner Vorlesuug iiber lineare Differen- 
tialgleichungen vom W. S. 90/91 (Autographie S. 132) vorgeschlagen 
hat, ein Kreisbogendreieck mit beliebigen Winkeln als Grenzfall eines 
Kreisbogensechsecks mit lauter rechten Winkeln ansieht, bei welchem 
itumer je zwei benachbarte Ecken zusanimenriiekeu , wenn man also 
die hypergeometrische Function als Ausartung einer allgemeinen Larue '- 
schen Function mit 6 Verzweigungspunkten ansieht. 

2) Zweitens konnen zwei verschiedene BegrenzungsstQcke des Poly- 
gons sich einander vom Innern des Polygones her bis zur Beruhrung 
nahern, so dass die Zusammenhangszahl des Polygons um 1 ver- 
mindert wird oder auch das Polygon in mehrere getrennte Stticke 
zerfallt. Umgekehrt konnen sigh zwei Begrenzungstheile ein und 
desselben oder verschiedener Polygone von Aussen bis zur Beruhrung 
nahern und dann so mit einander verschmelzen, dass an der be- 
treffenden Stelle ein neuer Zusammenhang zwischen den vorher ge- 
trennten Theilen des Polygons entsteht. Ich will diese letzten beiden 
Processe als „Abschnurung" und „Verschmelzung" benennen. 

Was zunaehst die unter 1) genannten Ausartungen betrifft, so 
sind dieselben von der im ersten Theil meiner Arbeit benutzten Be- 
weismethode schon mit umfasst. Die Functionen andern sich — 
wenigstens im Innern des Polygons — auch dann noch stetig, wenn 
die Begrenzung aufhort aus Kreisbogen von endlicher L'ange und 
Krummung zu bestehen. Die einzige Bedingung fur die stetige 
Aenderung ist die, dass die Maximalentfernung der Begrenzung des 
nahezu ausgearteten Polygons von der des vollstandig ausgearteten 
Polygons in stetiger Weise kleiner als eine beliebig klein zu gebende 
Strecke s gemacht werden kann. 

Dabei andern sich auch von den analytischen Fortsetzungen der 
Functionen diejenigen noch stetig, welche man durch Ueberschreitung 
nicht ausartender Polygonseiten erhalt. Nur die analytischen Fort- 
setzungen iiber die ausartenden Seiten hinaus arten selbst aus, und 
man kann bei ihnen nicht mehr von stetiger Aenderung reden. 

Umstandlicher ist die Betrachtung der Ausartungen unter 2). 

Es sei S der Bereich im Augenblick seiner Ausartung, mag er 
dabei aus einem zusammenhangenden oder aus mehreren getrennten 
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Stiicken bestehen. S' sei der Bereich kurz vor der Ausartung, wenn 
die in S zur Beriihrung kommenden Begrenzungsstucke noch eine Eut- 
fernung 6 ^ s von einander besitzen. s moge die Begrenzung von S, 

s' die von S' sein. 
%% x:&. Vd Als Vergleichsbereich 2 dient mir 

das aus ein oder mehreren Stiicken be- 
stehende Polygon, welches ich aus S' 
erhalte, wenn ich die unendlich nahe 
ruckenden Begrenzungsstucke s durch 
einen Schnitt 6 von unendlich kleiner Lange 
verbinde und die Ufer dieses Schnittes mit 
zur Begrenzung rechne. 

Da das Polygon 2 dieselben Zu- 
sammenhangsverh'altnisse wie S besitzt, bezw. aus ebensoviel Stiicken 
besteht, und da die Begrenzung von der Begrenzung des Polygons S 
nur unendlich wenig entfernt ist, so kann man das Schlussverfahren 
des ersten Theils unmittelbar anwenden, und findet also, dass die 
Functionen des Polygons 8 und des Polygons 2 resp. die der einzelnen 
Theile von S und der einzelnen Theile von 2 nur um verschwindende 
Grossen voneinander verschieden sind. 

Es sind daher nur noch die Functionen der Bereiche S' und 2 
mit einander zu vergleichen. 

Es seien F und irgend zwei symmetrische automorphe Potentiale, 
das eine des Polygons S', das andere des Polygons 2, und zwar so, 
dass beide an denselben im Innern der Bereiche gelegenen Stellen in 
genau derselben Weise unstetig werden; es mogen z. B. F und <$> als 
diejenigen automorphen Potentiale definirt sein, welche an der vor- 

gegebenen Stelle § im Innern unstetig werden, wie oder wie — -, 

und welche langs des Randes s' von S' bezw. langs des Randes s'-f ff 
von 2 verschwinden. Wenn 2 aus mehreren Stiicken besteht, ist 
natiirlich nur in dem Stuck von verschieden, welches die Stelle £ 
entha.lt. 

Fur die absoluten Werthe der Function F langs irgend einer in 
angebbarer Entfernung von der Unstetigkeitsstelle bleibenden Curve in 
8', also auch langs der Strecke o", kann man eine endliche obere 
Grenze M angeben. 

d = F — ist dann eine Potentialfunction , welche in jedem der 
Theile, aus welcheu 2 besteht, holomorph ist, welche langs der Be- 
grenzungsstucke s von 2 verschwindet und welche langs der durch 
die Ufer von 6 gebildeten verschwindend kleinen Begrenzungsstucke 
von 2 dem absoluten Werthe nach unter der angebbaren endlichen 
Grosse M bleibt. Sie ist daher ihrem absoluten Werthe nach kleiner, 
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als diejenige in 2 bolomorphe Potentialfunction , welche langs s ver- 
schwindet, langs 6 gleich M ist. 

Die letztere driickt sich aber durch ein Integral aus, gebildet mit 
der Green'schen Function V des Bereichs 2, so dass also 

l*(5)l < j^. J j^~ d6$ (dwuach Innen gerechnet) 

ist, das Integral erstreckt fiber die an der Begrenzung des betreffen- 
den Theilbereichs theilnehnienden Ufer des Schnittes 6. 

Schniirt sich das Polygon an mehreren Stellen zugleich ein, so 
sind statt eines Schnittes mehrere Schnitte e zu legen und statt eines 
oder zweier Integrale hat man eine grossere Anzahl solcher zu addiren, 
soviel, wie Ufer 6 an der Begrenzung des einzelnen Theilbereichs 2 
theilnehmen. 

Ich discutire ein einzelnes dieser Integrale. Es kommt darauf an, 
den Werth der Ableitung von V^ nach der Normale langs des Curven- 
stiickchens abzuschatzen. 

Wenn a an seinen beiden Enden keine Ecken des Polygons 2 
tragt, sondern auf einem einheitlichen Randkreise in angebbarer Ent- 

fernuns von dessen Ecken liest, so kann man fur ^- langs a eine endliche 

obere Grenze g angeben, — vorausgesetzt, dass g in angebbarer Ent- 
fernung von der Einschnurungsstelle liegt — . Dann ist aber, da die 
Lange des Curvenstucks a <^ e ist, 

also eine mit £ stetig verschwindende Grosse. 

Im Allgemeinen jedoch wird die Eandstrecke e an ihren Enden 
Winkel des Polygons 2 tragen, wodurch die Abschatzung erschwert wird. 

Ich finde aber auch dann noch 
eine brauchbare obere Grenze fur 
d , wenn auch nicht die niedrigste 
angebbare, durch folgendes Ver- 
f ahren : 

Ich nehme zuerst mit dem 
Bereich 2 eine solche Modification 
vor, durch welche die zugehorige 
Function im Innern des Bereichs 

nur vergrossert wird: Es bilde die Randstrecke 6, welche wir als 
geradlinig voraussetzen konnen, rechts einen Winkel A,3E mit der 
voraufgehenden Curves/, links einen Winkel A 2 % mit der nachfolgen- 
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den Curve s 2 '. Dann setze ich rechts an s,', links an s 2 ' je ein solches 
Kreisbogendreieck an E an, dass die Winkel \% und X 2 % sich jeder 
in das nachstgrossere Multiplum eines gestreckten Winkels, und zwar 
niit geradliniger Begrenzung verwandeln; die neuen Winkel mogen 
A,'jk, \ 2 % sein, wo also A,', k 2 ' im Allgemeinen die kleinsten ganzen 
Zahlen sind, die den Ungleichungen geniigen: 

A, > A, , X 2 > A 2 . 

Eine Function, welche langs 6 den Werth M annimmt, langs 
der iibrigen Begrenzung s" des erweiterten Polygons E aber ver- 
schwindet, ist nun innerhalb des urspriinglichen Polygons E jedenfalls 
grosser als die vorher betrachtete Function , die langs a gleich M und 
langs der Begrenzung s' des nichterweiterten Polygons E gleich ist. 

Jetzt ersetze ich noch das Randstuckchen 6 durch eine um den 
Mittelpunkt von 6 als Centrum beschriebene Kreislinie <?' voin Radius s, 

welche sich von der Randlinie s x " aus beginuend ,(^i'"t' V — 1) mal 

herumwindet und auf der Randcurve s 2 " endet. Die Zahl K{ -f- A 2 ' — 1 
will ich zur Abkurzung mit X bezeichnen. Der so abermals modificirte 
Bereich E heisse E'. Schreibe ich fur den Bereich E' langs der 
Kreislinie 6' den Werth M vor, langs der iibrigen Begrenzungsstucke 
den Werth 0, so ist die hierdurch definirte Function gewiss im Innern 
von E' grosser als |#(£)|; denn anch bei der letzten Abanderung ist 
dieselbe grosser geworden. 
Wir haben also jetzt: 



WK £/('$_■«*■ 



unter r. <p Polarcoordinaten mit dem Mittelpunkt der Kreislinie e' als 
Centrum und der Richtung s," als O-Richtung verstanden. 

Nun hat aber V£ als Function von |, da es langs s/', s 2 ' und 
langs 0' verschwinden soil, eine Entwicklung folgender Gestalt: 



^ = « 1 (' J -(?)")si..f+« ! (/-© 7 )s,»V 

+ «,(r ! -(ff) <■„•* + .... 

Hierin sind a,, a 2 , a 3 , . . . Functionen von g, welche, wenn £ in 
angebbarer Entfernung von der fraglichen Stelle liegt, eine angebbare 



, ,-,iii jj jj 
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obere Grenze besitzen, nainlich: Es sei r der Radius einer moglichst 
grossen von s t " bis s 2 " den Bereich 2J' durchziehenden Kreislinie, 
welche weder andere Begrenzungsstiicke von E' einschliesst, als a' und 
Si"; s -i'} noc b den Punkt £ einschliesst oder trifft, sondern in angebbarer 
Entfernung von demselben bleibt. Man kann dann langs der Kreis- 
linie r eine endliche obere Grenze M fur den Werth von T^ als Function 
von % in der friiher geschilderten Weise abschatzen. Dann geniigen 
die Coefficienten der Reibenentwicklung den Ungleichungen: 

, , . 2M 



(■ - o T ) 



r. 1 



oder auch, da - < 1 und v ^ 1 ist, den Ungleichungen: 

\ a v\ < — 



«•</ I i 



m 



Aus der Reihenentwicklung und den angegebenen Ungleichungen 
folgt nun 

m =^^" 1 .sin? + ^-/" 1 -sin^ + ^-fl f " 1 - S iu^ + • • • 

\dr'r=0 1 X'i. X ' I * 

In lit 

f( d ±) ■ 6-clcp = 4a, V + 4« ;) V + 4a t -e l + ■■■ 





< 8M- 1 



= 8M 






X\2 



('-©) 



und also 



(") i 



(-©7 
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Es ist hiermit thats'aehlich bewiesen, was wir beweisen wollten, 
dass der Unterschied F — <t> in jedem Punkte des Polygons, der in 
angebbarer Entfernung von der Einschniirungsstelle liegt, mit s stetig 
verschwindet. 

Wenn die Abschniirung nicht, wie bisher angenommen, an einer 
bestirnmten Stelle eintritt, indem sich zwei Begrenzungsstiicke s nicht 
nur in einem Punkte, sondern langs einer endlichen Erstreckung 

beriihren, so gelten fast genau dieselben 
Ueberlegungen, wie im Falle der punkt- 
formigen Abschniirung. Man hat nur statt 
des einen Schnittes G an jedem Ende des 
unendlich schmal werdenden Bandes einen 
Schnitt zu legen und als Bereich E das 
anzusehen, was iibrig bleibt, wenn man 
das zwischen den Schnitten liegende Band 
weglasst. 

Natiirlich ist die gefundene obere Grenze 
fur d(|) keineswegs die genaueste findbare, 
schon deswegen, weil ich die Winkel X lf A 2 der Bequemlichkeit halber 
erst zu Vielfachen von % erganzt habe. 

Aber noch aus einem andern Grunde ist - nicht die wirkliche 

Ordnung der Kleinheit von d: Namlich die obere Grenze M des 
Werthes von F langs des Curvenstiickchens 6 ist selbst eine mit 6 
stetig verschwindende Grosse. Ich will die genauere Abschatzung von 
M bier ihrer Umsfandlichkeit wegen nicht wiedergeben, da ich doch 
nicht alle hierhergehorigen Fragen in einem Paragraphen behandeln 
k'onnte, sondern ich will nur folgendes noch der Verscharfung fahige 
Resultat mittheilen: 

Ist Ajjr das kleinste Multiplum eines gestreckten Winkels, welches 
grosser als jeder der beiden Winkel ist, welche 6 an seinem einen 
Endpunkte mit der Begrenzung s' des Polygons S' bildet, A 2 jt das 
kleinste Multiplum von tc, welches grosser als jeder der beiden Winkel 
am andern Endpunkt von 6 ist, und bezeichne ich die Zahl Aj — |- A 2 — 1 
mit I, so lasst sich eine endliche Grosse g angeben, so dass 



M<g-e* 

ist. 

Die Zahl X, welche in der oberen Grenze von #(£) auf der vorigen 
Seite auftritt, ist jedenfalls nicht grosser, als die jetzt eben definirte 
Zahl L Ich kann daher in der Ungleichung fiir d(£) unbeschadet der 
Richtigkeit der Ungleichung A mit der Zahl A des letzten Satzes 
identificiren, und bekomme so das Resultat: 
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Fur jeden in endlicher Entfernung von der Abschnurungsstelle 
gelegenen Punht £ lasst sich eine endliche Grosse g t angeben, so dass 

2 

ist, in unmittelbarer Nahe der Abschnurungsstelle eine Grosse g 2 von 
der Art, dass 

i 

%st. 

Jedenfalls konnen wir aus allem bisher Gesagten, wenn wir nun 
vom Vergleichsbereich 2 wieder zum Bereieh S zuruckgehen und diesen 
direct mit S' in Beziehung setzen, den Schluss ziehen: 

Sammtliche symmetrischen automorphen Potentiate dndern sich, wenn 
man ihre im Polygon gelegenen Unstetiglceitsstellen und die Art des 
Unendlichwerdens in denselben festhalt, auch bei Abschnilrung oder 
Verschmelmng des Fundamentalpolygons im Innem und auf dem Eande 
des Fundamentalpolygons einschliesslich der Abschnurungsstelle stetig. 

Dieser Satz wird die Grundlage fur die Untersuchung der Stetig- 
keit der aus den symmetrischen Potentialen abzuleitenden symmetrischen 
und unsymmetrischen automorphen Integrale und Funetionen sein 
miissen. Ich gehe aber auf diese ausserordentlich interessanten Frage- 
stellungen hier nur mit folgenden wenigen Andeutungen ein: 

Die symmetrischen wie unsymmetrischen automorphen Integrale Jcann 
man so einrichten , dass sie sich im ganzen Innem und auf dem Rande des 
Polygons mit Ausschluss der Umgebung der Abschnurungsstelle stetig dndern. 

In der Umgebung der Abschnurungsstelle jedoch ist die Aenderung 
der Funetionen im allgemeinen nicht mehr gleichmdssig stetig , da die 
Grenzwerthe der Funetionen auf der einen und auf der andern Seite 
der Abschnurungsstelle sowie in der Abschnurungsstelle selbst von 
einander verschieden sein konnen. Auch konnen Funetionen bei der 
Abschniirung in der Abschnurungsstelle Unendlichkeitsstellen erhalten. 

Die Perioden der Integrale konnen sich dadurch unstetig andern, 
dass diejenigen, deren Weg durch die Abschnurungsstelle hindurchgeht, 
unendlich gross werden. 

Nichtsdestoweniger aber Jcann man die automorphen Funetionen 
des Bereichs sammtlich gleichseitig so einrichten, dass sie sich uberall 
mit Ausnahme der Umgebung der Abschnurungsstellen und der Um- 
gebung ihrer UnendlichJceitsstellen stetig andern. 

Ich konnte nacb. den besprochenen zwei Arten von Ausartungen 
symmetrischer Fundamentalbereiche noch auf eine dritte Gattung von 
Ausartungen eingehen, namlich auf den Fall, dass ein oder mehrere 
der geschlossenen^Curvenzuge, die das Polygon begrenzen, sich auf 
Punkte zusammenziehen. Einfache Beispiele zeigen, dass bei solchen 



240 Ernst Eitteb. 

Ausartungen des Polygons die zugehorigen Functionen sich im All- 
gemeinen unstetig andern, indem sie vollstandig ausarten, z. B. iiberall 
mit Ausnahme einzelner Punkte oder Linien uuendlich gross oder 
unendlich klein, oder ganz unbestimmt werden. 



§ 12. 
Ausartung Riemann'scher Flachen. 

Eine geschlossene iiber der g-Ebene ausgebreitete Riemann'sche 
Flaehe von endlicher Zabl der Blatter und der Verzweigungspunkte 
moge dadurch ausarten, dass zwei oder mehr ihrer Verzweigungs- 
punkte zusanimenriicken, wobei sie sich tbeilweise gegenseitig zerstoren, 
theilweise auch zu Verzweigungspunkten hoherer Ordnung zusamrnen- 
treten konnen. 

Es moge irgend eine endliche Anzahl von Verzweigungspunkten 
so weit zusammengeriickt sein, dass sie sich sammtlich innerhalb eines 
Kreises von dem beliebig klein zu niachenden Radius e befinden. Die 
in dieser Weise nahezu ausgeartete Riemann'sche Flaehe heisse S'. 
Riicken alle Verzweigungspunkte in den Mittelpunkt des kleinen Kreises 
vom Radius s zusammen , so ist die Ausartung der Flaehe vollendet, 
und die Flaehe heisse S. 

Es ist zu zeigen, dass die Functionen der Flaehe S' von den 
entsprechenden der Flaehe S sich nur um mit e stetig verschwindende 
Grossen unterscheiden. Z. B. wollen wir dies far die Green'sche 
Function G& mit einer algebraischen Unstetigkeitsstelle 1. Ordnung 
in £o nachweisen, wobei die additive Constante wie friiher bestimmt 
werden moge, namlich so, dass das constante Glied in der Reihen- 
entwicklung an der Stelle £ verschwindet. G' sei die zu S' gehorige 
Function, G die zu S gehorige. Letztere hat natiirlich, falls die 
Flaehe S aus mehreren getreimten Stiicken besteht, in denjenigen 
Stiicken, welche g nicht enthalten, je einen unbestimmten constanten 
Werth. 

Ich studire jetzt die Differenz G' — G in einem Vergleichsbereich 
E, den ich folgendermassen erhalte : Ich construire um die Ausartungs- 
stelle als Centrum einen Kreis von moglichst grossem endlichem 
Radius r , welcher in keinem der an der Ausartung theilnehmenden 
Blatter einen andern als die an der Ausartung theilnehmenden Ver- 
zweigungspunkte umschliesst oder trifft. Ich denke mir nun einen 
Kreis vom Radius =j/sr construirt, mit der Ausartungstelle als 
Centrum, und das Innere dieses Kreises in alien denjenigen Blattern, 
die in den zusammenruckenden Verzweigungspunkten zusammenhangen, - 
ausgeschnitten. 
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Ich erhalte so eine Flache von denselben Zusanimenhangsverhalt- 
nissen, wie die ausgeartete Flache S, insbesondere in derselben Weise, wie 
diese, in getrennte Stucke zerfallend , welche sich aber von S dadurch 
unterscheidet, dass sie an der Ausartungsstelle eine oder mebrere genau 
ubereinanderliegende kreisformige Oeffnungen besitzt, jede dieser 
Oeffnungen von einer ein- oder mehrfach umlaufenden Kreislinie vom 
Radius 6 begrenzt. 

Wenn gleichzeitig noch an andern Stellen der g-Ebene Ausartuugen 
stattfinden, so bat man daselbst in derselben Weise Oeffnungen von 
einem entsprechenden unendlich kleinen Radius 6 anzubringen. 

Nun sei ein Potential |"/£ mit der laufenden Variablen % dadurcb 
definirt, dass es in der Flache 2 eindeutig ist, langs der Begrenzungs- 
linien 6 der Bedingung ^ = geniigt, an der Stelle £ positiv, an 
der Stelle £ negativ logarithmisch unendlicb wird und an der Stelle tj 
verschwindet. Die so definirte Function hat, wenn 2 aus inehreren 
getrennten Stiicken besteht, nur dann einen Sinn, wenn £ und £ in 
demselben Stuck von 2 liegen. 

Dann lasst sicb die Differenz d(§) = G^ — Gf'^ in demjenigen 
Stuck der Flacbe 2, welcbes den Punkt §„ entbalt, durch folgendes 
fiber alle Begrenzungskreise 6 zu erstreckende Integral ausdriicken: 



'CO-i/^-r^^, 



die Normale n% nacb dem Innern der Kreise a gericbtet gedacbt. 

^(g) ist in der ganzen Flacbe 2 bolomorph; sie ist aber auch 
nocb holomorph in einer Flacbe, die man erbalt, wenn man die zu- 
sammenriickenden Verzweigungspunkte statt durch Kreise vom Radius 
<? =f/£r a durch solche vom Radius £ ausschneidet. Man kann sowohl 
fur G, als fur G' langs jeder den Punkt £ vermeidenden Curve, also 
auch insbesondere langs der Kreise s eine endliche obere Grenze des 
absoluten Werthes, etwa M, angeben. Dann ist §(£) langs dieser 
Kreise s dem absoluten Werthe nach jedenfalls kleiner als 2M, und 
da (J(£) in der ganzen durch die Kreise « begrenzten Flache holomorph 
ist, so ist es auch in dieser Flache durchweg dem absoluten Werthe 
nach kleiner als 2M. 

Ich discutire jetzt insbesondere denjenigen Theil des obigen 
Integrals, der sicb auf eine einzelne etwa A-mal umlaufende Kreislinie 
<3 = j/s r bezieht. 

3(g) ist sowohl ausserhalb dieser Kreislinie, n'amlich bis zu der 
concentrischen eben so oft umlaufenden Kreislinie vom Radius r , als 
auch innerhalb derselben bis zu der /l-mal umlaufenden Kreislinie vom 
Radius s holomorph und eindeutig. Es besitzt daher in diesem Ring- 
gebiet eine Entwicklung folgender Art: 
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l l 



+ (>. ©V.©>f + (^X+M;) 1 ) »»Y + ■ ■ • 

Zur Berechnung der Coefficienten in dieser Entwicklung dienen folgende 
Formeln : Es mogen die Integrale 

in I 
2 J_ / 
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langs der Kreislinie r erstreckt, mit ct , st , langs der Kreislinie s 
erstreckt, mit c7, s7 bezeichnet werden. Darin ist 

c,f log r — cjf" log s 
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Da nun d sowohl langs e, wie langs r dem absoluten Werthe nach 
kleiner als 2M ist, so ist auch 

Aus der angegebenen Entwicklung von 8 folgt, dass langs der 
Kreislinie vom Radius 6 = )/sr 



- — do = — 1^—1 • 6 aw =dw 
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ist. Hieraus ergiebt sich vermittelst der fur die c und s angegebenen 
Ungleichungen : 
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Femer lasst sich, wenn g und £ in angebbarer Entfernung von der 
Curve 6 liegen, eine obere Grenze M fur den absoluten Werth von 
Iff' als Function von % langs G angeben. Dann ist aber der absolute 
Wertb des auf die Kreislinie 6 bezogenen Integrals kleiner als 

log? ' 

wird also mit verschwindendem e, d. h. wenn die Verzweigungspunkte 
mehr und mehr zusanimenriicken ; in stetiger Weise unendlich klein. 

Damit ist die Stetigkeit der Aenderung von Gf in alien denjenigen 
Punkten bewiesen , welche auch bei der Ausartung mit dem Punkte f 
zusammenhangend bleiben und in angebbarer Entfernung von der 
Ausartungsstelle liegen. 

Ich kann aber auch noch zeigen, dags in unendlich kleiner Ent- 
fernung von der Ausartungsstelle, namlich langs einer unendlich engen 

Kreislinie vom Radius — — der Uebergang von G' in 6r ein stetiger ist. 
log? 



Langs dieser Kreislinie ist namlich 

r 1 s £ 

log 7 
r 



log' 



so dass also sowohl — wie - mit s stetig verschwinden. 



Es ist also langs des Kreises mit dem Radius — — 

log U 

logr -loglog? c -l o gyo - c +]o g a 
v ' log r — log s ' log r — log £ i w 

log log — 

= ct +(co+ ct) ~ + (a) , 

log '-• 

wobei (e) eine mit s in angebbarer Weise (wie eine Wurzel aus dem 
reciproken Werthe des Logarithmus) stetig verschwindende Grosse ist. 
Der hingeschriebene Ausdruck ist also 

= ct + («) 



worin («) mit £ stetig verschwindet wie 



log log ? 



Nun ist Co" das iiber den Kreis r = r erstreckte Integral : 



ct 
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Langs des Kreises r ist nun aber bereits bewiesen , class d mit e stetig 
verschwindet. Folglich verschwindet auch cf mit s stetig, und wir 
haben also den Satz: 

c?(£) verschwindet nicht nur in endlicher Entfermmg von der Aus- 

artungsstelle, sondem auch in der unendlich Mcinen Entfernung ~^- 

log^ 
mit s in angebbarer Weise stetig. 

Hieraus lasst sich sofort folgender weitere Schiuss ziehen: 
Wenn die k-mal umlaufende Kreislinie fur sich allein die Flache 
S' in einen den Punlct § enthaltenden Theil und einen den PunM | 
nicht enthaltenden Theil zerschneidet , so nahert sich G' auch in der 
Ausartungsstelle selbst, sowie in dem ganzen bei der Ausartung eventuell 
sich abschniirenden Theil der Flache stetig gegen den Werth von G 
in der Ausartungsstelle. 

Denn G' unterscheidet sich langs einer die Ausartungsstelle beliebig 

eng umgebenden Kreislinie, — namlich vom Radius -^-, — urn 

\o S r j 

beliebig wenig von den Werthen der Function G langs dieser Linie. 
Die Werthe der Function G langs dieser Kreislinie unterscheiden sich 
aber wegen der Stetigkeit von G in der Umgebung der Ausartungs- 
stelle nur beliebig wenig von dem Werthe von G in der Ausartungs- 
stelle selbst. Folglich unterscheiden sich auch die Werthe von G ' 

langs der Kreislinie — — beliebig wenig von dem Werthe von G in 
log 7 

der Ausartungsstelle. Da nun aber G' in demjenigen Theil der 
Flache S', welcher von dem Innern der Kreislinie und den daran 
hangenden Blattern gebildet wird, holomorph ist, so muss es auch in 
diesem ganzen Theil der Flache bei hinreichend kleinem s sich beliebig 
wenig von dem Werthe der Function G in der Ausartungsstelle unter- 
scheiden, w. z. b. w. 

Der eben besprochene Fall liegt z. B. immer vor, wenn mehrere 
Verzweigungspunkte einfach zu einem einzigen Verzweigungspunkte 
hoherer Ordnung zusammenrucken', wenn also keine Zusammenhangs- 
anderung der Flache — Abschnurung — eintritt. Dann ist also der 
Uebergang von G' in G in der ganzen Flache einschliesslich der 
Ausartungsstelle gleichmassig stetig. 

Anders ist es dagegen, wenn die Flache £' durch die eine Kreis- 
linie allein noeh nicht in zwei getrennte Stucke zerfallt. Zur voll- 
standigen Trennung der Ausartungsstelle von dem Punkte £ sind dann 
mehrere Kreislinien 6 nothig, mogen dieselben iibereinander oder an 
verschiedenen Stellen liegen. Es liegt dann, wie einfache Beispiele 
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zeigen, gar kein Grund vor, dass langs der verschiedenen Kreislinien 
G' sich derseiben Grenze nahere, dass also in dem durch sie abge- 
schnittenen Stuck ein bestimmter Werth als Grenze von G' sich einstelle. 

Wenn z. B. bei einer sweiblattrigen Flache mit 4 Versweigungs- 
punlden zwei Verzweigungspunkte zusaimnenrficken, so hat man um 
die beiden zusammenruckenden Verzweigungspunkte, um sie von der 
Stelle £ zu trennen , zwei iibereinanderriegende je einfach umlaufende 
kleine Kreislinien zu ziehen, eine im obern, eine im untern Blatt. 
Die vollsfandig ausgeartete Flache S hat nur zwei Verzweigungspunkte 
und an der Ausartungsstelle laufen ihre beiden Blatter schlicht und 
vollstandig getrennt iibereinander hin. Die Function G der Flache S 
wird an der Ausartungsstelle, die ja fur S eine ganz beliebige Stelle 
ist, im oberen und im untern Blatt im Allgemeinen ganz verschiedene 
Werthe haben. Die Function G' wird sich nun langs der im obern 
Blatte liegenden kleinen Kreislinie stetig dem Werthe von G im oberen 
Blatte an der Ausartungsstelle, langs der im untern Blatte liegenden 
Kreislinie dem Werthe von G im untern Blatte nahern. Dann muss 
aber, wenn diese Werthe verschieden sind, zwischen den beiden Kreis- 
linien in der Flache S', also in der unmittelbaren unendlich kleinen 
Umgebung der Ausartungstelle ein unendlich starkes Gefalle herrschen, 
und der Grenzwerth von G' in der Ausartungsstelle selbst ist daher 
ganz unbestimmt, namlich irgend ein Mittel werth aus den beiden 
Werthen von G im obern und im unteren Blatt, welcher davon ab- 
bangt, mit welch^n Geschwindigkeiten und Richtungen die beiden 
Verzweigungspunkte sich der Ausartungsstelle nahern. 

Um G' unterscheidet sich daher in unserem Falle von G dadurch, 
dass es in der Flache S an der Ausartungsstelle im obern und im untern 
Blatte je eine hebbare TJnstetigkeit besitst. 

Artet die zweiblattrige Flache mit vier Verzweigungspunkten so 
aus, dass gleichzeitig ein Paar und das andere Paar von Verzweigungs- 
punkten an verschiedenen Stellen zusammenrucken, und liegt der 
Punkt £ etwa im oberen Blatt, so hat man, um den Punkt £ von 
den Ausartungsstellen zu trennen, um jede Ausartungsstelle nur eine 
im oberen Blatt liegende kleine einmal umlaufende Kreislinie zu legen. 
Langs der einen Kreislinie wird sich G' dem Werthe von G an der 
einen, langs der andern Kreislinie dem Werthe von G an der andern 
Ausartungsstelle stetig nahern. 

In dem ganzen durch die beiden Kreislinien abgeschnittenen Theil 
der Flache ist G' holomorph, und besitzt Mittelwerthe ausden Werthen 
von G an den beid n Ausartungsstellen, und die Vertheilung dieser 
Mittelwerthe wird im untern Blatt beim Zusammenrucken der Ver- 
zweigungspunkte mehr und mehr constant, doch so, dass sie in der 
Umgebung der Verzweigungspunkte mit unendlich starkem Gefalle 
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in die Werthe langs der beiden Kreislinien, also in die Werthe von 
G iibergeht. 

In unserm zweiten Beispiele unterscheidet sich daher Urn G' von G 
selbst im oberen Blatte durch swei an den beiden Ausarlungsstellen 
gelegene hebbare TJnstetigkeiten , im unteren Blatte ist Urn G' ein con- 
stants Mittelwerth aus den beiden Werthen von G an den Ausartungs- 
stellen, aber an den Ausartungsstellen mit je einer hebbaren JJnstetigkeit 
behaftet. 

Mit diesen Beispielen schliesse ich ab, was ich ttber Ausartungen 
von Fundamentalbereichen sagen wollte. Es ist dieses Therna natiir- 
lich noch lauge nicht erschopft, und man wird daruber nocb eine 
reiche Fiille der merkwiirdigsten Satze finden konnen, besonders, 
wenn man nicht nur das Verhalten der einfachsten Potentiale, sondern 
auch der aus ihnen abgeleiteten Functionen genauer untersueht. 

Was insbesondere die algebraischen Functionen der Flache betrifft, 
so wird man leicht finden, dass sie sammtlich so eingerichtet werden 
konnen, dass sie uberall in endlicher Entfernung von den Ausartungsstellen 
stetig in die Functionen der ausgearteten Flache ubergehen — abgesehen 
natiirlich von den Unendlichkeitsstellen der Functionen selbst — , dass 
aber in den Abschniirungsstellen im Allgemeinen sich hebbare Unstetig- 
lceiten einstellen, wie bei der Green'schen Function. So, wenn man 
die allgemeinste algebraiscbe Function der ausgearteten Flache erzielen 
will. Aber mehr: will man nicht die allgemeinste algebraische 
Function der ausgearteten Flache, sondern nur eine solche als Grenze 
haben, welche an einer Abschniirungsstelle immer in jedem der aus- 
einandergeschniirten Blatter denselben Werth hat, — und solche 
Functionen der ausgearteten Flache giebt es gewiss unendlich viele — , 
so lasst sich zeigen, dass eine solche besondere algebraische Function 
der ausgearteten Flache aus einer algebraischen Function der noch 
nicht ausgearteten Flache auch an den Abschnurungsstellen stetig 
hervorgeht. 

Damit ist dann auch die Berechtigung eines von Herrn Castel- 
nuovo in der Theorie der Punktgruppen auf einer algebraischen Curve 
angewandten Beweisverfahrens streng nachgewiesen; denn Herr Klein 
hat dasselbe in seiner Vorlesung fiber Riemann'sche Flachen vom 
S. S. 92*) auf folgenden Satz zuruckgef iihrt : 

Man Jcann eine Biemann'sche Flache so einer Curve in einem Baum 
von beliebig vielen Dimensionen ein-eindeutig entsprechen lassen, dass 
einer gewissen Abschnurung von einselnen Blattern der Biemanrischen 
Flache in stetiger Weise ein Zerfallen der Curve in eine Curve von 
einer um 1 niedrigeren Ordnung und in eine Secante entspricht. 



*) cf. das Selbstreferat in Math. Ann. Bd. 45, S. 144. 
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Und dies ist offenbar nur ein Specialfall unseres zweiten fiber die 
algebraischen Functionen ausgesprochenen Satzes. 

Naher auf alle diese Betracbtungen einzugeben, wurde micb bier 
zu weit iiber den beabsicbtigten Umfang meiner Arbeit binausfuhren : 
ich wollte fur eine solche genauere Untersucbung der Ausartungen in 
den letzten zwei Paragrapben , einem blossen Anhaug zu meiner all- 
gemeinen Untersucbung, nur die nothwendigsten Grundlagen geben. 

Gottingen, im Oktober 1894. 
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Berichtigung zum Theil I. 

Im ersten Theil ist mir im Satz 6) auf S. 476/77 insofern ein allerdings un- 
weseDtliches Versehen untergelaufen , als in diesem Satz unter symmetrischen 
Functionen solche verstanden sind, die langs der Symmetrielinien reell sind, 
wahrend es mir sonst in der Arbeit bequem gewesen ist, diejenigeu Functionen 
symmetrisch zu nennen, welche langs der Symmetrielinien rein imaginar sind, 
welche also aus ersteren durch Multiplication mit i entstehen. Es ist leicht zu 
sehen, wie hiernach der Satz zu modificiren ist. 



Ueber Riemaim'sche Formenschaaren auf einem beliebigen 
algebraischen Gebilde. 



Von 
Ernst Ritter in Gottingen. 



Einleitung. 
Eine lineare Differentialgleichung 

deren Coefficienten algebraische Functionen eines bestimmten alge- 
braischen Gebildes vom Geschlechte p sind, definirt uns eine gewisse 
Functionenschaar y, deren sammtliche Functionen sich aus irgend n 
linear unabhangig ausgewahlten Functionen y t , y it . . ,y n linear mit 
constanten Coefficienten zusammensetzen : 

V = c i V\ + c 2 «/ 2 + • ■ +c n y n . 
Die Functionen y it y 2) . . . y n erleiden eine gewisse discontinuirliche 
Gruppe linearer homogener Substitutionen , wenn die Variable g auf 
dem algebraischen Gebilde entweder gewisse singulare Puukte umkreist 
oder Periodenwege beschreibt, die nicht auf Punkte zusamtnen- 
zuziehen sind. 
Setzt man 

» r - l ( f ,£* + b £i+. .. + „), 

unter q u q 2 , . . . q n beliebige algebraische, unter q eine beliebige 
multiplicative Function des Gebildes verstanden, so genugt auch Y 
einer linearen Differentialgleichung derselben Art und stellt ebenfalls 
eine sich linear substituirende Functionenschaar auf dem algebraischen 
Gebilde vor, und zwar eine solche, deren Substitutionen sich von den 
entsprechenden Substitutionen der Functionenschaar y nur durch 
simultane Multiplication aller Zweige mit bestimmten Constanten, den 
Multiplicatoren von q, unterscheiden ; umgekehrt, wenn die Substitu- 
tionen einer Functionenschaar Y von denen einer Schaar y sich nur 
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in der geschilderten Weise unterscheiden , hangt sie mit y durch eine 
Gleichung von der Form (2) zusammen. 

Alle Differentialgleichungen (1), welche sich durch Transforma- 
tionen der Gestalt (2) in einander iiberfiihren lassen, betrachten wir 
mit Riemann als zu einer „Classe" gehorig und wollen sie untereinander 
„verwandt" nennen. Ebenso sprechen wir* von „verwandten Func- 
tionenschaaren ", oder von einer „Classe von Functionenschaaren", 
indem wir alle Functionenschaaren zusammenfassen , deren Substitu- 
tionen sich nur um simultane Multiplicationen aller Zweige mit Con- 
stanten unterscheiden. 

Riemann unternimmt in dem nachgelassenen Fragment: „Zwei 
allgemeine S'atze fiber lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Coefficienten " (20. Febr. 1857) die Aufgabe, Functiouenclassen der 
genannten Art genauer zu untersuchen. Er stellt sich dabei, genau 
wie in seiner beruhmten Arbeit iiber die P-Function, auf den Stand- 
punkt, nicbt von der Formel, der Differentialgleichuug, auszugehen, 
sondern von den charakteristischen functionentheoretischen Eigen- 
schaften der Functionen. 

Indem auch wir die Riemann'sche Betrachtungsweise annehmen, 
werden wir als gegeben ansehen: 

1) Ein bestimmtes algebraisches Gebilde vom Geschlechte p und 
auf diesem eine endliche Anzahl s von singularen Punktenej(»=l,2,...s). 

2) 2p lineare homogene Substitutionen von n Variablen, welche 
bestimmten 2p unabhangigen Periodenwegen entsprechen und s eben- 
solche Substitutionen, welche den Umkreisungen der einzelnen singu- 
laren Punkte e, entsprechen. 

Da das Verhalten einer Functionenschaar in einem Punkte e t - durch 
Angabe der zugehorigen Substitution noch nicht vollig bestimmt ist, 
so geben wir auch noch, natiirlich in Einklang mit den Substitutions- 
coefficienten , die Exponenten der Schaar in jedem Punkte an, d. h. 
die Wurzeln der „determinirenden Fundamentalgleichung" von Fuchs. 

Den Beweis fur die Existenz solcher Formenschaaren bei beliebig 
vorgegebener Gruppe wollen wir als durch Poincare's Construction der 
„fonctions zetafuchsiennes" erbracht ansehen. Es handelt sich fur niich 
in dieser Arbeit nur darum, die Beziehungen zwischen den verschie- 
denen Functionenschaaren einer gegebenen Classe naher zu erforschen, 
wobei wir nur algebraische Hulf'smittel heranzuziehen brauchen. 

Diese Untersuchung wird aber fur die transcendenten Unter- 
suchungen , z. B. fur die Theorie der „homomorphen Functionen", wie 
ich nach Herrn Klein's Vorschlag die „fonctions zetafuchsiennes" von 
Poincare nennen will, in gleicher Weise die nothwendige Grundlage 
liefern, wie die Theorie der multiplicativeii Formeu fur die auto- 
morphen Functionen. 
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Schon dieser Vergleich zeigt uns die Nothwendigkeit, von den 
Functionen zur formentheoretischen Formulirung iiberzugehen, statt 
der Functionenschaaren also Formenschaaren zu betrachten, welche 
sieh bei Umlaufen linear substituiren. Dabei werden wir uns aber 
unbedingt auf die Theorie der multiplicativen Formen auf einem alge- 
braischen Gebilde stutzen miissen, welche ich in Math. Ann. Bd. 44, 
1893 entwickelt habe. Ich will diese Arbeit, da ich sehr oft auf die- 
selbe hinzuweisen habe, kurz mit (44) citiren. 

§ 1. 
Defmitionen. 

Wir denken uns die vorgelegte Riemann'sche Flache von irgend 
einem nichtsingularen Punkte aus durehjp Paare von Ruckkehrschnitten 
A x , B x so in ein einfach zusammenhangendes Flachenstiick verwandelt, 
dass sie sich ohne Zerreissung nach Art der Figur in (44), Seite 264 
in die Ebene ausbreiten lasst, und dass die 4jj Ufer der Riickkebr- 
schnitte in der angedeuteten Weise aufeinander folgen. 

Ferner ziehe ich von der Ecke zwischen Af und Br noch s Ein- 
schnitte nach den s singularen Punkten e Ll e 2 , . . . e s . 

Es sei z irgend eine m-werthige algebraische Function der Flache, 
deren Unendlichkeitsstellen oo 1? cx> 2) . . .<x m sowohl untereinander, wie 
vou den Punkten e l} e 2 , . ■ • e, getrennt liegen mogen. 

Ich spalte z in zwei theilerfremde ganze multiplicative Formen 
#, : z 2 , welche als unabhangige Variable dienen sollen. Um das Ver- 
halten irgend einer Form gegeniiber geschlossenen Wegen des Werth- 
systems z t , z 2 vollstandig zu charakteri siren, ist es zweckmassig, auf der 
Riemann'schen Flache noch m weitere Schnitte nach den Punkten 
«2 = 0, d. h. oo, , oo 2 , . . . oo m zu legen. Irgend einen auf dem alge- 
braischen Gebilde geschlossenen Weg des Werthsystems z l , z 2 , bei 
welchem der Werth z 2 fiir sich den Werth z 2 = g 2 -mal umkreist, 
kann ich mir zerlegen in einen geschlossenen Umlauf des Quotienten 

z = — mit festgehaltenem Werthe von z 2 und in g 2 simultane Umlaufe 

von z t und z 2 um 0. Den Weg des Quotienten z zerlege ich weiter 
in eine Aufeinanderfolge von Periodenwegen A K , B x , welche auf der 
zerschnittenen Flache von einem Ufer A7 zu At , bezw. von B x nach 
Bf verlaufen, von Umkreisungen der Punkte e,-, die von dem negativen 
Ufer des betreflfenden Einschnitts zum positiven gehen, und in Um- 
kreisungen der m Punkte 00 , deren Gesammtzahl g sein moge. 

Es seien jetzt 

H I; T\ 2 , . .. TT„ 

n linear unabhangige Zweige einer auf dem algebraischen Gebilde 

11* 
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nur in den Punkten e, , e 2 . . . e s verzweigten Formenschaar TT vom 
Grade d in den multiplicativen Primformen, in z l , e. t gemessen also 

vom Grade — ■ 

m 

Wenn bei festgehaltenem Werthe von £ 2 die Variable z eiuen 
Periodenweg A x , B x oder eine Umkreisung eines Punktes e ( ausfuhrt, 
so soil das System TT, , TT 2 , . . . TT„ je eine bestimmte homogene lineare 
Substitution A x , B x , S ( erfahren; wenn einen der Punkte oo,, oo 2 , . . 
. . oo m umkreist und s 2 festgehalten wird , miissen sich alle Zweige 

simultan mit e m multipliciren , wenn anders die Formenschaar in 
den Punkten # 2 = unverzweigt sein soil. 

Eine solche Formenschaar will icb, weil die entsprechenden Func- 
tionen zuerst von Riemann in der oben genannten nachgelassenen 
Arbeit definirt und besprochen sind, kurz als „Biemann'sche Formen- 
schaar"- benennen. 

Die Substitutionen .4*, B k , S t miissen, da ein Umlauf des s urn den 
ganzen Rand der zerschnittenen Flache sich auf die Umkreisung eines 
beliebigen nichtsingularen Punktes zusammenziehen lasst, der Relation 
geniigen : 

B 1 AV 1 BT 1 A l . B 2 A7 l B7'A 2 . . . BpAJ 1 B' 1 A p . 8,8, . & = e 2, '* rf . 
In der Umgebung einer Stelle e,- moge die Formenschaar, natiirlich 
im Einklang mit den Coefficienten der betreffenden Substitution S t , die 
Exponenten 

h 1, A ; -9, . . . /.,-„ 

besitzen; die Summe 

hi + hi -f- • ■ • + hn 
heisse h- 

Dann ist die Determinante der Substitution Si gleich e in '. 
Dann folgt aber aus der Fundamentalrelation der Substitutionen, dass 

i = s 

X,h — nS eine ganze Zahl 
«=i 
sein muss. 

An irgend einer von den Stellen e t verscbiedenen Stelle besitzt 
die Formenschaar ganzzahlige Exponenten, von denen keine zwei 
einander gleich sind: 

Eine Stelle mit den Exponenten 0, 1,2, ... n — 1 heisst eine 
„gewbhnliche Stelle 1 '. 

Haben die Exponenten andere Werthe, so heisst die Stelle ein 
„Neoenpunkt li der Formenschaar und zwar von der Multiplicitat 
7 17 1 17 nln — 1) 
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Die Multiplicitat eines Nebenpunktes kann positiv, negativ oder auch 
sein. 

Es wird aber vorausgesetzt, dass nur eine endliche Anzahl von 
Nebenpunkten existiren und dass die Exponenten in jedem Nebenpunkt 
endliche Werthe haben. Dann ist auch die Multiplicitat jedes Neben- 
punktes eine endliche Zahl. 

Ein Nebenpunkt, dessen niederster Exponent l t = ist, heisst 
ein „reiner Nebenpunkt"-, ein solcher mit \ > ein jj,-facher Nullpunkt 
und mit l t < ein ( — ^-facher UnendlicMeitspunU der Formenschaar 
Unterscheiden sich die Exponenten eines Nullpunktes oder eiDes Un- 
endlichkeitspunktes jeder folgende voni vorhergehenden nur um eine 
Einheit, so heisst der Punkt ein „ reiner NullpunM" bezw. ein „ reiner 
TJnendlichkeitspunkt ". 

Jeder beliebige Nebenpunkt kann aufgefasst werden als Combi- 
nation eines reinen Nebenpunktes mit einem reinen Nullpunkt oder 
einem reinen Dnendlichkeitspunkt. 

Ein Z-facher reiner Nullpunkt zahlt als Nullpunkt mit der Multi- 
plicitat nl, ein Z-facher reiner Unendlichkeitspunkt mit der Multi- 
plicitat — nl. 

§2. 

Bestimmung und Anzahl der Nebenpunkte. 

Es seien y l , y 2 die Werthe von g if z % in einem willkurlichen 
Hiilfspunkte, und D folgender Differentiationsprocess : 

*'' a , a 

Diese Differentiation ist zwar von der Wahl des Hulfspunktes abhangig, 
doch gelten einfache Formeln fur den Uebergang von einem Hiilfspunkt 
y zu einem andern y. Wenn namlich r den Grad einer Form F in 
«j, 2 gemessen bedeutet, so ist: 

y-5"+(i)(-*+"(i^)r" 

+ ^ (r _ i+1)( ,._ /t+2)( _jrfi T y ir ,.+ ... 

Durch ein- und mehrmalige Anwendung des Symbols D auf eine 

zy 

Formenschaar TT erhalt man weitere Formenschaaren, welche bei den. 
Umlaufen der Variablen z x , z 2 genau dieselben Substitutionen erfahren, 
wie TT selbst. Die Determinante 
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. . n 

. . n 



oder ktirzer geschrieben 



wird sich daher bei Umlaufen der Variablen auf der Riemann'schen 
Flache nur mit Constanten multipliciren , isfc also eine multiplicative 
Form der Flache. 

Man sieht leicht, dass fur die Determinante der Hiilfspunkt y 
des Differentiationsprocesses D keine besondere Rolle mehr spielt, denn 

zy 

die Determinante behalt dieselbe Gestalt, wenn man vermittelst der 
oben angegebenen Formel y statt y einfiihrt. 

Es ist das Verhalten der Determinante an den einzelnen Stellen 
der Ebene genauer zu untersucben. Man findet ohne Schwierigkeit 
folgende Resultate: 

1) In einem gewohnlichen Punkte ist die Determinante endlich 
und von verschieden. 

2) In einem p-fachen Nebenpunkte verschwindet die Determinante 
p-fach, wenn der Punkt nicbt zugleicb ein Verzweigungspunkt der 
Flache ist. 

3) In einem singularen Punkte mit der Exponentensumme A, ver- 
schwindet die Determinante in der Ordnung Aj — ~~ • 

4) In einem v-blattrigen Verzweigungspunkt der Flache, welcher 
der Allgemeinheit halber zugleich p-facher Nebenpunkt der Formen- 
schaar sein moge, verschwindet die Determinante in s gemessen in 

der Ordnung - -j — ~ ( lj , also auf der Flache gemessen in 

der Ordnung q — ^^ — ( v ~ 1 ) • 

Hierbei ist Verschwinden in negativer Ordnung als Unendlich- 
werden aufzufassen. 

Verstehen wir jetzt unter G(0 1 , z 2 ) die Verzweigungsform der 
Flache, d. h. eine ganze multiplicative Form vom Grade 2p — 2-\-2m, 
welche an den Verzweigungspunkteu der Flache auf der Flache 
gemessen (v — l)'fach verschwindet, (44, S. 270) so hat der 
Ausdruck: 
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n{n — 1) 

A = fffa,^) - »~.I.D*TT»| fc = 0, ] >--- n ~ 1 
'*<> I h = 1, 2, . . . « 
folgende Eigenschaften : 

1) A ist eine multiplicative Form vom Grade w S -\- n(n — 1) (p— 1). 

2) A verschwindet an einem Punkte e,- in der Ordnung X { — w ( w—1 ) . 

3) A verschwindet an einem p-fachen Nebenpunkte in der Ord- 
nung Q. 

4) A ist an jedem andern Punkte auf der Flache unverzweigt, 
endlich und von verschieden. 

Hieraus folgt nun, da der Grad einer multiplicativen Form gleich 
der Anzahl ihrer O-Stellen ist, jede mit ihrer Multiplicity gerechnet, 
wenn jetzt q die Summe der Multiplicitaten aller Nebenpunkte bedeutet, 
die fundamentale Gleichung: 

i=s 
„i + »(„_1) (p_l) = p +^h ~ S *fcl) 

oder 

q = nS + n(n-l) (j>- 1) -^h + s ^=^- 



§3, 
Verwandte Formenschaaren. 

Zwei Formenschaaren heissen „verwandt" oder zur selben „Rie- 
mann'schen Formenclasse" gehorig, wenn ihre entsprechenden Sub- 
stitutionen sich hochstens um simultane Multiplication en aller Zweige 
mit Constanten unterscheiden. 

Es thut jedoch der Allgemeinheit der Betrachtung keinen Abbruch, 
wenn ich nur solche Formenschaaren vergleiche, welche in den Sub- 
stitutionen Si genau ubereinstimmen und welche bei Umlaufen um jeden 
von den e, verschiedenen Punkt sich genau reproduciren. 

Denn wenn die Substitutionen Si nicht genau ubereinstimmen, 
sondern sich um simultane Multiplicationen mit Constanten unter- 
scheiden, oder wenn die Zweige einer Formenschaar sich auch bei 
Umlauf um einen von den e,- verschiedenen Punkt simultan mit einer 
Constanten multipliciren, so kann ich durch Multiplication mit ge- 
eigneten Potenzen von multiplicativen Primformen bewirken, dass die 
Substitutionen S/ genau gleich werden und dass die e» die einzigen 
Verzweigungspu'nkte auf der Flache sind. 

Die entsprechenden Exponenten verwandter Formenschaaren an den 
Stetten e,- Jconnen sich dann nur um ganze Zahlen unterscheiden. 

Bildet man die Fundamentalrelation der Substitutionen (S. 160) fur 
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zwei in diesem Sinne verwandte Forrnenschaaren , so stimmen die 
linken Seiten der Relationen genau iiberein, da ja die simultanen 
Multiplication en, um welche die A x , B x sich unterscheiden konnen, 
mit alien Substitutionen vertauschbar sind und sich daher ganz heraus- 
heben. Dann konnen aber aucb die rechten Seiten nicht verschieden 
sein, und wir haben mithin den Satz: 

Die Grade verwandter Fortnenschaaren Mnnen sich nur um game 
Zahlen imterscheiden. 

A lie die bisherigen Definitionen und Satze gelten uneingeschrankt, 
welcher Art auch die einzelnen Substitutionen S { sein mogen. Fiir 
die nun folgenden Betracbtungen wird es aber vielfach bequemer sein, 
zunachst den Fall auszuscbliessen , dass mehrere Elementartheiler einer 
Substitution Si (vergl. Frobenius, Ueber die Elementartheiler der Deter- 
minanteu, Berl. S. B. 1894, p. 31) dieselbe Nullstelle haben; d. h. wenn 
unter den Exponenten l tl , k i2) ... hn eines Punktes e,- solche existiren, 
die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, soil immer nur dem 
grossten dieser Exponenten ein Fundamentalzweig ohne logarithmische 
Glieder in der Entwicklung entsprechen. Welche Modificationen unsere 
Satze in den ausgeschlossenen Ausnahmefallen erfahren, werden wir 
nachtraglich leicht aussprechen konnen , wahrend die Beriicksichtigung 
derselben von vornherein zu manchen Weitlaufigkeiten in der Dar- 
stellung fuhren wurde. 

Es soil jetzt ein bestimmtes in der Classe vorkommendes Ex- 
ponentensystem 

hi , hi , • . • hn (i = 1, 2, . . .s) 
als „Normalexponentensystem" zu Grunde gelegt werden. 

Wenn dann die Exponenten irgend einer Formenschaar der Classe 
an der Stelle e t von den entsprechenden Normalexponenten verschieden 
sind , so sage ich , die Formenschaar habe an der Stelle e; einen 
„NebenpunM u , und unter der Multiplicitat desselben verstehe ich den 
Ueberschuss der Exponentensumme iiber die Summe der Normal- 
exponenten. 

Sind alle Exponenten an der Stelle e* grosser als die entsprechen- 
den Normalexponenten, so soil e ; eine „ Nullstelle" heissen, und zwar 
eine Z-fache, wenn I der kleinste Ueberschuss eines Exponenten iiber 
den entsprechenden Normalexponenten ist; ist mindestens ein Exponent 
kleiner als der entsprechende Normalexponent, so heisse die Stelle eine 
„Unendlich]ceitsstelle", und zwar von der Multiplicitat I, wenn der 
grosste Fehlbetrag eines Exponenten gegen den entsprechenden Normal- 
exponenten gleich I ist. 

Ein „reiner NullpunM besw. UnendlicKkeitspunM" liege vor, wenn 
alle Exponenten um ein und dieselbe Zahl grosser bezw. kleiner sind, 
als die entsprechenden Normalexponenten; ein „reiner Nebenpunlct" 
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wenn mindestens ein Exponent gleich dem entsprechenden Norrual- 
exponenten und keiner kleiner als der entsprechende Normalexponent ist. 

Nach diesen Festsetzungen kann ich nun insbesondere von „gansen 
Formenschaaren"- der Classe sprechen, d. b. solcben, die nirgends 
Unendlichkeitsstellen besitzen. 

Jede nicht ganze Formenschaar der Classe kann icb jedenfalls 
durch Multiplication mit multiplicativen Primformen in eine ganze 
Formenschaar der Classe verwandeln. Desgleicben kann ich jeden 
Nullpunkt einer Formenscbaar durch Division mit einer Potenz der 
multiplicativen Primform beseitigen. 

Ferner will ich fur die Substitution en A x , B X) die sich ja bei 
den einzelnen Formenscbaaren der Classe noch um simultane Multi- 
plicationen mit Constanten unterscheiden konnen, ein System von 
^Normalsubstitutionen" so festlegen, dass die Normalsubstitutionen 
sammtlich die Determinante 1 haben. Diese Normirung der A X) B x 
enth'alt natiirlich noch eine gewisse Willkur, insofern ja die Deter- 
minante einer solchen Substitution gleich 1 bleibt, wenn man die Sub- 
stitution noch mit einer simultanen Multiplication mit einer nten 
Einheitswurzel combinirt. Im Uebrigen hangt diese Normirung auch 
von der Auswahl der unabhangigen Variablen g t) z % ab. 

Mit Beziehung auf die ausgewahlten Normalsubstitutionen sage 
ich, irgend eine Formenschaar besitze das „ Multiplicatorsystem" 
a x = e 2i7tax ) $ x = e intx , wenn ihre Substitutionen A x , B x aus den 
entsprechenden Normalsubstitutionen durch Combination mit einer 
simultanen Multiplication aller Zweige mit a x , (i x hervorgehen. 

Es gelten folgende evidenten Satze: 

Sind TT', TT", . . . TT W irgend n verwandte Formenschaaren von 
den Graden S l} d 2 , . . . S n und mit den Multiplicatoren a' x , (i x , 
a' x , /J*; . . . ci x ] , fi { x ] , so ist die aus ihren Zweigen gebildete Deter- 
minante 

1 ' A =1,2, ...n, 

wenn sie nicht identisch verschwindet, eine multiplicative Form vom 
Grade S t -f S 2 -f • • • + d n , welche bei Umlauf um e { den Multiplicator 
i inli , langs der Periodenwege A x . B x die Multiplicatoren a' K a' x . . . a 1 ? , 
fix fix ■ • ■ Px n) aufweist. 

Zwischen irgend n + 1 Formenschaaren der Classe besteht eine 
identische Relation der Gestalt 

9> TT + 9>JT'H + <je„nw = 0, 

miter q> Q , (p u .. . y n unvereweigte multiplicative Formen der Flache 
verstanden, deren Grade und Multiplicatorsysteme die Grade und 
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Multiplicatorsysteme von TT, TT', ... TT (n ' zu ein und demselben Grad 
und Multiplicatorsystem erganzen. 

Die <p sind namlich einfach den Determinanten der Matrix 

fc= 0,1,2,...* 

1 "* l &<= 1,2,... n 
proportional. 

Wenn n Formenschaaren TT', TT", . . . TT 1 "' der Classe so ausgewahlt 
sind, dass Hire Determinante 

ft = 1, 2, . . . n 



I TT W 
1 1/, 



mc/i£ identisch verschivindet , so lasst sich jede Formenschaar TT der 
Classe in der Gestalt darstellen: 

TT = ^TT + 9> 2 TT + • • ■ + 9>»noo, 

worin qD 1? 91,, . . . q> n unverzweigte multiplicative Formen von den 
Graden d — d l , d — S 2 , . . . 8 — S„ und mit den Multiplicatoren 

!?,£. ^..fej.* ,£, bedeaten. 

Umgekehrt liefert jede derartige Barstellung eine Formenschaar der 
Classe. 

Es giebt gewiss n Formenschaaren der Classe, der en Determinante 
nicht identisch verschwindet , und durch welche man also alle Formen- 
schaaren linear darstellen Icann; z. B. unter TT irgend eine beliebige 
Formenschaar der Classe verstanden , die Schaaren 

TT, DTT, Dm, . ..D— >TT. 

zy zy zy 

Hieraus folgt insbesondere der Satz: 

Jede Formenschaar TT geniigt einer linearen Differentialgleichung 
nter Ordnung: 

D"T] + g>, D— 1 !! + (p 2 D"- z T\ -| j- ^_,Dn + <p n T\ = 0, 

zy zy zy zy 

worin <p x , <p 2 , • ■ ■ <p n algebraische Formen von den Graden — 2 m, 
— 4m, • • • — 2nm sind, auf der en nahere Natur ich nicht eingehe. 

§4. 
Darstellung der ganzen Formenschaaren durch eine Basis. 

Ein System von irgend n linear unabhangigen ganzen Formen- 
schaaren der Classe nenne ich eine „ Basis" der Classe. 

Jede Formenschaar, die sich aus einer Basis mit Hiilfe ganzer 
multiplicativer Formen als Coefficienten zusammensetzt, ist eine ganze 
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Form der Classe; jede gemeinsame Nullstelle der Coefficienten ist eine 
Nullstelle der dargestellten Form. 

Aber das Umgekehrte , dass jede ganze Formenschaar der Classe 
durch die Basis vermittelst ganzer multiplicativer Formen als Coef- 
ficienten darstellbar sei und dass jede Nullstelle der dargestellten 
Formenschaar zugleich eine gemeinsame Nullstelle aller Coefficienten- 
formen sei, — was beides auf dasselbe hinauskommt — , ist iin All- 
gemeinen nicht richtig. 

Eine Basis, welche diese Eigenschaft hat, dass sich durch sie alle 
ganzen Formenschaaren der Classe vermittelst ganzer Formen als Coef- 
ficienten darstellen, nenne ich eine „Minimalbasis". 

Unter der Determinante einer Basis IT, 17", . . . TT<"> verstehe ich 
die aus den n entsprechenden Zweigen der n Formenschaaren gebildete 
Determinante 

n ~\^ I 11 = 1,2,. ..n. 

Die Determinante verschwindet an den Stellen e t mindestens in der 
Ordnung A,- = X n -\- X {i -j- • ■ • -\- l in und hat im Uebrigen keine Un- 
endlichkeitsstellen. Sie ist eine multiplicative Form, welche bei Um- 
lauf um e { den Multiplicator e 2inii , langs der Periodenwege A x , JB X 
die Multiplicatoren a' x a". . . . a x n) , fi' x fi x . . . ^ erhalt. 
D hat also die Gestalt 

D=YJP(.se i f>.F q (s 1 ,s 2 ), 

unter F q eine unverzweigte ganze multiplicative Form vom Grade 

i = s 

«=i 
verstanden. 

Wenn man irgend eine ganze Formenschaar der Classe durch die 
Basis darstellt, so konnen als Nenner der Coefficientenformen nur die 
Primfactoren von F q auftreten. Ich bezeichne daher die Nullstellen 
von F q (s 1} g 2 ) als die „ Ausnahmepunkte " der Basis, und zwar soil 
eine Stelle x ein „x-facher AusnahmepunM" heissen, wenn F q daselbst, 
in Primformen gemessen, x-fach verschwindet. 

Die Natur eines Ausnahmepunktes ist durch seine „Elementar- 
exponenten" charakterisirt, welche in folgender Weise zu definiren sind: 

Es sei zunachst x von jeder der Stellen e t verschieden. Dann 

& = 1 2 ...» 
bedeute x = x. die Ordnung, in der die Determinante \j]*\ ' '" 

h — 1 , 2, . . . n 

an der Stelle x verschwindet, x 2 die Ordnung, in der alle ersten 
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Unterdeterniiuanten verschwinden , — wobei nicht ausgeschlossen ist, 
dass einzelne derselben, nur nicht alle, in hoherer Ordnung ver- 
schwinden — , 3£ 3 die Ordnung der zweiten Unterdeterminanten u. s. w., 
endlich x v die Ordnung der (v— l)ten Unterdeterminanten, wahrend 
die vten Unterdeterminanten nicht mehr samnitlich verschwinden 
rnogen. 

Die Differenzen 

welche sammtlich positiv sind und den Ungleichungen 

£, ^ « 2 ^ ' ' sS £ "-i ^ £ r > 

geniigen, nenne ich, im Anschluss an den Weierstrass'schen Begriff 

der Elementartheiler, die „ Elementarexponenten" der Stelle x. 

Wenn x mit einer der Stellen e, zusammenfallt, sind die Elementar- 

exponenten in gleicher Weise, nur statt vermittelst des Formenschema's 

I TT ( / ) 
Ini* 1 j vielmehr vermittelst des Systems 



zu definiren. 



In der Untersuchung der Natur eines solchen Ausnahmepunktes 
kaun ich mich kurz fassen, indem ich auf eine Note von mir in Nr. 2 
der Gott. Nachr. vom Jahre 1895 verweisen kann. Ich brauche nur 
anzugeben, welche Modificationen des dort angegebenen Beweises da- 
durch nothwendig werden, dass wir es hier mit Formen, statt mit 
Functionen, zu thun haben, und dass wir vou den darzustellenden 
Formen dasselbe functionentheoretische Verhalten verlangen, wie es 
die Basisformen besitzen. 

Man kann zuerst, eine passende Anordnuug der Basisschaaren 
IT, TT", . . . TT W vorausgesetzt , v Systeme von Constanten 

Av+i) a (»•+*) aM. jt'+i) j(H-2) aW. z)(-+i) a(*+2) a{«) 

auf eindeutige Weise so bestimmen, dass gleichzeitig die v.n Glei- 
chungen bestehen: 

rr/ (x u x 2 ) + 4 r+1) nj; +,) («„ *,) + 4" +2) ni v+2) (*„*,) + ■■• + ^ ni" 1 («,, «,) = o, 
n;>i,^)+4" +1, nr fII (^,^) +4 ,,+2) rri'+ 2, ( a ; 1 ,z 2 ) + • • • -mWo^ho, 

rtf'fo.ag +4" +1) ni v+1) (a;,,^ +4 v+2) ni* +2) (*„*,) + • • • + 4 K) ni n) (^,a; 2 )=o 

(A— 1,2,. . .«). 
Man construire nun n — v -f- 1 ganz multiplicative Formen 

4'fo , 2 ) , 4* +i) («, , «,) , ^r 2 ' (^ , 5,) , . . 4-v, .. *o 

deren Grade und Multiplicatoren sich mit denen der Schaaren 

rr, ni'+'i, nc+ 2 ) J . . . n<»> 
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zu ein und demselben Grade und Multiplicatorsystem erganzen, und 
welche an der Stelle *, = x x , z 2 = x 2 die Werthe der Constanten 
1, Al , Al , . , . Ai besitzen. Die Construction solcher Formen 
ist bei hinreichend hoch gewahltem Grade immer moglich. 

In gleicKer Weise construire man n — v -f- 1 ganze multipli- 
cative Formen 

A,"(s tt8l ), A^(z t , e a ), 4"+%, s 2 ), . . . 4"V,,* 2 ), 
deren Grade und Multiplicatoren sich mit denen von 

tt", tt("+ , ) 1 n<"+ 2 » ; . . . n<"> 

erganzen und welche fur #, = x, , s 2 = x 2 die Werthe 

I A*+>) A (''+2) j(») 

besitzen u. s. w. 
Dann sind 



P' 

P" 



pw _ 

P(«,a;) 



P(2, a;) 




i;'u lJ « ! )n"+4" +1, (s I ,«Ti('+') + i (.« ( , (i2!)n (.+2) + . . 


•+4»» (*„*,) TT«" 


P(*,») 




4 r, (*. , « J )nw+4 ,+,) («. - ^)TT <T+11 +< +2> (*, , «,)n<«+») + . 


■ ■+4 B »(« 1 ,« 2 'n< 



wieder ganze Formenschaaren der Glasse, und P', P", . . . P(*> , n ,v + 1 ' , . . . TT'" 1 
wieder eine Basis und zwar mit der Determinante : 



jj P(s e ^ -F, (*,,*,)• 



A[ (z, , 2 2 ) . A 2 (2, , s t ) . . . Al v) (Z, , St) 



i=l v 

Die Ordnung des Ausnahmepunktes x ist hierdurch um v erniedrigt, 
und zwar so, dass jeder der v Elementarexponenten um 1 verkleinert 
ist, wofur man den Beweis in der genannten Note in den Gott. Nachr. 
nachsehen mag. 

Durch Wiederholung des geschilderten Verfahrens beweist man 
genau, wie an der genannten Stelle, den Satz: 

Wenn e u e 2 , . . . e v die Elementarexponenten der Stelle x sind, nach 
abnehmender Grosse geordnet, so Mnnen die Darstellungscoefficienten 
<p u (p 2 , ... q) n einer gansen Formenschaar : 

TT = ^TT + ViT\" H \- «p»TTf-J 

an der Stelle x bis mr Ordnung e, unendlich werden; und awar ent- 
halten die e t -fach unendlich werdenden Entwicklungsglieder der <?,, <jp 2 , ... <jd„ 
so viele willhurliche Constanten linear und homogen, als Elementarexpo- 
nenten = e, sind , die e, — \-fach unendlich werdenden Olieder neben 
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den schon genannten so viele neue wilTkurliche Constanlen linear und 
mit den ersteren susammengenommen homogen , als Elementarexponenten 
^ e, — 1 sind, die e t — 2-fach unendlich werdenden Olieder so viele 
iveitere wilTkurliche Constanten, als Elementarexponenten ^> e i — 2 
sind, u. s. w. 

Die Gesammteahl der wiTTkiirlichen Constanten in den unendlich 
iverdenden EntwicMungsgliedern ist 

«i + e 2 + • ■ ■ + e r = x, 
d. h. gleich der Multiplicitat des AusnahmepunMes. 

Der Satz bleibt auch richtig, wenn x mit einer der Stellen e ( 
zusammenfallt; man hat beim Beweise nur statt mit dem Formensystem 

n (i) 

17/, mit dem System ^- T -- zu operiren. 

§5. 

Specielle Folgerungen. 

Die spateren Untersuehungen konnen wir so fiihren, dass nur 
zwei Specialfalle des aufgestellten allgemeinen Satzes benutzt zu 
werden brauchen, und ich will diese beiden Specialfalle daher noch 
besonders hervorheben. 

1) Einfacher Ausnahmepunkt: 

x l = I, v = 1 , e 1 — 1 . 
Die cp l) cp 2 , . . . q> n konnen an der Stelle z = x je einfach unendlich 
werden mit Coefficienten a,, a 2 , . . . a n , die in dem wohlbestimmten Ver- 
hdltniss stehen miissen 

CCi * CCn I * * ' '. CCji ^= jQ-4 ■ -^-o • * ' * • •£*-n j 

wo die A u A 2 , . . . A n den nicht durchweg verschwindenden zu einer 
Zeile gehorigen Unterdeterminanten der Determinante | TT£ (x { , x. 2 ) \ 
proportional sind. 

2) (n — l)-facher AusnahmepunM mit n — \ Elementarexponenten: 
x == n — 1, v = n — 1 , e, = e 2 = • • • = e M _i = 1 . 

Die q> { , <p 2 , ... (p n konnen an der Stelle s = x je einfach unendlich 
werden mit Coefficienten a t) a 2! . . . a„, die der einzigen wohlbestimmten 
Gleichung geniigen miissen: 

a l A l + a 2 A 2 + • • • + «- n A n = 0, 
wo die A {) A 2 , . . . A n den nicht durchweg verschwindenden Gliedern 
einer Zeile der Determinante | TTJ*' (#, , x 2 ) \ proportional sind. 

Die Wichtigkeit dieser beiden speciellen Satze, unmittelbar des 
ersten, beruht auf folgendem Satz, dessen Richtigkeit ebenfalls aus 
den Ueberlegungen des vorigen Paragraphen folgt: 
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Man Jcann stets eine Basis finden, welche nur einfache Ausnahme- 
purikte besitst. 

Denn indem man von der Basis IT', TT", . . . TT (n > zu der Basis 
?', P", . . . PM, W+V, . . . TTW flbergeht, erniedrigt man die Multi- 
plicitat des Ausnahmepunktes x urn v. Wahlt man dabei, — was stets 
raoglich ist — , die multiplieativen Formen A({e x , s 2 ), A 2 '(g x , s 3 ), . . 
..Ay ] (0 {) 2 ) so, dass ihr Product nur einfache Nullstellen besitzt, 
die von den Nullstellen der Form F q (is u g 2 ) sammtlich verscbieden 
sind , so hat man damit weder die Multiplicitat eines andern Ausnahme- 
punktes erhoht, noch einen neuen mehrfachen Ausnahmepunkt ein- 
gefiihrt. Durch Wiederholung des Verfahrens kann man schliesslich 
erreichen, dass nur einfache Ausuahmepunkte tibrig bleiben. 

In dem speciellen Falle ^3^0 kann man noch weiter gehen : 

Wenn p = ist, kann man stets eine Minimalbasis , d. h. eine 
Basis ohne Ausnahmepurikte finden. 

Wenn namlich p = ist, kann ich als unabh'angige Variable z 
eine einwerthige Function des algebraischen Gebildes zu Grunde legen, 
d. h. in einer scblichten #-Ebene operiren. Die Multiplicatoren kommen 
in Wegfall, die <p lf cp. 2) . . . q> n werden rationale Formen, P(s,x) 
geht in die Determinante (s, x) = n l x 2 — s 2 x l iiber. Die Nullstellen 
irgend einer gauzen rationalen Form beliebigen Grades unterliegen 
ihrer Lage nach keiner Beschrankung. 

Wenn nun x eine Ausnahmestelle der Basis T7', FT", . . . TT 1 ") ist, 
so kann ich mindestens eine gauze Formenschaar von der Gestalt 
finden 

p A'(e,,z 2 )-n' + A" fa, z 2 )TT + h ^""fo , g 2 )n'"» 

(ex) > 

in welcher nicht alle Formen A', A", . . . AW bei e = x verschwinden. 
Diejenigen der Formen, welche bei s = x verschwinden, kann ich 
geradezu durch ersetzen unbeschadet der Eigenschaft von P, eine 
ganze Formenschaar zu sein. Von den hiernach im Ausdruck von P 
noch iibrig bleibenden Schaaren TT', TT", . . . TT( M ' habe TT (a) den hochsten 
Grad. Dann kann ich den Coefficienten A^ («, , 2 ) direct als eine 
Constante, etwa 1 annehmen, und die ubrigen Coefficienten doch noch 
als ganze rationale Formen so bestimmen, dass P bei x nicht unend- 
lich wird. Fflhre ich nun das so gefundene P statt TT (a) in die Basis 
ein, so wird hierdurch die Determinante der Basis einfach durch (sx) 
dividirt, ohne dass neue Nullstellen eingefiihrt wiirden; durch Fort- 
setzung des Verfahrens kann man also alle Ausnahmepunkte be- 
seitigen, w. z. b. w. 
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§6. 
Einordnung der Falle mit ganzzahligen Exponentendifferenzen. 

Wir haben bei den Betrachtungen iiber Basisdarstellungen bisher 
die Falle ausgeschlossen , wo eine Substitution Si mehrere Elementar- 
theiler mit derselben Nullstelle besitzt. 

Denn die Angabe fiber das Verhalten ehier Basisdeterminante an 
der Stelle e,- beruht wesentlich darauf, dass den Fundamentalzweigen 
einer Schaar TT', d. h. den Zweigen, welche zu den Exponenten A n , 
X i2 ,... hn gehoren, nur auch wieder die Fundamentalzweige einer 
andern Formenschaar TT" cogredient sein konnen. Dies ist aber nur 
dann richtig, wenn die Substitution Si nur solche Transformationen 
in sieh gestattet, bei denen die Fundamentalzweige Fundamentalzweige 
bleiben, und dies ist nur dann der Fall, wenn die Elementartheiler 
der charakteristischen Function von Si lauter verschiedene Nullstellen 
haben. *) 

Es sei jetzt S eine solche der Substitutionen S { , deren charakte- 
ristische Function mebrere Elementartheiler mit derselben Nullstelle a 



und den Elementarexponenten e i} e 2 



s q besitzen moge. 



Wir 



brauchen die Aufmerksamkeit nur auf diejenigen £ = £,-{- e 2 -) \- e q 

Fundamentalzweige von TT' zu richten, welche diesen Elementartheilern 
entsprechen, da bei einer Transformation von S in sich selbst diese 
Zweige sieh nur untereinander substituiren konnen. Man kann dann 
diese s Fundamentalzweige so heraussuchen , dass ihre Substitution die 
Gestalt hat: 



S- 



*, 















s 2 











• 






• 






















s, 



Hierin bedeutet das in der ft ten Zeile und vten Colonne stehende 
Feld ein Coefficientenschema von s^ Zeilen und e v Colonnen, namlicb 



*) Fiir die Elementartheilertheorie der lineareu Substitutiouen vergleiche 
man die pag. 164 citirte Abhandlung von Probenius. 
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S v 



a 
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. 
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a 
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. 








a 


a . 


. 
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. a 
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. a 


a 
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. 








. 
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. 





0.. 


. 



Eine Substitution U, durch welche S in sich selbst transformirt wird: 
hat die allgemeine Gestalt: 



U=* 



011 


U a 






u lq 


u u 


U n 






u 2i 


• 










■ 










u gl 


u q2 






u M 



und zwar sind in dem einzelnen, aus s^ Zeilen und e v Colonnen be- 
stehenden Theilscbema TJ^ V alle diejenigen Glieder, welche in einer 
Diagonalreihe stehen, einander gleich und nur dann von verschieden, 
wenn die betr. Diagonalreihe in der ersten Colonne und in der letzten 
Zeile endigt, also z. B. 





WfiV 










*/„,- 


It 

wy,v 


Wj4 v 









nr 


U^y 


%/u v 
















r 











U (XV ===L 


tf 


%/J.V 










%/J.V 


tlfiv 


Ufi V 




























Uf.lV ^^ 















fit 


n 


M/it X 





fur 



fur £,. 



= 3 5 



3; f,, = 4; 



fiir 



4 , £„ = 3 . 
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Denken wir uns die Eleinentartheiler so geordnet, dass 



£i < £■> < £■! < • • • < s„ 



ist, so ist 





wn V 





. 


. . 






£/,,= 


tr 


Ufif, 
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.. o 


, 








- 1 ) _ 


• • Mjllfl 






11 {XV 







. .0 


0. ..0 






wu v 






. .0 


0. ..0 




t/jUr === 




• 
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• 


, wenn ft < v, 








X ) _ 


1A>(xv 


0. ..0 














. 














. 




t-//< r s=ss 


Hit? 





• 


. 


, wenn fi > v. 




%if_ L v 


^U V 




. 






flV 


(e„- 


] ) 


• ^'flV 







Die Fundamentalzweige von TT' seien, den Elementartheilern entsprechend 
in Gruppen (Hamburger'sche Untergruppen nach der in der Theorie 
der linearen Differentialgleiehungen ublichen Bezeichnung) eingetheilt: 

tf > , 24" , • • • < ) ; 2/i 2) » ^ , • • • »i!' ; • ■ • » y[ 9) . #' , • ■ - tff - 

ihre Exponenten 

j(D j(l) jtO. i(2) ;(2) j (2). . ,(?) , (s) 3(8) 

Ai , A 2 ,.../,,,, Ai , A 2 , . . . A,,, , . . . , A t , A 2 , . • . A. . 

Dabei sind die Exponenten in jeder der Gruppen nach abnehmendem 
reellen Theil geordnet. 

Durch die Transformation U geben die Zweige in 

yii) y"(D Y(i)- y< 2 > y< 2 > y< 2 >- • r<5) y<«> r<«> 

iiber, und zwar sind die Y der Reilie nach lineare Combinationen 
folgender Zweige y: 
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7« VOU y«); yW ; ... y (/ ) 

^' von ^M'; j^y^. ••$#>,#> 



7<" von <>, */<",... */<>>; j£ >,y<f>, . . . j£) ; . . . y<*> ? y( 9 ), . . . ^ 

If) VOn j,W). yf);...yi<> 

Ff von ^M; yM 3) ;...y{«>,j#> 

Y» fi von y?^?',...^, 2/f',^,..-^,;...^^',...^^ 



£.,- 






7f VOn y W, J#>, . . , y W ; y(*>, y<*), . . . y£) ; y(3) ; yffl . . . y(3) ; . . . y (,), y( 5 > } . . . y (,) 



l/PI ; . . . y<«> 



7f> von 

7f 'VOn yi^yf- . . . y( 9 ),y(,) 



> £ :r 



^ von ^.y?',...^; • • • #>,$>, ...^» f , 



(?) 



? c i> 



IM ,_ von #>, yf , . . . y(^ ; y(\y(3), . . . yl^ ; . . . y( 5 ), y(,l, . . . y 

Y tU+i von sf; ^if , ,«.y« , l+1 ; y[ 3 Wi\ -iC.,+i ? ••■^ ,, -^ , r-^l t , +1 ) 

7<3) VOn ^),y(»,...y(l); ymy^) ;> ..yW; y(3),yW,. . .y(3) ; ... yW,yW ...yM 

u. s. w. 

Die Exponeuten der Zweige F werden danach im Allgemeinen kleiner 
sein als diejenigen der entsprechenden Zweige y, niimlich gleich dem 
niedrigsten Exponenten, den einer der Zweige y hat, aus denen sich 

12* 
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das betreffende Y zusammensetzt. Sind (A), 1 , (A) 2 ' u. s. w. die Ex- 
ponenten der Y, so ist also: 

(A)} die kleinste der Zahlen A<'), A< 2 > , . . . A^ 



(A)<i> 

(A)f) 
W^e, 

We!' 

(A)f) 



(3) 



(*) 



W- 



=+1 



(A)' 3 ) 

We!' 



)? " 



>> » 



>; " 



v » 



!> >) 



» » 



v » 



» ji 



?> v 



» i> 



i) >? 



v j> 



ARAW....i<«> 



AO, AM, ... A<») 



• £ 1 > 



Af> ,. 


.. AW 


e,' • 


.. AW 


At, 1 ), A' 2 ' , , 

1 > e 2 — «,-J-l 


-^.H-i 


A' 1 ', A< 2 > , .. 

E, ' £-. ' 


A<«> 




Af , . . . A<9) 




A< 3 > , . . . A<«> 


A' 2 ) 


Ej-E.j+1' E a — Ej+1 


A< 2 > , 

Ej-E, > 


A' 3 ) , . . . A(?) 

E s — E, I Ej-E, 



f J-« I r 



: l? 



£0 £9 



c 2 c l I 



1 ' V-Ej + l» Ej-5,+1' Ej— El+1 



Ei ' Ej ' E 3 ' 

u. s. w. 



A'?) 

Ej 



Die Exponenten A U) , A U) , . . . A a ,>, A? 1 , . . . AlJ, die Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleichung der zu TT gehorigen linearen 
Differentialgleichung, will ich die eigentlichen , die Zablen 

(A)«>, (A)<V-.(< 

die modificirten Exponenten von TT an der Stelle e,- nennen. 

Dm jetzt wieder zur friiheren Bezeichnung der Exponenten einer 
Stelle ei zuriickzukehren, seien A a , A,- 2 , . . . A,-„ die eigentlichen, 
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Win W«3, • • • (^)i» die modificirten Exponenten, wobei nattirlich die- 
jeuigen Exponenten, welche zu Elementartheilern mit lauter verschie- 
denen Nullstellen gehoren, mit den entsprechenden modificirten Ex- 
ponenten ubereinstimmen. 

Wenn nun die Zweige 17/, TV, - . . TT; auch so ausgewahlt sind, 
sie gerade zu den Eponenten A n , l i2 , . . . l in gehoren, dass also 

P^T 71 ' P(«V"' ''"P(*e')*i. bei ei endlich bleiben oder h5ch - 
stens logarithmiseh unendlich werden (letzteres nur in dem Falle, 
wenn mehrere gleiche Exponenten vorkommen), so brauchen doch die 
entsprechenden zu einer verwandten Pormenschaar TT" gebildeten Aus- 

driicke r. ( \a-i ' D 7 "vu > ■ ■ ■ r, , V • selDst wenn TT" genau die- 

selben oder grossere Exponenten A n , A,- a , . . . l in besitzt, wie TT', bei 
e,- nicht endlich zu bleiben. 
Erst die Ausdriicke 

n, TT 2 TT„ 



P (b t ( )Wi i ' P (^ e.) <*»« ' P (« e.) l*H » 

miissen fur alle Formenschaaren TT, deren Exponenten grosser oder 
gleich In, A,- 2 , l in sind, endlich bleiben. 

Aber letztere Ausdriicke konnen auch noch dann endlich bleiben, 
wenn einzelne Exponenten kleiner sind als A,-i, A i2 , . A,-„, wenn also 
TT nach der fruheren Definition in Bezug auf A £1 , A,- 2 , . . l in als Nor- 
malexponenten bei e^ eine Unendlichkeitsstelle besasse; es diirfen eben 
nur die modificirten Exponenten von TT nicht kleiner sein als (A) ;1 , 
(A) i2 , • .(A); w . Das fuhrt uns darauf, fiir die Definition des Unend- 
lichwerdens an einer StelJe e { uberhaupt nicht die eigentlichen, son- 
dern die modificirten Exponenten zu Grunde zu legen. Wir sagen 
also, naehdem wir ein System modificirter Exponenten (A) n , (A) i2 , . . 
(A) in als Normalsystem festgelegt haben: 

Fine Formenschaar TT heisst lei s = e< endlich, wenn die Formen 

P7^j W"' Pjf^) W' 1 ' • • • P(^7) a)l " 

lei ei hochstens logarithmiseh unendlich werden; e t ist eine Unendlich- 
Iceitsstelle, wenn mindestens eine dieser Formen auch algebraisch unend- 
lich wird, eine Nullstelle, wenn alle Formen verschwinden. 

Hierbei sind unter TT, , TT 2 , . . TT» solche n Zweige von TT ver- 
standen, deren Substitution die zu Anfang dieses Paragraphen benutzte 
Normalform hat. 

Fiir die Determinante einer Basis TT', TT", . . TT< n) ergiebt sich der 
Satz: Die Determinante einer Basis verschwindet lei e f mindestens in 
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der Ordnung (A), = (A) n -|- (*)»•» + • • + Win, hat also den allge- 
nieinen Ausdruck 



n 



i-(W"' ?,(«,.»,) 



2 = * 4 + * 2 + •■ + *»- ■ 2( A )' ■ 

1=1 

Die Ausnahmepunkte der Basis, einschliesslich der etwa in den Punk- 
ten e,- liegenden, sind durch die Nullstellen von F t gegeben. 

Hier ordnet sich nun auch die arithmetische Theorie der algebra- 
ischen Functionen ein, wie sie von Weber und Dedekind*), Kron- 
ecker**), Hens el***) untersucht worden ist. 

Alle zu einer vorgegebenen w-blattrigen Riemann'schen Flache 
gehorigen algebraischen Functionen und Formen kann man namlieh 
als M-gliedrige Formenschaaren in der schlichten 0-Ebene, also von 
p = auffassen, deren Zweige bei geschlossenen Umlaufen von s um 
gewisse Punkte der #-Ebene, namlieh um die Punkte s, iiber denen 
Verzweigungsstellen der Riemann'schen Flache liegen, sich permutiren, 
d. h. eine specielle Art linearer Substitutionen erleiden. 

Mogen an einer Stelle e, ein v t -, v.-,-, . . v 2 - bl'attriger Verzwei- 
gungspunkt der Riemann'schen Flache iiber einander liegen, ausserdem 
vielleicht r schlichte Blatter, so dass 

v \ + v 2 + ' • + v q + r = « 
ist. Man sagt dann von irgend einer algebraischen Form, sie sei an 
der Stelle e,- endlich, wenn ihre modificirten Exponenten an der Stelle 
nicht kleiner sind als 



- — . . . " s x • — " ■ - 2 ^ • • • • — 

' J'l "i ' "[ »! "t *'S ' Vq ' Vq ■ Vq 

0; 0; . .0. 
Legen wir also diese als Normalexponenten zu Grunde, so wird 

Wi = Wn + (^ 2+ • • + Win= ^+ ^ + . + 3=1; 

(A); ist die halbe Gesammtmultiplicitat der an der Stelle e» iiber ein- 
ander liegenden Verzweigungspunkte der Riemann'schen Flache. 

Wir haben also folgende Sachlage: 

Wir Tibnnen alle algebraischen Functionen und Formen der Flache 
durch eine Basis 17', TT", . . TT ( "' von gansen algebraischen Formen ra- 
tional darstellen. 

*) Crelle's Journal Bd. 92. 
**) Ebenda Bd. 92. 
***) Ebenda Bd. 109. 111. 
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Die Deter minante der Basis ist ein Ausdruck von der Gestalt 



ZT(^) ' 2 



Vf-l 

2 



^J (*!,«,). 



worin das Product uber alle Verzweigungspunkte der Flache zu er- 
strecken ist, und F q {s u g t ) eine ganze rationale Form vom Grade 



<z = *i + * 2 + •■ + *.- ^(vi-l) 

ist, dereu Nullstellen die Ausnahmestellen der Basis sind. 

Da p = ist, so lidnnen ivir stets eine Minimalbasis finden, durch 
welche sich* alle gansen algebraischen Formen linear mit ganeen ratio- 
nalen Coefficienten darstellen lassen. Die Grade einer solchen mussen 
der Relation genugen 

*! + *» + ■■■+*. = \]£(V<-1). 

j = l 

Die Summe auf der rechten Seite konnen wir durch die Blatterzahl 
n und das Geschlecht p der Riemann'schen Flache ausdriicken. Wir 
bekommen so 

Anzahl der Ausnahmepunkte : q = 8 t -{-S 2 -\- ■ • -\- S n — n — jp — f— 1. 
Minimalbasis : 8 X -(- <?., -j- ■ ■ -j- d n = n -f- p — 1 . 

Die Determinate ist die Quadratwurzel dessen, was Weber, Dedekind 
und Kronecker als Discriminante der Basis bezeichnen, das Product 

V — 1 

17(sej) 2 ist die Quadratwurzel aus dem wesentlichen, F q (s u 2 ) die- 
jenige aus dem ausserwesentlichen Theil der Discriminante, welcher 
ja in der That ein Quadrat ist. 



§7- 
Reciproke Formenschaaren. 

Es werde jetzt jedem der s singularen Punkte e,- eine bestimmte 
Zahl (ii zugeordnet. Dnter <t> moge irgend eine derjenigen multipli- 
cativen Formen vom Grade 2p — 2 verstanden werden , welche bei 
canonischer Darstellung algebraisch sind (44 § 10). 

Ich nenne dann ewei Formenschaaren TT und Q reciprolce Formen- 
schaaren, wenn swischen ihren entsprechenden Zweigen eine Identitat 
folgender Gestalt besteht: 

TT,Q, + n 2 Q 2 H 1- n„Q„ = Yl PW* ■ *(*n *a)- 



ISO EliNST RlTTER. 

Damit zwei Formenschaaren auf einer Riemann'scben Flache in 
diesem Sinue reciprok zu einander sind, ist, wie leicht zu sehen, noth- 
wendig und hinreichend, dass sich ihre Grade d und 3' zu 

i=s 
!' = ! 

erganzen, und dass sich ihre entsprechenden Substitutionen von contra- 
gredienten Substitutionen nur urn solche Multiplicatoren unterscheiden, 
die sich zu den Multiplicatoren der rechts stehenden Form erganzen; 
letztere sind durch die Auswahl der unabhangigen Variablen g l} z 2 
und der Zahlen p,- vollstandig bestimmt, namlich bei kanonischen Va- 
riablen e x , s 2 (44, § 7) , 

bei eineni Umlauf S: c '"'"', 

- Si If w*' + f w "* +•• + /< w '*) 
bei eineni renodenweg A x : c " , 

-Si (e w e ' + n w*-\ \-n w e >) 

, . . ri • i -n ax " 1 a 2 a ' s a J 

bei einem renodenweg B x : e " 

Bildet man zu alien Formenschaaren einer Classe die sammtlichen 
reciproken Formenschaaren, so bilden die letzteren ebenfalls eine Classe, 
welche ich die „reciproke Classe" nennen will. Man hat dann den Satz: 

Ist TT eine Formenschaar der einen Classe, Q eine Formenschaar 
der reciproken Classe, so besteht eine Identitat: 

TT.Q, + TT 2 Q 2 + ■ • + TT„Q„ = fjP(se^i, Y(«,, z 2 ), 

i=l 

unter Y eine unverzweigte multiplicative Form vom Grade d-\- d' — /,f*, 

i = \ 

verstanden. 

Umgekehrt, wenn eine solche Identitat besteht, gehoren TT unci Q zu 
reciproken Classen. 

Wenn sich die Exponenten einer Formenschaar TT bei e,- von 
^n , A i2 , . . . &in nur urn ganze Zahlen unterscheiden konnen, so konnen 
sich, wie leicht zu sehen, die Exponenten einer Formenschaar Q der 
reciproken Classe von ft, — l n , (i { — X i2 , . . . (u,- — X in nur um ganze 
Zahlen unterscheiden. Es moge zuerst wieder der Fall des § 6 aus- 
gesehlossen sein. Wenn dann A n , l i2 , . . . X in die Normalexponenten 
der einen Classe sind, so will ich als Normalexponenten fur die reci- 
proke Classe die Zahlen X' n = ft,- — An, A; 2 = ft, — A,- 2 , K' in = ui — A,„ 
festlegen. Damit ist zugleich bestimmt, was man unter einer ganzen 
Formenschaar der Classe Q, und was man unter einer Basis zu ver- 
stehen hat. Ich behaupte jetzt: 
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Wenn eine Basis tier Formendasse TT gegeben ist, so lawn, man 
aus ihr stets anf einfache Weise eine Basis der reciproken Formen- 
dasse Q construiren. 

Man bilde namlich die w 2 ersten Unterdeterminanten des Schemas: 



tv n,"...n ( r ) 



rr n ' tt (m) 

multiplicire dieselben rait ^ j[ P{se i f i ~ 1 ' und bezeichne die so erhal- 

i— 1 

tenen Formen mit: 

Q/ Q," . . . Qi"' 

Q 2 ' S 2 "...Q| n) 



Q' Q" Q (,i) 
Fasst man dann die in einer Colonne stehenden Formen Q<*\ Qi*>, . . Q'*) 

als Zweige einer Formenschaar Q<*> auf, so bilden Q', Q", . . QW that- 
sachlich eine Basis der reciproken Classe. 

Wenn die Determinante der Basis TT', TT", . . TT*" 1 der ersten For- 
men classe 

Y]P( g e^F q ( Si! 2 ) 

ist, so heisst die Determinante der zur reciproken Formenclasse geho- 
rigen Basis Q', Q", . . Q<») 

oder, wenn ich 

A; i -j- A;2 -f~ ' ' " T" "■in = >*f*i — *i = "t 

setze : 

[Jp^fF,^,^- 1 . 
t=i 

Man sieht hieraus zugleich Folgendes: 

Jeder AusnahmepunM der Basis TT', TT", . . . W n) ist ein Aus- 
nahmepunM der Basis Q', Q", . . . Q w von (n — l)f acker Multiplicity. 

Es erhebt sich dabei sofort die Frage, welcbes die Elementar- 
exponenten eines solcben Ausnahmepunktes in Bezug auf die Basis 
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Q', Q", . . . Q ( "> sind, wenn seine Elementarexponenten in Bezug auf 
die Basis TT', TT", . • • TT'"' bekannt sind. 

Zur Beantwortung dieser Erage stiitze ich mich auf folgenden 
Determinantensatz : 

Es werde mit «."." ' . ^ eine Determinante bezeichnet, die aus 
dem Schema 



ct 2 \ «., , 



1 a 2 
1 i "i » • 



. . a n , 



a 1 , cr .... a" 

die x, -, x 2 -, . . . x,, 10 Colonne und die %-, « 2 -, . . . i ft [e Zeile enthalt; 
die Gesamintdeterminante des Scheuias sei A. 

Es seien ferner 



1 ' 


•1 2 
.1, , . 


..J- 


J 1 


.4./, . 


••^ 




^ • • 





die ersten Unterdeterrnirianten des Schemas der <\ x , und die Unter- 
determinanten des Schemas der A* niogen in entsprechender Weise, 

wie bei den a* mit A. 1 ' .*' . *" bezeichnet werden. 



>1 J '2 , 



Dann besteht der Satz: 



v 



<i . is, . . . ^ " — iV, >V, • ■ ■ i'n-fi 

wo nnter «',', i 2 ', . . . tj,^ bezw. x/, x./, . . . x' n _ fl diejenigen Zahlen 
verstanden werden, welche man erhalt, wenn man von den Zahleu 
1, 2, ... ii die Zahlen i i , i 2 , . . . i^ bezw. x,, x 2 , . . . x /t weglasst, 
und worin das Vorzeichen + von der Reihenfolge der Zahlen i,', i 2 . . 
. . i'n—ft bezw. Kj', x 2 ', . . . z'n-n abhangt. 

Hieraus folgt, wenn x,' ? % 2 , . . ■ , £,', s 2 , . . . dieselbe Bedeutung 
fiir die Basis Q', Q", . . . Q<") haben, wie x t , %.,,... , e u s 2 , . . . £„ 
fur die Basis TT', TT", . . . TT ,7! > (§ 4): 

x'v = Xn-fi+2 + (n — (l)X l 

Wenn also v Elementarexponenten s l} £,,... s v von Null ver- 
schieden sind, so sind von den Elementarexponenten . s^ , s 2 ',... die 
ersten n — v samnitlich gleich Xj , die folgenden v dagegen um «,., £,_i , . • 
. . «! hleiner als x t 
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S l =£*/ = ••* = e' n - r = X x = £, + £ 2 -f - • • -|-£ r 
&n—v-\~l ^ = ^] " £r 

*'n = *| — «i • 

Wenn a; speciell ein einfacher Ausnahmepunkt fur die Basis TT', 
TT", . . . TT W ist, so ist 

«j = 1 , £ 2 = f j = • • • = « r = 0, 

also 

£, == f 2 === ' ■ == £ n— 1 = 1 > f« = 0, 

a; ist also fiir Q', Q", . . . Q("> zwar ein (n — l)facher Ausnahmepunkt, 
doch konnen die Zusamruensetzungscoefficienten einer ganzen Formen- 
schaar Q an der Stelle x nur einfach unendlich werden, und zwar so, 
dass die 11 Coefficienten des Unendlichwevdens nur einer einzigen ho- 
mogenen linearen Gleichung zu geniigen brauchen. 

Des Genauern liegt die Sache so: 

Wenn x ein einfacher Ausnahmepunkt der Basis TT, TT", . . . TT (n) 
ist, so giebt es in dem Schema 

TT,' TT," . . . n<»> 

tv tt," . . . nw 
n; n: ... ttj,-» 

mindestens eine Zeile, deren zugehorige erste Unterdeterminanten fur 
2, = x { , z t = x 2 nicht sammtlich verschwinden. Das Verhaltniss der 
Werthe dieser Unterdeterminanten an der Stelle x ist wegen des Ver- 
schwindens der Gesammtdeterminante ein wohlbestimmtes, von der 
Auswahl der Zeile unabhangiges, etwa 

-"■1 ■ ■"-% '•'"'' -A- n . 
Andererseits giebt es wegen s„ = in dem reciproken Schema: 

Q,' Q," . • ■ fif 



Q a ' Q," . . . QW 
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roindestens eine Zeile, deren Glieder fiir l =x 1) s 2 <=x 2 nicht samint- 
lich verschwinden, und diese Glieder stehen, wegen des Verschwindens 
der (n — l) tcn Unterdeterminanten, an der Stelle z = x in einem wohl- 
bestimmten, von der Auswahl der Zeile unabhangigen Verhaltniss, 
n'amlich in genau demselben Verhaltniss 

■A-i : A 2 '. • • ■ A n , 
wie aus der Definition der Q unmittelbar folgt. 
Wir haben dann folgenden Satz: 
In einer ganzen Formenschaar: 

TT = <p,TT' + cp 2 W -j f- <p n W») 

diirfen die g> n q> 2 , . . . cp n je einfach unendlich werden mit Coefficienten 
a i} a 2 , . . . ct n , welche in dem Verhaltniss stehen: 

a j : cc 2 i • ■ ' - cc u = J±i ' Ji. 2 : • • • : A. n , 

und in einer gansen Formenschaar: 

Q = i> 2 Q' + f 2 Q" + • • + 0.QW 

diirfen die Vi> i>a ■ ■ ■ fnje einfach unendlich werden mit Coefficienten 
ft it /S, , . . . /S„, welche der Gleichung genugen: 

Jede Formenschaar TT lasst sich durch TT', TT", . . . TT ( "', jede For- 
menschaar Q durch Q', Q", . . . Q (n > linear ausdriicken: 

n = c^TT + <p 2 W + h <pM n \ 

Q = tf, Q' + ^ 2 Q" -1 1- i>n S (n) . 

Bildet man den Ausdruck 

n,Q 1 + n 2 Q 2 + -.- + n,Q„, 

so erhalt man 

9>i*i "2 n '' Q; + *i ^2 n:S;/ H + Vt *»2'Tr,Qi" ) 

+ pj*i2 tt ' q '' + <p 2 ^2' tt ^' + ■ • ■ + vit^wW 

i i i 

+ 9,*,^ i tti"q; -t- «p^ 2 2' tt !' !)q; '+ ■ • • + 9>^2 n W- 

Aus cler Definition der Q\ Q'\ . . Qi") folgen aber die Identitaten: 
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2 n* of = f7 p(« e ,f< . j-, ( Sl , 5j ) , 

^=« 

2n^!=0, wenn k§l. 
t=i 

In Folge dessen ist 

n 1 Q 1 + n,Q 2 H + n„Q re 

= /7 P C*' e 0'' i • F M , *t) ■ (9>jtfi + 9>2^2 H h 9>«tf»)- 

t=i 

Werni TT und Q nicht nur reciproken Classen angehoren, sondern 
selbst reciproke Formenschaaren im Sinne der Definition zu Anfang 
dieses Paragraphen sein sollen, so mussen die Producte F q (z i ,z 2 ).(p i .f 1 , 
F q [s if 2 ) . cp 2 . i[j 2 , . . . F q (g l , g 2 ) . tp n . tjj„ jedes eine multiplicative 
Form Q>2 P —2 (#, , z 2 ) sein , also <p v und ip v . F t (e t , s 2 ) mussen reciproke 
multiplicative Formen sein. Wir haben also den Satz: 

Ist 

TT = tp t Q' + <p 2 Q" H h <P«£ (n) 

irgend eine Formenschaar der Classe TT, so drucken sich die su TT re- 
ciprolcen Formenschaaren Q in der Gestalt aus: 

2 9 1 

unter <p{, <p 2 , . . . g> '„ multiplicative Formen verstanden, welclie zu den 
Formen <p,, q> 2 , . . . <p u beziehungsweise reciprok sind. (44, S. 312.) 



§ 8. 
Falle mit ganzzahligen Exponentendifferenzen. 

Ziehen wir jetzt auch die in § 6 besprochenen Falle mit in die 
Betrachtung , so andern sich die Angaben des letzten Paragraphen 
nur insofern, als an Stelle von l iu l i2 , • ■ ■ hn) k die modificirten 
Exponenten (A) n , (A)«, . . . (A),„; (A),- treten. 

Als Normalexponenten fur die Definition der ganzen Formen- 
schaaren sind sowohl in der Classe der TT, wie in der Classe der Q 
modificirte Exponenten zu Grunde zu legen. 

Ich behaupte nun: 

Wenn (A) a , (A)«, . . . (A),-„ brauchbare modificirte Exponenten der 
Classe TT sind, so sind (A') a = ft,- — (A),-i , (A') i2 = ft; — (A) i2 , . . 
. . ^') ia = (i ( — (A) in #er«de awc7« brauchbare modificirte Exponenten 
fur die reciproke Classe Q. 
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Ich will wieder, um unntttze Complicationen zu vermeiden, 
nur diejenigen Fundamentalzweige beriicksichtigen , welche zu Ele- 
mentartheilern der Substitution mit derselben Nullstelle gehoren, wie 
in § 6. 

Dann hat die zu S contragrediente Substitution 8' eine ahnliche 
Gestalt wie S: 



S' 



s { ' 















S 2 ' 



















■ 


■ 


— 














S t ' 



und ebenso naturlich jede Substitution, die sich von der contragre- 
dienten um eine simultane Multiplication aller Zweige rait einer Con- 
stanten unterscheidet. 

Dabei hat das Theilsehema S r ' die Gestalt: 



b v 



+ /3, 




-0, +/J- 

+ /J- 


■(-l) e '-'-/3 

. (-l)^- 2 -/3 

. (_ I)**- 55 . p 








•• +/J 



Die Theilsubstitution $,,' nimmt die gewohnliche Normalform an, 
wenn man sie vermittelst der Substitution 



. . 


. . 0, 


o, 


o, 


1 





o, 


o, 


-1, 








o, 


+1, 


+ 1, 








-1, 


-2, 


-1, 






t -l)'»- s .. .(-I/'" ,/,F ' -2 



a 2 ). (-o'^^T 2 ). (- i )' r_l ' ° 



trausformirt. 
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Sind also TT, , TT 2 , . . . TT e> , Fundamentalzweige von TT, welche eine 
Hamburger'sche Untergruppe bilden, so sind die contragredienten 
Zweige Q,, Q 2; . . . Q f> V on Q zwar nicht selbst Fundamentalzweige 
von Q, wohl aber die Combination: 

+ Q.„ 

c-ir- 1 ^ +('T 2 )Q.+( 6r F 2 )2. + • • • + 0.,-i). 

Wenn TT,, TT 2 , . . . TL V an der betreffenden Stelle die Exponenten 
(I) i > (V, • ■ • (A)£' baben, so sind die Exponenten von Q, , Q 2 ,...Q e 
der Reibe nacb & — (A)<*>, p , — (A)|" ; . . . ^ - (A)« , die Exponenten 
der Fundamentalzweige von Q dagegen dieselben Zahlen in umge- 
kehrter Reihenfolge 



(*)£ = *- (A)i". 

In der That, nur so sind sowohl die (A) wie die (/I') nacb ab- 
nehmender Grosse des reellen Tbeils geordnet, wie es bei eiuem Funda- 
mentalsystem der Fall sein muss. 

Icb behaupte nun: 

Wenn die (A) modificirte Exponenten sind, d. h. durch TJebergang 
zu einem andern Fundamentalsystem nicht mehr emiedrigt werden 
Mnnen, so sind auch die (A') modificirte Exponenten, d. h. Mnnen 
ebenfalls nicht durch TJebergang zu einem andern Fundamentalsystem 
erniedrigt werden. 

Damit namlich ein System von Exponenten (A), die sich nur um 
ganze Zahlen unterseheiden, ein modificirtes Exponentensystem sei, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die Gleicbungen auf S. 176 auch 
richtig bleiben, wenn man rechts fiir die A die links stelienden (A") 
selbst einsetzt. 
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D. h. in dem Schema 

W W Wi 3) •■•(*)? ) , 

(A)U) (A)<f) (A)g» (A)(jrt, 

(A)W (A)<f, 



(A)! 



miissen folgende Bedingungen erfullt sein: 

1) Die Zahlen jeder Colonne miissen nach abnehmendem reellen 
Theil geordnet seiD. 

2) Schiebe ich die erste Colonne, oder die ersten zwei Colonnen, 
u. s. w. , allgemein die ersten (v — l)-Colonnen jede so weit 
nach unten, dass sie mit der vten Colonne auf derselben 
Zeile endigen, so muss in den e v ersten Zeilen immer die 
vte Zahl den kleinsten reellen Theil haben, unbeschadet 
der Moglichkeit , dass auch noch andere Zahlen derselben 
Zeile denselben kleinsten reellen Theil haben. 

Die Bedingung 2) ist dann und nur dann erfullt, wenn einerseits 
in dem hingeschriebenen Schema die Zahlen jeder Zeile nach zu- 
nehmendem reellen Theil, andererseits in dem Schema, welches man 
durch Herunterschieben der Colonnen bis auf die letzte Zeile erhalfc, 
die Zahlen jeder Zeile nach abnehmendem reellen Theil geordnet sind. 
Colonnen, welche die gleiche Gliederzahl besitzen, miissen dabei aus 
denselben Zahlen bestehen. 

Und hieraus folgt nun unmittelbar der zu beweisende Satz. Denn 
das dem hingeschriebenen Schema der (A) entsprechende Schema der 
(A) erhalt man, indem man alle Colonnen bis auf die letzte Zeile 
herunterschiebt , dann die Reihenfolge der Zeilen umkehrt und endlich 
die (A)* durch (A')i^ ) .. |tI+1 = fi { — (A)* ersetzt. 

Es ist dann sof'ort zu sehen, dass das System der (AV genau 
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denselben Bedingungen geniigt, wie das der (T)\ dass also die (A)'; 
wirklich modificirte Exponenten sind, w. z. b. w. 

Wir konnen daher, wenn (A)„ , (A),- 2 , . ..(*),„ die Normalexponenten 
der Classe TT sind, ohne Weiteres 

(A')n = fH - (A)„ , (*),, = & - (X),- 2 , . . . {l') in = ^ _ (A),„ 

als Normalexponenten fiir die reciproke Classe annehmen, und es 
bleiben somit alle Entwicklungen des vorigen Paragraphen auch fur 
die zuerst ausgeschlossenen Falle bestehen, wenn man nur die 

in , A,- 2 , ■ • . A,-„; h iiberall durch (i) n , (l) n , . . . (A),- B ; (A),- ersetzt. 



§9. 
Ausdehnung des Riemann-Roch'sclieii Satzes. 

Ich verstehe jetzt unter einem „Biemann'schen Formensystem' 1 die 
Gesammtbeit derjenigen verwandten Formenschaaren, welehe ein und 
denselben vorgegebenen Grad, und ein und dasselbe vorgegebene 
Multiplicatorsystem besitzen. Die Gesammtheit der zu den Schaaren 
eines Formensystems reciproken Schaaren ist naturlich wieder ein 
Formensystem, das reciproke Formensystem. 

Wir stellen uns die Frage: 

Welches ist die allgemeinste Formenschaar TT eines Biemann'schen 
Formensystems, welehe nur an vorgegebenen Stellen bis su je einer vor- 
gegebenen Ordnung unendlich werden darf, und wie viele willkurliche 
Constanten enthalt eine derartige Formenschaar? 

Zuerst stelle ich die etwas einfaehere Frage: 

Welches ist die allgemeinste game Formenschaar eines Biemann'- 
schen Formensystems, und wie viele willkurliche Constanten enthalt sie? 

Es sei TT', TT", . . . TT ( "' eine Basis der Classe TT mit nur einfachen 
Ausnahmepunkten; eine solche Basis kann man ja nach § 5 stets 
finden. Die Grade von TT, TT", . . . TT' n) seien d 1} 8 2 , . . . <?„, ihre den 
Periodenwegen A x , B x entsprechenden Multiplicatoren 



«x, p*; <*?., Px] • ■ ■ «x , p* , 



ihre Determinante 



YJP^eif'F^^,), 

1=1 

7= S 

qmBdl + 9% + ... + d H -2(l)i 

und die Ausnahmepunkte, die Nullstellen von F q seien y',y",... y< a K 

Eine ganze Formenschaar TT des Formensystems vom Grade d 

und mit den Multiplicatoren a x , fi x muss sich in der Gestalt darstellen: 

Mathematiaehe Aunalen. XLVII. ia 
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wobei <Pi, <P2> • • ■ <Pn unverzweigte multiplicative Formen von den 
Graden d — d, , S — d 2) . . . d — d n und mit den Multiplicatoren 

— , st ; — , 577 ; • • ■ -n , — T-; smd, welehe nur an den etellen w ,« ,...«'«' 

je einfach unendlich werden durfen, aber mit Coefficienten , welehe 
noch gewissen Bedingungen genugen miissen. 

Die Coefficienten des Unendlichwerdens von go, an den Stellen 
y, y", . . . 3/(s) seien u' v , a", . . . a (9 >. Die Bedingungen, denen diese 
Coefficienten unterworfen sind, sind folgende: 

1) Die am Ende von § 7 angegebenen: 



r 


: a 2 : • ' 


• : a' n = A{ 


: A' : • 




a," : 


; a 2 " : • • 


■ : a,T = -4," : 


A/':-- 


. • ,4 " 




. U2 • 


• : aj?' = 4?' 


:4 S) : 


• • . -fi n , 



2) diejenigen Bedingungen, die aus der Theorie der multiplicativen 
Formen fiir die Unendlichkeitsstellen jeder einzelnen Form q> r folgen 
(44, S. 315): 

«v'<Pv'(yt, vi) + «»'>»' (.Vi"; «/ 2 ") + • • ■ + «t ?) 9v(yi q) , yf) = 0, 

wo fiir <p v der Reihe nach die sammtlichen linear unabhangigen ganzeu 
zu <p v reciproken multiplicativen Formen einzusetzen sind. 
Ich setze gemass den Gleicbungen 1) 



a{ = A} a 


cc 2 = A 2 a 


■ • a' n = A' n d ', 


tr A t> ft 

a, = A i a 


« 2 == A 2 a 


• • cc„ = A n a , 


a[ q) = 4 ?) « (,) 


<4 S) = 4 ?) « <9) ■ 


■■ af = A ( £a {i) , 



so dass ich nur noch q unbekannte Grossen a, a", . . . «'«' habe. 
Diese sind nun noch 'den Bedingungen 2) zu unterwerfen : 

(2') a A; <p r ' (y{, y 2 ') + a" A': (y t ", y 2 ") + • • • + « (s » 4 s) <p v ' {yf , yf) = 0, 

worin v = 1, 2, . . . n zu setzen und bei jedem v fiir cp v ' der Reihe 
nach sammtliche linear unabhangigen zu q> v reciproken ganzen Formen 
einzusetzen sind. 

Sei 6 V die Anzahl der linear unabhangigen ganzen Formen <p», 
6 y ' die Anzahl der linear unabhangigen reciproken ganzen Formen q> r ', 
so sind also die q Coefficienten a, a", . . . «<*' im Ganzen 6{ -\-6 2 '-\- •••-{■ <*» 
homogenen linearen Gleichungen zu unterwerfen. 
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Es mogen a' dieser Gleichungen eine identische Folge der ubrigen 
sein; dann sind q—^ Gv ' _)_ 6 ' der Ooefficienten a, a", . . . «<») will- 

V 

kiirlich. Da aber zu jeder der Formen <p v noch eine gauze Form <p v 
des betreffenden Grades und Multiplicatorsystemes hinzugefiigt werden 
kann, ohne dass die Coefficienten der Dnendlichkeitsstellen sich andern, 
so enthalten die <p v zusanimen im Ganzen 

6 =2 s > + 2~2 a; + 6 ' 

willkiirliche Constanten linear und homogen. 

Nach dem Riemann - Eoch'schen Satz fur gauze multiplicative 
Formen (44, S. 314) ist aber: 

V = <J — S v — p + 1 + (?„'; 

also ist, mit Rucksicht auf die Gleichung 

i = s 



t=i 



ean (a-p+i)-2!wi + s. 



i=i 



Die Zahl & ', die Anzahl derjenigen Gleichungen (2') , welehe identische 
Folge der ubrigen sind, ist nun genauer zu charakterisiren. 0' bedeutet 
die Anzahl derjenigen linear unabhangigen linearen Verbindungen der 
6 \ '+ s 2 '+ - • ' + G 'n Gleichungen (2'), welehe identisch verschwinden, 
d. h. in welchen die Ooefficienten von a, «", . . . « (?) jeder einzeln ver- 
schwinden. Denkt man sich die o"/ + <? 2 ' + • • • 0n Gleichungen (2') 
untereinander geschrieben, jede mit einer unbestimmten Constanten 
multiplicirt, alles addirt und die Coefficienten schliesslich = gesetzt, 
so erhalt man q Gleichungen von der Form: 

A" viivi", y 2 ") + A" f2 (yC> y{) +-+a: 9 w, y%) = o, 

4 9) 9l ' (yP, yi ] ) + A$> g> 2 ' {yf, yi") + • • • + A™ g>,; (yi»', j#>) = 
wo die t ' + a 2 ' + • • ' + <*«' unbestimmten Multiplicatoren der Glei- 
chungen (2') als willkiirliche Constanten in den ganzen Formen 
gp/, q> 2> . . . (p' n enthalten sind. 

0' ist daher die Anzahl der willkurlichen Constanten in denjenigen 
ganzen Formen <p t ', y 2 , ... y^ , welehe den obigen q Bedingungen 
genugen. 

Wir Ziehen nun die zu TT reciproken ganzen Formenschaaren 9. 

13* 
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mit heran, Die reciproken Formenschaaren iiberhaupt haben nach § 7 
die Form 



Q 



|"-' Q' + ^- Q" + • • .+|»Q(.). 



Wenn Q eine ganze Formenschaar sein soil, so dvirfen die Coefficienten 
in dieser Darstellung an den O-Stellen von F q nur einfach uuendlich 
werden, d. h. 93,', <p 2 ' . . . q>„ miissen ganze Formen sein. Die Coeffi- 

cienten des Unendlichwerdens von Jr- , -w- ' • • • -jjr an der Stelle y', 
sind proportional mit 

9>i'G/i'> 2/2'); <Pi(y\, 2/ 2 ')> • ■ • fniVi, yi)- 

Diese Grossen miissen also, wenn Q eine ganze Formenschaar sein 
soil, nach S. 190 der Gleichung geniigen 

A'vibli? 2/2') + 4 s > 2 '(y,', */ 2 ') H (- ^«>«'(y,', y 2 ') = 0. 

Entsprechend an den Stellen rj", . . . y^ : 

A t " <Pt (yi"> 2/2")+ M'V-'l (2/l"' 2/2") "I V A n <Pn («/l", 2/2") = °, 

AV Vi ' (y[' ] , yf) + 4 ? V (y? 1 , !#') +• - + 4?V« (2/^ 2/ 2 5 ') = 0. 

Es giebt also so viele linear unabhangige zu 17 reciproke ganze 
Formenschaaren, als es linear unabhangige ganze Formen 95/, <p 2 ', . • . g>» 
giebt, die diesem Gleichungssystem geniigen, d. h. da dieses Gleichungs- 
system mit demjenigen auf der letzten Seite identisch ist: 

a' ledeutet die Angahl der linear unabhangigen gansen m 17 
reciproken Formenschaaren. 

Und wir haben hiermit den Satz gewonnen: 

Die Angahl der linear unabhangigen gansen Formenschaaren 17 
eines gegebenen Formensystems ist 

o-np-p + V-^jify + S, 

! = 1 

unter g' die Angahl der linear unabhangigen gansen Formenschaaren 
des reciproken Formensystems verstanden. 
In Folge der Identit'aten : 

i = s 

S + d- -=2V, + 2p - 2, 

1=1 
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kann man dieselbe Gleichung auch in der genau reciproken Form 
schreiben 

1=1 

Hiermit ist der von mir in (44, S. 314) fur ganze multiplicative 
Formen ausgesprochene Satz, die Erweiterung des bekannten Brill- 
Nother'schen Reciprocitatssatzes , auf Riemann'sche Formenschaaren 
ausgedehnt worden. 

Es ist nun auch eine Leichtigkeit, die Anzahl der willkurlichen 
Constanten in einer Formenschaar mit vorgegebenen Unendlichkeitsstellen 
abzuzahlen, und damit die Ausdehnung des allgemeinen Riemann- 
Roch'schen Satzes anzugeben. 

Es sei TT eine Formenschaar des gegebenen Formensystems, welche 
an den s vorgegebenen Stellen x, x", . . . x& unendlich werden darf ; 
Stellen, an denen mehrfaches Unendlichwerden gestattet ist, mogen 
dabei so oft mitgezab.lt werden, als die betreffende Multiplicity 
angiebt. 

Es werde zur Abkurzung 

f. = P{sx) P(0x") . . . P(exM) 
gesetzt, und a x , b x seien die Multiplicatoren von f,. Es ist dann 
TT./ e die allgemeinste ganze Formenschaar des Formensystems vom 
Grade 8 -\- e mit dem Multiplicatorsystem a x cc X) b x § x . Die Anzahl 
der willkurlichen Constanten in TT ist daher 

i—s 

unter x die Anzahl aller linear unabhangigen ganzen zu TT . f e reciproken 

Formenschaaren verstanden. 

Die letzteren sind also 

Q_ 

unter Q die allgemeinste zu TT reciproke ganze Formenschaar ver- 
standen, deren sammtliche Zweige an sammtlichen s Nullstellen von e 
verschwinden. 

Mithin besteht der Riemann-Roch'sche Satz fiir Formenschaaren 
mit TJnendlichkeitsstellen : 

Die Anzahl derjenigen linear unabhangigen Formenschaaren TT 
eines Formensystems, welche an s vorgegebenen Stellen unendlich werden 
dtirfen, ist 

t — 3 

1=1 
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unter x die Anssahl aller derjenigen linear unabhangigen ganzen Schaaren 
des reciprdken Formensystems verstanden, welche an den sammtlicJien 
sugelassenen Unendlichkeitsstellen verschwinden. 



§ 10. 

Die CoefMenten der Unendlichkeitsstellen. 

In (44) habe ich auf den dort aufgestellten Riemann-Roch'schen 
Satz eine Darstellung der multiplicativen Formen durch Elementar- 
formen gegriindet, d. h. durch Formen, die nur an je einer einzigen 
variablen Stelle unendlich werden. Eine ganz entsprechende Theorie 
lasst sich jetzt mit Hulfe des verallgemeinerten Riemann-Roch'schen 
Satzes fiir die Riemann'schen Formenschaaren aufbauen. 

Bevor wir jedoch versuchen, eine Formenschaar, welche an vor- 
gegebenen Stellen mit vorgegebenen Coefficienten unendlich wird, 
wirklich darzustellen, miissen wir untersuchen, ob wir uberhaupt die 
Unendlichkeitsstellen und ihre Coefficienten ganz beliebig vorgeben 
diirfen, oder ob dieselben nicht etwa gewissen Relationen geniigen 
miissen. Ich will mich hierbei, wie uberhaupt bei den weiteren Ent- 
wicklungen in dieser Arbeit auf nur einfache Unendlichkeitsstellen 
beschranken. 

Eine Formenschaar T7 werde an den Stellen x', x", . . . #W je 
einfach unendlich. Um das Verhalten an einer dieser Stellen voll- 
standig zu charakterisiren , miissen wir angeben, mit welchem Coef- 
ficienten jeder einzelne der Zweige T^, TT 2 , . . . TT n an der Stelle un- 
endlich wird. Zu jeder Stelle x gehoren also n Coefficienten y x , y 2 , . . . y n , 
welche in der Weise definirt sein mogen, dass die Entwicklung des 
Zweiges 17* nach aufsteigenden Potenzen der Primform P(jsx) mit dem 
Gliede beginnt: 

d+i 



r-n p W-(§W) F ^' 



In diesem Sinne mogen zu den Punkten x'. x", . . . &(«> die Coefficienten 

Y\> Ytt • ■ -Yn\ Yi", Yi, - ■•Yn] . ■ = Yi\ j4'\ ■ • • ?»' gehoren. 

Welchen Relationen miissen diese Coefficienten geniigen? 

g(0 it e 2 ) se i irgend eine der zu TT reciproken ganzen Formen- 
schaaren. Dann besteht eine identische Relation: 

worin ^2^-2(^1, z 2 ) eine, wenn wir der Bequemlichkeit halber im 
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Folgenden immer kanonische Variabeln g % , « 2 zu Grunde legen, alge- 
braische Form vom Grade 2p — 2 ist. 

<S> 2p -2 wird nur an den Stellen x, x", . . . a;W je einfach unendlich, 
und zwar an der Stelle #M mit dem Coefficienten 

y^ff^xf), aW) + yp 9s (xM, xM) + • • • + ?«£,(*«, a£») . 

Nun muss aber nacb (44, S. 312) die Summe dieser Coefficienten an 
den s Stellen x, x", . . . *(•) gleicb Null sein, und dies muss der Fall 
sein, welche der o"' linear unabhangigen ganzen Formenschaaren 
g',g", . . . g (a) wir auch benutzen, d. h.: 

Die ns Coefficienten der e UnendlicMeitsstellen der Formenschaar 17 
mussen den <5' linear en Belationen geniigen: 

^ y^g: (*« , 4*>) = o, ^ jf > 9 7 (*w , <#)) = o, . • 

»', v i,v 

•.^yVgf\xV,xy) = 0. 

i, v 

Wenn es %' linear unabhangige lineare Combinationen der Schaaren 
g', g", . . . g^" 1 giebt, deren sammtliche Zweige an sammtlichen Stellen 
%',x",...x w verschwinden , so sind von diesen <s' Gleichungen nur 
<?' — x linear unabhangig, die y^ enthalten also genau n-e — G' -\-x 
willkurlicbe Constanten linear und homogen. Ausserdem kann man 
aber ohne Aenderung der y{ v) zu TT noch eine beliebige ganze Formen- 
schaar desselben Formensystems hinzufiigen, welche 

i—s 

<? = w (d- i 9+l)-2 7 (A) i + ff' 



= 1 



willkiirliche Constanten linear und homogen enthalt. Das giebt genau 

ns _ ' + x ' + = *(d+s-p+ 1) — 2 (A '* + T ' 

t=l 

linear und homogen in 17 enthaltene willkurlicbe Constanten, genau 
dieselbe Zahl, welche der Riemann-Roch'sche Satz giebt. 

Daraus folgt: 

Die angegebenen Belationen sind die einsigen , denen die Coefficienten 
yp der UnendlichMtsstellen m geniigen brauchen. 

Von den willMrlicJien Constanten in einer an den Stellen x',x",...x^ 
unendlich werdenden Formenschaar TT lommen ns — <?' + t' auf die 
Coefficienten der UnendlichMtsstellen und auf die in TT enthaltenen 
ganeen Formenschaaren. 

Diese Satze ermoglichen uns nun die Construction der gesuchten 
„Elementarformenschaaren". 
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§ 11. 

Die Elementarformenschaaren. 

Unter einer „ Elementarformenschaar erster Art" eines bestimmten 
Biemanrischen Formensystems verstehe ich eine Formenschaar 

A<*>(*,,* 2 ; x x ,x 2 ), 

tvelche sowohl in s l , s 2 , wie in x x , x 2 homogen ist, welche als Function 
von #, , z 2 e ^ ne Formenschaar des betreffenden Biemanrischen Formen- 
systems ist, und ausser an einer gewissen Ansahl fester Stellen b', b", . . . b^ 
nur an einer variablen Stelle x einfach unendlich wird, und zwar an 
Meter er so, dass nur der lite Zweig A*** mit dem Coefficienten 1 unend- 
lich wird, die iibrigen Zweige aber endlich bleiben. 

An der Stelle x soil die Entwicklung des Men Zweiges nach 
Potenzen von P(ex) mit dem Gliede beginnen: 

1=1 

Dies Glied ist aber, da die Primform in ihrem ersten Argumente vom 

Grade , in ibrem zweiten Argumente vom Grade p ~*~ ist 

(m = Blatterzahl der Riemann'schen Flaehe), wie man leicbt nach- 
rechnet, in x l} x 2 vom Grade des zuni vorgelegten reciproken Formen- 
systems; dasselbe muss daher, wegen der vorausgesetzten Homogeneitat 
in x 1} x 2 , von der Formenschaar uberbaupt gelten. Wir baben also 
den Satz: 

Wahrend die Elementarformenschaar als Function ihres ersten 
Argumentpaares natiirlich vom Grade 6 des vorgelegten Formensystems 
TT ist, ist sie als Function ihres zweiten Argumentpaares vom Grade 8' 
des su TT reciproken Formensystems Q. 

Es seien jetzt f'{s i} 2 ), 1" (z x , 8 2 ), ■ ■ • / w (2,, 2 ) 6 linear unab- 
hangige ganze Formenscbaaren des Systemes TT (2, , s 2 ) , und g'{x l ,x 2 ), 
g"{x 1 , x 2 ), . . . g { - a ' ) {x lL , x 2 ) 6' linear unabhangige ganze Formen- 
scbaaren des reciproken Systems Q(# 15 x 2 ), und irgend eine lineare 
Combination der /", f", . . . /"("l werde allgemein mit f{s x , z 2 ), eine 
solcbe der g', g", . . . <7 ( °'> mit g(x u x 2 ) bezeicbnet. 

Die Coefficienten des Unendlicbwerdens der n Zweige von A (i) als 
Function von e l , z 2 an der Stelle &W mogen mit /3 lr , /? 2r , ... p n ,v 
bezeichnet werden. Dieselben mussen dann nach dem vorigen Para- 
graphen mit der Stelle x durcb die 6' Relationen verbunden sein: 
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i,v 

(i) ^forgC (#>, #') = - </*" (*„»,), »" =» i. 2, . . . « 

i,» v = 1, 2, . . . r 

Ich behaupte: 

Diese Gleichungen konnen bei variablem x nur dann immer mit 
einander vertraglich sein, wenn es keine lineare Combination g(x t , x 2 ) 
der 0' Schaaren g , g", ... gW> giebt, deren s'ammtliche Zweige an 
s'ammtlichen Punkten 6', b", . . . & (r) verschwinden. 

Denn dann musste nach unseren Gleichungen der ftte Zweig dieser 
linearen Combination auch an der frei beweglichen Stelle x verschwinden, 
d. h. er musste identisch verschwinden, und dies ware, da wir die 
Gruppe immer als transitiv, die Formenclasse also als irreducibel 
voraussetzen , nur so moglich sein, dass alle Zweige von g(x x , x 2 ) 
identisch verschwanden. Es gabe also eine identisch verschwindende 
lineare Combination der g', g", ... g^' ] entgegen der Voraussetzung, 
dass g', g", . . . # (a 'l als linear unabhangig ausgewahlt sind. 

Wir miissen also die festen UnendlicMeitspunkte unserer Elementar- 
formenschaar nothwendig so auswahlen, dass Jceine game Formenschaar 
g(x l ,x 2 ) des reciprohen Systems an alien diesen Punkten verschwindet. 

Eine solche Lage der Punkte V, b", . . . 6 (r '» will ich kurz „all- 
gemeine Lage" nennen. Ich sage: 

Wenn nr < a' ist, so ist die Lage der Punkte gewiss nie all- 
gemein, wenn r > a' + p — 1 ist, so ist die Lage der Punkte gewiss 
immer allgemein, wie sie auch liegen mogen. 

Denn wenn nr < a' ist, so sind die nr Gleichungen 

a x gl (bf, m + a 29i "(b\ v) , ti>) +-■■+ «,<W, bf) = 
gewiss durch mindestens a' — nv' linear unabhangige Systeme nicht 
durchweg verschwindender a,, a 2 , . . . <v losbar. 

Andererseits , seien die r Stellen s'ammtlich Nullstellen einer 
ganzen Formenschaar g, so kann ich setzen 

g(x t , x t ) =jTf P(*6M) • h(x^x 2 ), 

wobei h(x u x 2 ) wieder eine ganze Formenschaar, allerdings von einem 
andern Formensystem als g, ist. Ich erhalte nun aber gewiss wieder 
ganze Formenschaaren desselben Systems wie g, wenn ich in vor- 
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stehendem Ausdruck I / P{x¥' ) ) durch irgend eine gauze multiplicative 



v=l 



Form cp vom selben Grade r und vom selben Multiplicatorsystem 
ersetze. Also muss die Anzahl e' der willkiirlichen Constanten in g 
mindestens gleich der Anzahl der willkiirlichen Constanten in einer 
ganzen multiplicativen Form vom Grade / sein, also mindestens 
gleich r — p + 1 . Wir haben also 

6"^r — p -f- 1 , 
r <[ <?' + p — - 1 . 

Wenn also r > 6' -\- p — 1 ist, kann gewiss keine Schaar g an alien 
Stellen verschwinden, w. z. b. w. 

Es seien nun also die Stellen V, i", . . . W r "> so gewahlt, dass sie 
allgemeine Lage haben. Es ist dann gewiss n.r ^ <>'. Ich setze 
allgemein 

nr = 6' -f- q. 

Wenn q > ist, so sind die Coefficienten /?,-,. in den festen 
Unendlichkeitspunkten &<>> durch die Lage des Punktes x nicht ein- 
deutig bestimmt, da die Anzahl der Unbekannten grosser ist als die 
der Gleichungen. Man muss daher, um vollige Bestimmtheit zu haben, 
noch q weitere Bedingungen hinzufugen, etwa q lineare Gleichungen 
von der Form 

(2) 2 ft* #» = °> 2 ft* Bi ' ; *= °> ■ ■ • 2 ft* B{ " = ° • 

i t v i, v i, v 

Dabei muss man aber die im iibrigen willkiirlichen Hiilf'sconstanten 
Bi'r, B" v , . . . B^v so wahlen, dass die Determinante der linken Seiten 
des gesammten Systems der 6' -f- g' Gleichungen von Null verschieden 
ist, was gewiss moglich ist, da wegen der vorausgesetzten allgemeinen 
Lage der Punkte V, b", . . . W" 1 nicht alle tf'-reihigen Determinanten der 
aus den Coefficienten der linken Seiten der Gleichungen (1) gebildeten 
Matrix verschwinden. 

Durch die bis jetzt getroffenen Bestimmungen ist nun allerdings 
die Elementarschaar A ( *'(#, , s 2 ; x it x 2 ) noch nicht vollstandig definirt — 
denn man kann unbeschadet der gegebenen Bedingungen noch irgend 
eine lineare Combination der Schaaren f {g l} g 2 ), f"(z u £ 2 ), . . ./ ,(0 '' (8 } , 2 ) 
mit beliebigen Formen d'-ten Grades von a;. , x 2 als Coefficienten hinzu- 
f iigen — , aber wir werden sehen , wie wir auch die noch willkiirlichen 
Formen von x ly x 2 in A (4) annehmen mogen, dass die N®(is l , e 2 ; x 1 ,x 2 ) 
doch schon zur Darstellung einer beliebigen Formenschaar TT (m 1 , s z ) 
durch ihre Unendlichkeitsstellen brauchbar sind ; und noch mehr, (im 
nachsten Paragraphen) , dass sie gleichzeitig zur Darstellung einer 
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Formenschaar &(#,, x 2 ) des reciproken Systems durch ihre Unendlich- 
keitsstellen brauchbar sind. 

Ich behaupte also zun'achst: 

Vermittelst der definirten Elementarformenschaaren A w («) , 2 ; x \ > #2) 
und vermittelst irgend 6 linear unabhangiger ganger Formenschaaren 

f ( s i 1 i) > f" ( s \ > e i) > • ■ • f [a ' C^i j ^2) ^«^w w»aw die allgemeinste Rie- 
mann'sche Formenschaar TT (e l , ,s 2 ) cfes vorliegenden Formensystems dar- 
stellen , welche an s vorgegebenen Stellen x, x", . . . x<- l "> mit den vorgegebenen 

Coefficienten y{, y 2 ', . . . y»'t Yi', Vt, ■ ■ ■ Yn] ■ • ■ y[' ] , Y^ > • • • V* ] un ~ 
endlich wird. 

Ich behaupte namlich , die allgemeinste derartige Formenschaar ist 

Vi A' (s lt s 2 ; »,', x 2 ') + y,"A' (% , « 2 ; x{ ', x?") + ■ • 

..+yi"A' (*,,*,; a*", 4") 

+ ?V A" («,, « 2 ; a;,', O + y 2 "A" (*,, # 2 ; <', x 2 ") + • ■ 

TT (*,,*,) = •• + ^'A" (s u s 2 ; atf',*!?) 

+ y« A w (»i » V> *n *s') + y«' ^"K'n %; asi", *i") + * 

•■ + ^A W (. 1 ,. 2; ^',^ ) ) 

+ y. /*(*!, *») + Vif\»x>h) + ■■• + y°f (a \h , **)• 

An den Stellen a;', a/', ... a; 1 '' werden die einzelnen Zweige der dar- 
gestellten Schaar in der That in der verlangten Weise unendlich. Es 
ist nur noch zu zeigen , dass die Summe an den Stellen b', b", . . . W> 
endlich bleibt. Sei /S,"'> der Coefficient des Unendlichwerdens von TT, 
an der Stelle U v \ so setzen sich diese Coefficienten aus den entsprechen- 
den Coefficienten fif der verschiedenen Elementarschaaren 

linear zusammen: 

Sie genugen in Folge dessen einerseits den 0' Gleichungen 

i,v *iC 



', i' 



t,^ 



I.T *•■" 
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andererseits den q' Gleichungen 

i, v 

l\ V 
h v 

Nach den Relationen, denen die vorgegebenen Coefficienten yjjf' ge- 
nugen miissen, ist aber auch in jeder der ersten a' Gleichungen die 
rechte Seite gleieh 0. Da die Determinante der linken Seiten des 
Systems von ((?' + p') Gleichungen nicht verschwindet, so miissen daher 
alle Coefficienten /J**' = sein, was zu beweisen war. 

§ 12. 
Die Elementarschaaren als Punctionen der Unendlichkeitsstelle. 

Wir wollen jetzt die Natur der n zu einer Stelle x gehorigen 
Elementarschaaren 

A'O,, s 2 ; ajj, x 2 ), A"(« t , « 2 ; x l} x 2 ), . . . A(">(s 1; e 2 ; x u x 2 ) 
als Functionen des zweiten Argumentpaares x n x 2 untersuchen. 

Wir haben bereits im vorigen Paragraphen gesehen, dass es 
Formen von x { , x 2 vom Grade 6' der reciprokeu Formenschaaren Q sind. 

Wie in (44, S. 329) bezeichne gW, 4*> bezw. #<*>, x 2 *> denselben 
Punkt mit denselben homogenen Coordinaten , wie e il z 2 bezw. x x , x 2 , 
aber nach Ausfiihrung irgend eines auf der Riemann'schen Flache ge- 
schlossenen Umlaut's. Zur Bequemlichkeit der Darstellung mogen 
kanonische Variable zu Grunde gelegt werden, d. h. solche, in welchen 
die Formen Q>2 P ~ 2 die Multiplicatoren 1 besitzen. 

Lassen wir s 1} s 2 einen geschlossenen Umlauf s 1} z 2 \ z[*1, s 2 x) aus- 
fiihren, so erleiden die Zweige einer Elementarschaar A (i) die zu diesem 
Umlauf gehorige Substitution S: 

Af'(4 x) , 4 X) ; x t , fl5 2 )=« 1 , Ai*Vi, *r> x i> x i) + «is A^fo, 2 ; x v x 2 ) + • ■ 

• ■ + ai»h%\*i, f> 2 ; Xi,x 2 ), 
h2 ] {s ( iK 4 X) ; x lt x 2 )= a 2i Af'Oi , z 2 \ x lt x 2 ) + a 22 ^(g lf h'i x v #2) + ' ' 

• • + « 2n /$\e 1) 2 ; Xi,x 2 ), 

hf(0[ x) , 4* J ; x v « 2 ) = «„iA ( i W (* 1 , «,; x it x 2 ) + «„ 2 A^ 0„ « 2 ; x v x 2 ) + ■■ 

■ ■ + UnnAnHSl, *1 \ X \ , #2) • 



Riemann'sche Formenschaaren auf algebraischen Gebilden. 201 

Wahrend A'*' an der Stelle x die Coefficienten 0, 0, • • ■ 1, • • • 
hat ; hat die neue Formenschaar als Function von *,,.*, aufgefasst, 
die Coefficienten a li} a u , ■ ■ • « s4 • A w (a 1 ,** , 4*'; a^, x 2 ) ist als Function 
von «,, s 2 zwar wieder eine sich linear substituirende Formenschaar 
vom Grade d, aber mit einem andern Substitutionensystem: nam- 
lich wenn A w (%» s ii x \i x i) die Substitution T erleidet, erleidet 
A w («f , J *lr ) ; x v x 2 ) die transformirte Substitution 8~ x T 8 ■ A m {s[ x \ 4*'; *„ *,) 
ist auch nicht selbst eine Elementarschaar des neuen Formensystems, 
wohl aber ist 

A* , A'(4*', zf ; *„ * 2 ) + A t 2 A"(4 x) > 4 X) ;»!,*»)+•■■ + A*. AW^ 1 , 4 X) ; x t ,xj 
eine Elementarschaar, deren ft-ter Zweig mit dem Coefficienten 1 un- 
endlich wird, wenn man unter A** die durch die Gesammtdeterminante 
dividirten Unterdeterminanten des Systems der an versteht. 

Wir wollen nun zusehen, wie sich die durch einen Umlauf von 
x i , x 2 zu erhaltenden neuen Formenschaaren 

A w (* I ,v,*M ) ) 
an der Stelle x verhalten. 

Schreiben wir die Reihenentwickelungen der eiuzelnen Zweige von 
A w («, , 2 ; x x , x 2 ) an der Stelle x hin : 

A'/'O&i , 2 5 x \ > #2) — endlich , 
Ag*'^, ,0 2 'i x x, x 2 ) — endlich , 

f&(M llh i *„*,) - J7P(xe > .)'"-.(J|f;) ,J+, P(^)- 1 + endlich } 



A» '(«] , f>; a?! , x 2 ) = endlich , 
so konnen wir diese Reihenentwicklungen nicht dazu benutzen, urn 
an ihnen einen geschlossenen Umlauf der Variablen x t , x 2 auszufiihren, 
da wir hierbei nothwendig den Convergenzbereich der Reihen uber- 
schreiten mussten. Wohl aber konnen wir einen simultanen Umlauf 
von e t , 2 und x y , x 2 ausfuhren, indem wir nur X , 2 und x L , x 2 immer 
hinreichend nahe bei einander bleiben lassen. 

i=s 

Man sieht dann, wenn a der Multiplicator des Products J£ P{xe t )'' i 

langs des Weges ist, dass die Zweige von A'W, **°i *?'• 4") sammt- 
lich endlich bleiben mit Ausnahme des ifcten, dessen Coefficient sich 
aus 1 in a verwandelt. S m {&\ *?'; *x\ 4" 1 ) ist nun als Function 
von g u 8 2 eine Schaar des Systems mit deD Substitutionen S 1 TS, 
und zwar das afache einer Elementarschaar, also von 
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«A il A'(4 X) , 4 X) ; *i, » 2 ) + aAjaA"^ 1 , 4"'.; *,, «,) + • • 

•• + «A i ,A w (*l" , ,«i" ) ; ar n a 2 ) 

uur um eine gauze Formenschaar des Systems mit den Substitutionen 
S~ 1 TS unterschieden. 

Fiihre ich nun d{'\ 4*' langs des durchlaufenen Weges wieder 
zurfick bis g u z 2 , so ergibt sich also, dass l^ x) {s i , e 2 ; x[ , x^) von 

aAiiA'Ou a 2 j #i> ^2) + aA i2 A"(£j, « 2 ; a;,, » 2 ) + • • 

• • + aAjfcaAWfa, g 2 ; SB,, fljj) 

nur um eine ganze Formenschaar des Systems mit den Substitutionen 
T unterschieden sein kann. 

aAjti sind aber gerade die Coefficienten derjenigen Substitution S\ 
welche die reciproken Formen Q beim Umlauf ^ , 2 ; /i\ /4* 1 erleiden. 
Wir bezeichnen diese Coefficienten dementsprechend mit «** und wir 
haben also folgendes Verhalten der Elementarschaaren gegenuber Um- 
lauf en einerseits von Z\,s 2} andererseits von x x , x 2 : 

A?' (« ( i* ) , 4 X) ; x t , x. 2 ) = a, , Af^!, 2 ; »„ a; 2 ) + «, 2 A^O,, « 2 ; «„ ar 2 -f • • 

• •+«i«A?(5 1 ,« 2 ; a?„a; 2 ), 

A?' [0i\ zV ; «!, a„) == o„ A^'fa, 2 2 ; »„ »,) + « 22 Af'foi s 2 ; x t , x 2 )+-- 

■• + a 2n A^ ) (e l ,0 2 ;x i ,x 2 ) } 



(1) 



A^VA 4 z, ;a; 1 ,a; 2 ) = a„ 1 A ( 1 t) (« J , v> aJ 1 ,aJ 2 ) + « n8 A^ ) (^,« 2 ; rc„a; 2 )+ •• 

' "T~ Knnl\n (^j,^; X X) X 2 )- 

A/ ( i ef 1 ,«f 2 ;a;i* ) ) 4'") = «nA/(«,, 2 ; a; 1? » 2 ) + «igA,-"(«n # 2 ; *i >#![) + "• 

■ • + «i'nAi S) («i,%; af t , x 2 ), 

+ Hft» (*„ a,) ■/;'(*» *,) + HiV (a;,, a?,) ■/;"(*„**) + ■ • 
••+Hi*j(* 1 ,a; 2 )-/f' , (* 1 ,s 2 ) ) 
A,-" («„«,; M* ) ,;4 x, )= =!a ai A/ (« n « 2 ; a;,, a; 2 ) + a 22 A/'(«i, ^ 2 ? ajj, a? 2 )H — 

■ • + «5 K A.i n) (^,« 2 ; x^xj, 

'• +H ( ,"i ) (* 1 ,a 2 )./i'(« 1 ,« J ) + Hg 1 ( a;i ,« J )./i"(*i.» 1 )+- 

; •■ + Hirj(«„a5,)-/?* ) (*i,*,), 

Al B) (*„* 2 ;a:i* ) ,a!g' ) )=a„'iA/($ 1) « 2 ; a;,, a; 2 ) + a^A/'O), a 2 ; a?„a; 2 ) + -- 

(- « n ' a A; B) (^, s 2 ; a;,,a; 2 ), 

+ HlTUar,, ^ 2 )-/'/(^,^) + Hi1(^ ) .T 2 )./;"(^^2) + - 
■• + HK(*„a! J )./?" ) (/» l ,* 1 ) l 
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Die ntf- Formen (Tten Grades von x v x 2 : H« hangen davon ab, 
wie man die in den Elementarschaaren AWfa, * 2 ; x l: x 2 ) noch ent- 
haltenen willkiirlichen Functionen von x festlegt. 

Ich will hier uber die Art der Festlegung dieser willkiirlichen 
Formen noch gar keine Voraussetzung machen; eine specielle Art der 
Festlegung werden wir im nachsten Paragraphen kennen lernen. 

Wie aber aueh die willkurlichen Formen in den Elementarschaaren 
angenommen sein mogen, immer konnen wir den fundamentalen Satz 
aussprechen : 

Fassen wir in dem Formensystem : 

A s '(*i, « 2 ; %i, Xz), A 2 "(«,, *,; ajj, x 2 ), . . . Ai"'(*i, * 2 5 *w **), 

A*'(0j,V> «i,s 2 ), A, fa, # 2 ; »!, * 2 ), . . . Al B) (^,« 2 ; *!,»,), 

die Formen je einer, etwa der Men, Colonne als Zweige einer Formen- 
schaar A<*>fa, e 2 \ x i} x 2 ) auf, die Formen je einer, etwa der iten, Zeile 
als Zweige einer Formenschaar A,- fa , 2 ; x x , x 2 ) , so sind die Formen- 
schaaren 

A'0i» »%\ x u «i)i A"fa, 2 2 ; »„ »,), . . . A«fa , s 2 ; *,,*,), 
afe Functionen von s x , z 2 aufgefasst, m der Stelle x gehorige Elementar- 
schaaren fur die Darstellung der Schaaren TTfa , 2 ), dagegen die 
Formenschaaren 

*M fa ) &l'l X i ) *2/J ~ "2fa> ^2) ^l* -"2/; . • • — A 7 , fa, # 2 } iCj , # 2 ), 

afe Functionen von x x , x % aufgefasst, zu der Stelle gehorige Elementar- 
schaaren fur die Darstellung der recijproken Schaaren Q (x x , x 2 ). 

Der erste Theil der Behauptung ist einfach eine Recapitulation 
des Ergebnisses des vorigen Paragraphen; der zweite Theil ist noch 
zu beweisen. 

In der That werden die Formenschaaren — A;fa,jz 2 ; x \> x i) an 
der Stelle als Functionen von % x , x 2 in der Weise einer Elementar- 
schaar unendlich, da alle Zweige ausser dem iten endlich bleiben, und 
die Entwicklung des iten Zweiges: 

sich in eine Entwicklung der Gestalt 

1=1 

umformen lasst. 



204 Ernst Ritter. 

Es seien 0, s", . . . 2 ( "> die Unendlichkeitsstellen einer Formen- 
schaar Q(os, , x 2 ) und j//, }/ 2 ', . . . jv ; j> t ", y 2 ", . . . yZ\ . . . g[ e \ y't\ . . . yl e) 
ihre Coefficienten. Diese Coefficienten mussen naturlich den 6-Rela- 
tionen geniigen: 

Setzen wir nun 

•■-yl ,, AMU ,) 5 *,,*,), 

- ya'A**'^,', * 2 '; *,, «a) — jV'A£ H (*i'> %"; *i, * 2 ) 

2* (*, , *,) = ■ • - ?4 e) A? 1 (si", 4 f) ; asj , «,) , 



— y» A?'(V> « 2 '-, *i - #2) — y» Alf'^i", 2 "; *, , » 2 ) — 

• • — Yn l\„ \Zi ,02 , %\, X 2 ) t 

so sind 2,, 2 2 , . . . 2* die Zweige einer Riemann'schen Formenschaar 
Q(x lt x 2 ), d. h. sie sind vom Grade d' und erleiden bei Umlauf der 
Variablen x i , x 2 die Substitutionen : 

2, (4*', x 2 x) ) = «A 2,(3!, , x 2 ) + «,' 2 Q^a;, , x 2 ) + • • ■ + «l'n 2„(j; 1 , a? 2 ), 
Q 2 (4 Z) , 3; 2 Z) ) = «2i 2,(3!!, a; 2 ) + a 2 ' 2 Q 2 {x u x 2 ) -f ■ • ■ + « 2 'n 2„ (a;, , a? 2 ), 

2„(4* ) > 3&°) == «„' 12,(3;,, a? 2 ) + a„ 2 Q 2 (x x , x 2 ) + • • • + a n '„2„(3;,, * 2 ). 

In der That folgt aus dem Verhalten der einzelnen Elementar- 
schaaren, aus denen 2 zusammengesetzt ist: 

2* {x { i\ xf ] ) = at 1 2, (x ] , x 2 ) + «i' 2 2 2 (a;, , x 2 ) + 1- a*' B 2 n (a;, , x 2 ) , 

- Hi*l(x t , x 2 ) ■^yt ) f i '(0[ fi) A" ) - Hfffo, x^^y^fi'i^,^) - • • 

>. i« 
Hierin sind nun nacb den Relationen, denen die yW geniigen mussen, 
die Summen in der zweiten Zeile sammtlich Null, und die rechte 
Seite reducirt sich also auf die erste Zeile, w. z. b. w. 

Es ist zweitens zu beweisen, dass die Schaar 2 (a;, ,a; 2 ) an den Stellen 
z\z", ■ . -2 (s) in der verlangten Weise unendlich wird und dass sie an keiner 
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weiteren Stelle unendlich wird. Das Letztere ist im Grunde nur ein Special- 
fall des ersten ; denn ich brauche nur die beliebige weitere Stelle als eine 
Stelle gl'+D mit den Coefficienten y^ + V = 0, y<H-D = Q, . . . y(» + i) = 
zu den Stellen s', g'\ . . . S M hinzuzufiigen. 

Ich beweise zuerst folgenden Hulfssatz: 

Die Summe ist gam unabhangig davon, wie man die in den 
A (i) Ot , e 2 5 x i> x z) enthaltenen willkurlicJien Formen von x x , x 2 festlegt. 

Irgend zwei A« mit verschiedener Festlegung der willkiirlichen 
Formen konnen sich namlicb nur urn einen Ausdruck der Gestalt 

f(B x , s 2 ; x u x 2 ) = hf\x t> x 2 )f'{ h ,g 2 ) + hi k \x u x 2 )f" («„ b 3 ) + • • 

■■ + K«\x u x 2 )f\ ei ,z 2 ) 

unterscheiden , die mit den verschiedenen AW gebildeten Summen 
Q k (x s , x 2 ) also nur um einen Ausdruck 

- M*W* 2 ) J^Wl ^n-^Xx^x^^^f/'i^, 4 l) ) - • • 

■■-h^(x lr x 2 )^^f} a) (^,^), 

i,ft 

und dieser Ausdruck ist nach den zwischen den yW bestehenden Re- 
lationen identisch Null. 

Wir konnen nun, wie wir im nachsten Paragraphen leicht zeigen 
konnen, die A li) (#,,# 2 ; x lr x 2 ) immer so einriehten, dass irgend eine 
bestimmte Stelle § keine Unendlichkeitsstelle fiir AW als Form von 
x x , x 2 ist, d. h. dass die im vorigen Paragrapben gegebene Definition 
von A (i) nicht versagt, wenn x in die Stelle £ riickt. 

Wahlt man g speciell als eine der Stellen e, z", . . . #<*', ^'*+ 1 ', 
etwa als s^\ so werden alle Elementarformen mit Ausnahme der- 
jenigen mit dem ersten Argumentpaar sf\ sf ] an der Stelle endlich 
bleiben und nur Ai i) (4'" ) , 4 1 "'; x lf x 2 ) wird fiir x = $M mit dem Coef- 
ficienten — 1 unendlich. Es wird also Q k (x t , x 2 ) an der Stelle «W that- 
sachlich mit dem Coefficienten yM unendlich, wie verlangt. 

Nun ist aber die Summe von der Festlegung der willkiirlichen Formen 
in den einzelnen Elementarschaaren uberhaupt unabhangig; dasResultat 
bleibt also auch bestehen , falls einzelne der Summanden als Formen von 
ajj , x 2 an der Stelle % unendlich werden sollten. Die accessorischen Un- 
stetigkeiten der einzelnen Summanden heben sich eben gerade heraus. 

Dass auch etwaige, nicht durch die Gruppe bedingte Verzweigungs- 
stellen der Elementarschaaren als Functionen von x it x 2 sich heraus- 
heben, folgt schon aus der Betrachtung des Verhaltens der Summe bei 
Umlaufen von x t , x 2 . 

Die Summe wird also nur an den vorgegebenen Stellen in der 
vorgegebenen Weise unendlich, besitzt den richtigen Grad und das 

Matheinatische Auiialen. XL VII. " 
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vorgeschriebene Verbalten gegeniiber geschlossenen Umlaufen des 
Argumentpaares x 1} x 2 . Sie kann sich also von der gesucbten Formen- 
schaar nur urn eine ganze Formenschaar des gegebenen Grades und 
Multiplicatorsystems unterscheiden, und wir baben demnach den Satz: 
Die Zweige der allgemeinsten Formenschaar Q (x t , x 2 ) des reci- 
proken Systems, welche an den Stellen «', 0", . . . £<*> mit den Coeffi- 
cienten y{, y 2 , . . . y„; y", y 2 ", . . . yl; . . . y[ c \ g%\ . . . y { ^ unendlich 
wird, lassen sich in der Gestalt darstellen 

Q k (x t ,£,)= — 7,'AfVi', K\ x i, x i) — 2V'Ai 4) «> **"> x t> x i) — 

■•-y^APVi'U"; x„x t ) 

— y 2 t$ e) {z{, *,'; x it x 2 ) - y,"A?V» <\ x \, *0 

• ^2 '»2 (#1 j #2 ) %\ } %i) 

— Y*$\h'> s i\ x n x i) - n'Af 1 ^", ^2"; *i» #2) 

• • — y n A M ^1 , 02 ; #1 ; ai 2 j 

+ Vi9i(*i> x ?) + y«^*C*i» x i)-\ V V*$\*\,*t), 

unter g, g", . . . g < -""> irgend 0' speciell ausgewahlte ganee Formenschaaren 
des reciproken Systems verstanden. 

Die Elementarscbaaren A(#,, 2 2 ; x \> x z) sma " daber sowohl fur die 
Darstellung der Scbaaren TT(# 1( s 2 ) wie der reciproken Schaaren 
Q(x l} x 2 ) braucbbar. Als Formen von e l , s 2 sind sie selbst Riemann'scbe 
Formenscbaaren des Systems TT(#,, z 2 ), dagegen als Formen von x x ,x 2 
sind sie im Allgemeinen nicbt selbst Riemann'sche Formenscbaaren 
Q(x i ,x 2 )j erst ibre in ricbtiger Weise gebildeten Summen sind Rie- 
mann'scbe Formenscbaaren. 

Indem ich die scbon bei der Tbeorie der multiplicativen Formen 
von mir angewandte Sprechweise aufnehme (Bd. 44 § 13), kann ich 
also sagen: 

Die Schaaren A(% ; s 2 ; x t ,x 2 ) sind als Formen von #, , s 2 Elementar- 
schaaren erster Art des Systems der W[z l ,s 2 ), als Formen von x i ,x i 
Elementarschaaren sweiter Art des Systems der Q(x 1 ,x 2 ). 

Wir konnen natiirlich aucb das System Q (x x , x 2 ) als das ursprung- 
licbe anseben und fur dieses Elementarschaaren erster Art A(x v x 2 ; 0„0 2 ) 
construiren, welche dann fur das System der 17 (s i , 2 ) im Allgemeinen 
Elementarscbaaren zweiter Art sein werden. 

Es stehen uns also immer swei Arten von Elementarschaaren fiir 
die Darstellung eines Systems 17 {e l , e 3 ) sur Verfiigung ; die der ersten 
Art sind nothwendig Riemann'sche Formenschaaren desselben Systems, 
die der eweiten Art miissen nur dann nothwendig Riemann'sche Formen- 
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schaaren des Systems sein, wenn es in dem reciproken System keine 
ganzen Formenschaaren gibt. 

Die Elementarschaaren erster Art sind Elementarschaaren sweiter 
Art fur das reciproke System und umgelcehrt. 

Gibt es in dem letreffenden System keine ganzen Formenschaaren, 
so sind die Elementarschaaren erster Art mit unter denjenigen zweiter 
AH enthalten; gibt es dber im reciproken System keine gansen Formen- 
schaaren, so sind die Elementarschaaren sweiter Art des ersten Systems 
unter denen erster Art enthalten. Gibt es in keinem der beiden reci- 
proken Sy steme ganse Formenschaaren, so ist die Gesammtheit der 
Elementarschaaren erster Art mit der Gesammtheit der Elementar- 
schaaren zweiter Art identisch. 



Es sei 



§13. 
Normirung der Elementarscliaaren. 

nr =a + q, 9 >0, 
nr = g -f q, q J> 



gesetzt. 

Es seien u, u ', . . . mM r allgemein gelegene Punkte, d. h. von 
solcher Lage, class es keine ganze Formenschaar /"(«, , g 2 ) giebt, die an 
alien diesen Punkten verschwindet, und w , w", . . . w^ r'- in dem 
Sinne allgemein gelegene Punkte, dass keine ganze Formenschaar 
g (#! , x 2 ) des zu f(e t , s 2 ) reciproken Systems an alien diesen Stellen 
verschwindet. 

Unter der fiber die Lage der u', u", . . . u^ gemachten Vor- 
aussetzung verschwinden nicht alle tf-reihigen Determinanten der 
nr-reihigen und ff-zeiligen Matrix 



n (u[ v \ u n 


! 

! 




fl' Wt\ 14") 


*=1,2,. 


. . n, 


. 


1 


■ • r, 


/f'WU") 







worin f, /"', . . . /"<") irgend linear unabhangige ganze Formen- 
schaaren f bedeuten, und nur eine Reihe der Matrix hingeschrieben 
ist, aus der man alle Reihen erhalt, wenn man i die Zahlen 1 bis n, 
v die Zahlen 1 bis r durchlaufen lasst. 

Dann lassen sich aber q Systeme von je nr Grossen A[ y , 
A'i'y, . . . .4^' bestimmen, so dass die Determinante: 

U* 
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fi (4 r) , u' 2 v) ) 
fi"(u[ v \uP) 

A " 



von Null verschieden ist. 



■ft-iv 

Es verschwinden dann auch nicht alle p-reihigen Determinanten 
der wr-reihigen und p-zeiligen Matrix 

A.' 

A" 



■n-iv 

Man kann in Folge dessen 6 linear unabhangige Systeme von je 
nr Zahlen: a/„, a/», . . . a;> bestimmen, welche sammtlich den p Glei- 
ehungen geniigen: 

Si K ir-™-i v = U, 

i, V 

/i tt-ivAit = U, 

7, V 

Ieh behaupte nunmehr: 

.Erne game Formenschaar f{e t , s 2 ) , welche den a Gleichvmgen 






»',v 

genilgt, muss nothzvendig identisch verschwinden. 
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Deun setzt man 

so erhalt man fttr die 6 Coefficienten a u a 2 , . . . a a folgende 6 linearen 
Gleichungen 

«i2 a ^ f* w ' u * v) ) + a *2 a <* f" M" > «#') + ■ • 

i\ v i, v 

I, V I, » 

Wenn diese Gleichungen mit nicht durchweg verschwindenden a S) a 2 ,.. 
..a a vertraglich sein sollen, so muss eine die identische Folge der 
iibrigen sein, d. h. es muss O Grossen a,, a 2 , . . . a a geben, so dass 

>; («! «/r + « 2 «/» -I h «<J «!>)/;' W*', M2 V) ) = 0, 

^ («. «/» + « 2 «*» + • • ■ + «,«SVi" W, *4 v1 ) = o, 

1st. Setze ich nun zur Abkiirzung 

I , "I I (o) 

«, ft, r -f- « 2 «,„ -f- • ■ • -\- a a u iv = a iv , 
so genfigen die «,-» nicht nur den Gleichungen 

<,» 
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sondern wegen ihrer linearen Zusammensetzung aus den a' iv , «,»,... aft 
auch den p Gleichungen: 



/, Giv Ai, — U, 

I, V 



Da aber die Determinante dieses Gleichungssystems von Null ver- 
schieden ist, so miissen sammtliche a iv gleich Null sein, was wegen 
der linearen Unabhangigkeit der Systeme «/,., a/,', .. «;•" das Ver- 
schwinden der Zahlen «,, a 2; . . . a a nach sich zieht, Die zur Bestira- 
mung der a x , a 2 , . . . a a dienenden Gleichungen sind also linear un- 
abh'angig von einander, und es miissen also alle a i} a 2> ■ • ■ a„ gleich 
Null sein, d. h. die Formenschaar /"muss identisch verschwinden. 

Perner kann man den Satz aussprechen: 

Man Tcann auf eindeutige Weise 6 linear unabhangige game 
Formenschaaren f", f ", . . . f (0) durch die Gleiehungen defmiren: 



t, V 

2 



V«/;f/*)( M w jM W) = , 



v«!t , f/ A, (4 v) ;M r i ) = i, 



^J 



7, V 

Denn in den Bestimmungsgleichungen fur die Zusammensetzungs- 
coefficienten der ft*' aus irgend welchen beliebigen 6 linear unab- 
hangigen Schaaren /' ist die Determinante der linken Seiten von Null 
verschieden. 

Die Schaaren f'(^u s i)> f"( g \> s z)) ■ • • f (o) ( s i> s i) bezeichne ich 
jetzt als die normirten gansen Elementarschaaren des Systems 17. 

Jede beliebige ganze Formenschaar f des Systems TT lasst sich in 
einfachster Weise durch die normirten ganzen Elementarformen aus- 
driicken. 
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Es werde zur Abkiirzung gesetzt 

i,v 



Dann ist 

/■(*„ *,) = A'i'( gl ,0 2 ) + A" ("fa, g 2 ) + ... A w f <">(*, , *,). 

In gleicher Weise wie wir fur das System TT vermittelst der Punkte 
u, «", . . . mM und passend ausgewahlter Constanten A- v , Al' y , . . . A% ] 
sowie cc.' r> «/,', . . . a<°) die ganzen Elementarschaaren f, f", . . . f«»> 
construirt haben, construiren wir fiir das reciproke System Q ver- 
mittelst der Punkte w\ w", . . . w (r "> und passend gewahlter Constanten 
B' iv , S{ v , . . . B& sowie #■„, /3'/v, • . • §°v die ff' ganzen Elementar- 
schaaren g', g", . . . g(°') , welche in analoger Weise zur Darstellung 
aller ganzen Formenschaaren g verwendet werden konnen. 

Wir werden jetzt auch die Elementarschaaren A (z i , 2 ; x l} x 2 ) in 
bestimmter Weise zu normiren haben. Wir gehen von irgend einer irgend- 
wie construirten Schaar A (i) (0, ,0 2 ; x i ,x 2 ) aus, welche als Form von 
s, , ?, 2 die bewegliche Unendlichkeitsstelle x und die festen Unendlich- 
keitsstellen w, w", . . . w^" 1 hat, und zwar so, dass die Coefficienten /},-„ 
des Unendlichwerdens an diesen Stellen den q Relationen geniigen: 



/, fiivB'iv = 0, 

2 



V^bj; =o, 



2^^' = o. 



In der so definirten Schaar A w («,, 2 ; a:, , o; 2 ) sind noch a willkurliche 
Formen von x u x 2 enthalten, die wir auf folgende Weise eindeutig 
festlegen : 

Die Werthe der Zweige von A<*>(* 1; *jj x u x 3 ) als Function von 
an den Stellen u, u", . . . u^ sind Formen d'ten Grades von x u x 2 , 
ebenso die Summen: 
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2 alv Ai* ) (iti" ) , U2 V) ; x { , x 2 ) = A' k (x t , x 2 ), 

i, v 

2 «Z Al*' (<> , «i r) ; *, , x 2 ) = 4Z (*, , x 2 ) , 

i, v 

Ich setze dann 

A<*>(*,, ss 2 ; x lt x 2 ) = A(*)(*!, v> *,, aj 2 ) — A' On * 2 ) f '(«n « 2 ) 
- A> t , z 2 )f"Ou «,) 4 0) (^, * 2 )f w («„ *,), 

und bezeichne die so gewonnenen neuen Elementarformenschaaren als 
„normirte Elementarschaaren" '. Dieselben haben die Eigenschaft, dass 
die Summen: 

t'j' 

>/ all AS*' (m ( i v) , Ma ; xi , a> 2 ) , 

a V 

sammtlich versch winder). 

Die normirten Elementarschaaren sind auch als Form en von x lf x 2 
durch ihre Definition woblbestimmt; denn irgend zwei in gleicher 
Weise normirte Elementarschaaren konnten sich nur um eine ganze 
Formenschaar /"(«,, s 2 ) unterscheiden von der Eigenschaft, dass alle 
die a Summen 

i, v i,v * i, v 

verschwanden, und dann muss f{s t ,0 2 ) selbst identisch verschwinden. 
Vermittelst der normirten Elementarschaaren 

A'(*i, 2 2 ; x t , x 2 ), A"(0 lf z 2 \ x i} x 2 ), . . . A<")(*i, *j; a?!, » 2 ), 
sowie der normirten ganzen Elementarschaaren 

f'(*„*j), f («!,«,),... fW(*i 1*2) 
lasst sich jetzt jede beliebige Formenschaar TT(« l7 « 2 ) mit nur einfachen 
Qnendlichkeitsstellen in einfachster Weise zusammensetzen : 

TT(i? u 2 ) besitze die Unendlichkeitsstellen x, x", . . . x^ mit den 
Coefficienten y,', y 2 ', . . . y„'; y,", y,", . . . y'i; . . . yi 8) , y 2 8 ' , . . . yj, e) und 
es sei 
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1, V 



Dann ist 



i, v 



y/A' (* t> « 2 ; « t ', <)+ JV'A (*„ a 2 ; *,", as,") + • • 
■• + yWA' (*,,*,; 4",^')' 
+ y/A" («i, 2 2 ; x{, x 2 ') + y 2 "A" (2,, a 2 ; x", x 2 ") + ■ • 
TT («, , *,) = • • + jf > A" (*, , «, ; 4 S) , *<«>) , 

+ yiAM(*„ s 2 ; «/, as,') + y,"A<">(*i, *,? «,", a: 2 ") + • • 

+ ^T(* 1% ) + A'T'^,^) + • • • + -AWfWC*,, «,). 

Wir untersuchen nunmehr das Verhalten der normirten Elementar- 
schaaren A (a,, a 2 ; #j, x 2 ) als Formen ihres zweiten Argumentpaares x l , x 2 . 

Lassen wir x t) x 2 irgend einen auf dem algebraischen Gebilde 
geschlossenen Umlauf x t , x 2 ; #1° , x^ ausf iibren, so geht A ( *' (a, , a 2 ; x t , x 2 ) 
fiber in 

A U) (a, , s 2 ; a/*' , a& x) ) = «* i A' (a, , s 2 \ x x , x 2 ) + k/ 2 A" (a, , a 2 ; x i , x 2 ) + • • 

■ • + «*'» A<*> (*j , a 2 ; x i , a!j) + /<*' (a t , a 2 ) , 
wobei f^i^x, s 2 ) eine noch von a:,, x 2 abhangige Formenschaar ist, 
die als Function von e x , a 2 eine ganze Formenschaar des Systems TT ist. 
Wahrend aber x lf x 2 seinen Umlauf ausfiihrt, muss fortwahrend 
die Eigenschaft von A erhalten bleiben, dass die 6 Summen 

^ a/.AW,^; *,,*,), 

^^Af^'V/*;*,,^), 



"^^a^v^, *,,%> 



^i 



verschwinden ; es geniigt also die links stehende Formenschaar diesen 
e Gleichungen. Denselben Gleichungen geniigen aber aucb die rechts 
stehenden Schaaren A', A", . . . A<"», also mvisste auch die ganze 



214 Ernst Ritter. 

Formenscbaar f^' (#,, g 2 ) ^en 6 Gleichungen geniigen, woraus denn 
folgt , dass /"(*! (e 1 , g 2 ) identisch verschwindet. 

Wir baben als den Satz: 

Die n 2 normirten Elementarformen 

A,'Oi> « 2 ; %i> * 2 )» Aj"^,, * 2 ; a;,, » 2 ), . . . A^'On s 2 ; ^ , z 2 ), 
A 2 '(«i, * a ; «i, * 8 ), A 2 "(«,, s 2 ; *j, *,), . . . AiT'to, g 2 ; x u x 2 ), 

K(z t ,z 2 ] x i> x i), A„" («! , £ 2 ; a?j, aj 2 ), . . • Al n) (s n « 2 ; a^, * 2 ), 

siw<Z colonnenweise gusammengefasst Schaaren des Systems TT(0,, # 2 ), 
zeilenweise msammengefasst Schaaren des reciproken Systems derQ(x k ,x 2 ). 

Was baben nun die Stellen u, u", . . . M< r > und w, w", . . . w (r '> fur 
eiue Bedeutung ffir die Scbaaren A(s 1} e 2 ; x 1; x 2 ) als Function des 
zweiten Argumentpaares? Icb behaupte: 

An den Stellen w', w", . . . w^"> , welche fur die A als Functionen 
von g i , z 2 Unendliehkeitsstellen sind, verschwinden als Functionen von 
x x , x 2 die e' Combinationen 

2k* Ai^^oro, 

k,y 

Die Stellen w;', «p", . . . w^ r '> spielen also fur die n Scbaaren 
A t , A t , ... A„ als Functionen von x,, x 2 dieselbe Rolle, wie die Stellen 
u, u",.. .« (r} fiir die n Scbaaren* A', A", ... A'"> als Functionen von g n g 2 . 

Zum Beweise untersuche icb zuerst die Natur der einzelnen Form 

A<* ) (g t , g 2 ; wi v) , W2 ] ) als Function von g i} z 2 . Als solche wird sie 
nur an den Stellen w', w", . . . w^ unendlicb etwa an der Stelle «;"*' 
mit dem Coefficienten y^j*). Diese Coefficienten geniigen einerseits 
den 6' Gleicbungen 



yivffg (^ ) ,< , )=o, 



jSj rift 



1,/lI 



2^v («?°,«>n-o, 



'■m 



^^v^M^n-o, 



^ 

!,,« 
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andererseits den q Gleichungen 

/, 7*!? Hi'/* = Bi, v , 

2j y%^ Bi'/j. = B k \' v , 



»,i" 



Irgend eine unserer Summen, etwa 

2 ft., Al*> (e v *,, w?,w¥), 

A, v 

ist also ebenfalls eine Form von g [} g 2 , die nur an den Stellen 
w, w", . . . w> (/) unendlich wird und zwar mit den Coefficienten 

k,v » 

Die Coefficienten 8 i)t geniigen, gemass ihrer Zusammensetzung aus 
den y'.*'*) , den a' Gleichungen: 

und den q' Gleichungen 

X *i>-#»M = ^ (Ik.vBkv, 

i,/u. *» " 

X 8ipBi"n = j£j fik.vBk'r, 



i,f *»» 



i, f *i » 



In diesen letzteren Gleichungen sind aber die rechten Seiten nach 
der Definition der ft, gleich Null, so dass also die Cofficienten d,- u 
den Gleichungen geniigen: 
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ill 
ifi 

ifi 

«> 

Xi *«> ^> = o> 

■> 

Dies iet aber nur so moglich, class sammtliche d ifl = sind, dass 
^/J i ,A w (* 1 ,0,}«4" , ,ici") 

eine ganze Formenschaar des Systems TT ist. Nun genugt aber jeder 
Theil dieser Summe an den Stellen u, u", . . . u^ den 6 zu diesen 
Stellen gehorigen Relationen, also auch die Summe. Eine ganze 
Formenschaar aber, welche diesen Relationen genugt, muss identisch 
verschwinden, also auch unsere Summe, womit der bebauptete Satz 
bewiesen ist. 

Ferner behaupte ich: 

Die Stellen u, u", . . . w' r > sind die festen UnendlichkeitssteUen der 
Elementarschaaren i\i(e i} s 2 ; x { , x 2 ) als Functionen von #,, x 2 , und 
die Coefficienten a kv der Zweige einer solchen Schaar an den r Stellen 
geniigen den q Relationen: 

X. R kvMv = 0, 
k,v 

/, UkvAi' v = 0, 

k,v 

k. y 

{u, u", . . . u^ sind offenbar die einzigen moglichen Unendlichkeits- 
steUen von A,'*' als Function von x i} x 2 . Denn fur keine andere Lage 
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der Stelle x versagen die in der Definition von A<*' (0, , « 2 ; x x , x 2 ) vor- 
kommenden Bestimmungen. Damit ist der Beweis des zum vorigen 
Paragraphen benutzten Satzes nacbgeholt, dass man A<*>(0,, e 2 \ x x , x 2 ) 
so einrichten kann , dass die Definition fur eine bestimmte aber beliebige 
Lage % der Stelle x nicht versagt; denn offenbar kann man es immer 
so einrichten , dass keiner der Punkte u, u", . . . M< r > mit £ zusammen- 
fallt: Man braucht ja nur r > 6 -\- p — 1, und alle Punkte u von g 
verschieden zu nehmen, urn sicher allgemein gelegene Punkte u zu 
haben, die dieser Bedingung genugen). 

Die Stellen u, u", . . . M< r ) spielen also fur die Scbaaren A,- als 
Punctionen von x t , x 2 dieselbe Rolle, wie die Stellen w, w", . . . w^ r "> 
fiir die Schaaren A 1 *' als Functionen von z x , s 2 . 

Zum Beweise benutzen wir den Umstand, dass bereits nach dem 
vorigen Paragraphen die Schaaren Aj(#,, z 2 ; x l} x 2 ) als Functionen 
von x v , x 2 betrachtet Elementarschaaren des Systems Q(x x ,x 2 ) sind. 

Wir benutzen nun diese Elementarschaaren zur Herstellung einer 
Formenschaar Q (x t , x 2 ) von folgenden Eigenschaften : 

Bei x = s soil nur der ite Zweig unendlich werden mit dem Coef- 
ficienten — 1 , und sonst sollen nur bei u', u" , . . . u^ Unendlichkeits- 
stellen liegen, deren Coefficienten cc n , cc 2l) . . . a nl : cc i2 , a n , . . . « n2 ; . . 
..«!,., Kar, ■ ■ • a nr folgenden 6 + Q Relationen genugen: 

2 «*.&' w, «2 v) ) == f/ {», > %). 2 KivA " v = °» 

k.v *. » 

i, v *■ * 

Perner sollen an den Stellen w', *»", . . . w^ die a' Gleichungen 
erfiillt sein 

Man findet, da die Elementarschaaren A,<*,, « 2 ; *|, %) ™ n selbst 
dem letzten Gleichungsystem genugen: 
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Q (x t , x 2 ) = A,- (s, , g 2 ; x x , x 2 ) + ^ a kv A k (m!" , 1$ ] ; x x , x 2 ) . 

k,v 

Die ^ auf der rechten Seite dieser Darstellung ist aber, welches auch 

k,r 

der obere Index der A* sein mag 1 , gleich Null, da die cc kr den Glei- 
chungen _. 

*,» 

*,» 

genugen und also lineare Combinationen der Systeme a£ V) a kv , . . 
. . a k a J sind. 

Folglich ist die gesuchte Schaar direct Aj(«, , e 2 ! x i >\ x i) un( ^ ^iese na, t 
daher an den Stellen u', u", ...u^ in der That das behauptete Verhalten. 

Die normirten Elementarformen f\f (s t , s 2 5 x i> x i) s ^ n ^ a ^ so sowohl 
fur die Schaaren TT (#, , z 2 ) wie fur die Schaaren Q (x l , x 2 ) normirte 
Elementarformen, und zwar haben die Punkte u, u", . . . M< r > nebst 
den Constanten A kv , A kv , . . . A k Q ] so wie die Punkte w', w", . . . w^ 
mit den Constanten B k \, B kv , . . . B k e J dieselbe Bedeutung fur die 
Elementarschaaren N c {s l ,s 2 ^ x t ,x 2 ) als Functionen von e % , z 2) wie 
w', w", . . . w {r \ B kv , B kv , . . .B k Q J bezw. u, u", . . .u ; A kv , A kv , . ..A [ §1 
fur die Elementarschaaren A,- (s t , z 2 ; x i , x 2 ~) als Functionen von x x ,x 2 . 

Das Verhalten der normirten Elementarformen sowohl als Formen 
von g t , s 2 , wie von x t , x 2 ist vollstandig charakterisirt durch Angabe 
der Punkte u, u", . . . w< r > und der Constanten A kV) A kv , . . . A k Q l, sowie 
der Punkte w, w", . . . w^ r "> und der Constanten B ky , B kv , . . . B [ k % ] , und 
zwar folgendermassen : 

Die Schaar A i (z l> z 2 \ x 1} x 2 ) als Function von #, , e 2 wird an der 
Stelle x nur in ihrem ft ten Zweige und zwar mit dem Coefficienten 
-{- 1 unendlich, sonst nur an den Stellen w , w", . . . w (r) mit Coef- 
ficienten |8,-„, welche den q' Relationen 

/, PivBi' v = 0, 

^j8„B/; =0, 

t, v * 



Riemann'sche Formenschaaren auf algebraischen Gebilden. 219 

genugen, und an den Stellen u, u", . . . M M verschwinden alle Combi- 
nationen 

deren Coefficienten den q Relationen 

(> 

S, a "> A{ v = 0, 

I,* 

X , K iv A-iv = 
i, v 

genugen. 

Die Schaar Af(« n 2 ; x x , x 2 ) als Function von a;, , z 2 wird an der 
Stelle s nur in ihrem a'ten Zweige und zwar mit deni Coefficienten 
— 1 unendlich, sonst nur an den Stellen u\ u", . . . M< r > mit Coef- 
ficienten a kV} welche den q Relationen 







/, a kv Akv 

k,v 


= o, 








Si K kv -Akv 
k,v 


= 0, 








k,v 


= 




genugen, 
nationen 


und 


an den Stellen w, w", . . 

jfc. v 


. w< r > verschwinden alle Conjbi- 


deren Coefficienten den q' Relationen 










/i PkvBkr 

k,v 


==o, 








S, fikvBkv 

k,v 


= 0, 





k,v 

genugen, 
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Jede Formenschaar TT(0,, z 2 ) mit nur einfacben Unendlichkeits- 
stellen x, x", . . . x^ und den Ooefficienten y{, y 2 , . . . y„; Yi", y 2 ", • • 
• ■ yn'; • ■ • yi\ yz\ ■ • • JV> bat, wenn man die Abkiirzungen 



^^n.MVr 1 )^', 



^ i al' v T\M\^ ) ) = A', 



2«S , TT*W' , ,t4' , )-^ ( " 



uv 



einfiihrt, die Darstellung: 

und jede Formenschaar Q(ajj,a; 2 ), welche nur die einfachen Unend- 
lichkeitsstellen g', z", . . . «(«> mit den Coefficienten y/, y 2 ', . . . y»; y,", 
y 2 ", . . . y B "; ... yi c) , y2 !) , . • • y«' besitzt, bat, nach Einfuhrung der Ab- 
kiirzungen 

k, v 

^ft';«*(4 v \*<4 v) )==ir, 



die Darstellung: 

Hiermit sind nunmehr alle die einzelnen'Satze, die ich in meiner 
Arbeit in Bd. 44 der Matb. Ann. iiber die Darstellung multiplicativer 
Formen durch Elementarformen ausgesprochen habe, fur solcbe Formen- 
scbaaren verallgemeinert worden, die bei geschlossenen Umlaufen der 
Variablen auf einer Riemann'schen Flache lineare Substitutionen der 
Zweige erleiden. 

Wie ich in jener Arbeit fernerhin eine Anwendung der entwickelten 
Theorie auf die Theorie der automorphen Formen gegeben habe, durch 
welche sich alle die Poincar6'schen Resultate in allgemeinster und 
dabei uberraschend einfacher Weise ergeben, so lasst sich auch die jetzt 
entwickelte Theorie auf die Poincare'schen „fonctions zetafuchsiennes" 
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und „fonctions zetakleineennes" anwenden ; ruacht man diese Poincare'- 
schen Functionen homogen, so werden es eben Formenschaaren, deren 
Zweige sich linear substituiren , wenn man die Variablen auf einem 
automorphen Fundamentalbereiche wandern lasst, der dann an Stelle der 
Riemann'schen Fl'ache tritt, auf die er conform abgebildet werden 
kann. Nach einem Vorschlage von Herrn Klein will ich diese Formen- 
schaaren, die homogen gemaehten Poincare'schen Zetafunctionen, als 
„homomorphe Formen" bezeichnen. 

Die Anwendung der in meiner vorliegenden Abhandlung ent- 
wickelten Theorie auf die homomorpben Formen soil der Gegenstand 
einer weiteren hieran sich anschliessenden Arbeit sein*). 

Gottingen im April 1895. 



*) Diese Aussicbt wird sich, wie wir zu uDserem grossten Bedauern mit- 
theilen miissen, nicht erfullen. Unser geschatzter Mitarbeiter, Herr Dr. Ernst Ritter, 
der einen Ruf an die Cornell- University in Ithaca angenommen batte, ist auf dem 
Wege dorthin in New- York am 23. September einer plotzlichen Erkrankung am 
Typhus erlegen. Ein ausfuhrlieher Nekrolog wird im 4 ten Jahresbericht der 
Deutschen Mathematikervereinigung veroffentlicht werden. Hier theilen wir noch 
mit, dass sich in dem Nacblasse Hitter's eine fast vollendete Arbeit „Ueber hyper- 
geometrische Functionen mit einem Nebenpunkte" gefunden bat, welche demnachst 
in diesen Annalen publicirt werden soil. Die matbematischen Annalen enthalten 
dann die sammtlichen functionentbeoretiseben Arbeiten von Bitter; eine Unter- 
suchnng fiber die Bewegung elektrischer Theilchen nach dem Weber'schen Gesetz 
ist friiher in Bd. 37 von Schlomilch's Zeitschrift publicirt worden." 

Die Bedaction. 



Ueber die hypergeometrische Function mit einem Nebenpunkt*). 

(Mit einer Mgurentafel.) 

Von 

E. RiTTEnf in Gottingen. 



In seiner Arbeit: „ Beitrage zur Theorie der durch die Gauss'sche 
Reihe F{a, (i,y,x) darstellbaren Functionen"**) basirt Riemann die 
ganze Betrachtung der von ihm mit 

i I c 

■ $ V '• 
(' §! y 

benannten Function auf folgenden in Nr. 1 der genannten Arbeit aus- 
gesprochenen , zur Definition dienenden Eigenschaften : 

1) Sie ist fur alle Wertbe von x ausser a, b, c einandrig und 
endlich. 



*) Die vorliegende Arbeit meines Freundes Dr. Ernst Bitter, Privatdocent 
in Gottingen, der am 22. September 1895 in New- York unerwartet verstarb, fand 
sich in seinem Nachlasse in einer deutachen und einer die ersten 4 Paragraphen 
enthaltenden engKschen Bearbeitung vor. DieBelbe ist mir von der Redaction 
der Annalen ubergeben worden, urn sie fur den Druok fertig zu stellen. Indem 
die spatere englische Bearbeitung im Einzelnen sich besser durchgearbeitet zeigte, 
habe ich in den §§ 1—4 im wesentlichen eine Uebertragung derselben vorgenommen 
unter moglichster Berueksichtigung des deutschen Testes. Die -wenigen An- 
merkungen , die ich selbst hinzufiigen mochte, sind als solche bemerklich gemacht. 
Im iibrigen ist an dieser oder jener Stelle eine Kiirzung der Darstellung ein- 
getreten; dies gilt insbesondere far die Figuren des § 4, wie in der Anm. pag. 27 
noch naher ausgeffihrt ist. Eine Ungenauigkeit ist von mir bemerkt worden, 
wegen der man die Anm. pag. 30 vergleichen -wolle. Die Beziehung dieser Ab- 
handlung zu meiner eigenen pag. 15 erwahnten Arbeit „Die geometrische Theorie 
der symmetrischen (S-Functionen mit einem einfachen oder zweifachen Neben- 
punkt", die ich bald zu veroffentlichen gedenke, behalte ich mir daselbst zu 
besprechen vor. 

Aachen, im Januar 1896. Schilling 

**) Abhandlungen der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu GSttingen 1857. 
Gesammelte Werke pag. 67. 

Mathematisohe Annalen. XLVIII. 
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2) Zwischen je 3 Zweigen P', P", P'" besteht eine lineare hoinogene 
Gleichung mit constanten Coefficienten : 

c'P'~+c"P" + c"'P"' = 0. 

3) Die Function lasst sich in die Form c a P^ -f- c a - P' a '> setzen, 
so dass (x — a)-"PW und (x — a)~ a 'P' a-) fiir x = a einandrig bleiben 
und weder Null noch unendlich werden; das Analoge gilt fiir die 
Stellen x = b und x = c. 

4) Fiir die Summe der 6 Exponenten gilt: 

«' + «" + /}' + /}" + y' + /'=l. 

Ferner wird die Voraussetzung gemacht, die man aber mit einer 
gewissen Modification der Angabe 3 fallen lassen kann, dass keine 
der Differenzen a — k, /3 — /J', y — y eine ganze Zahl sei. 

Durch diese Riemann'sehen Bedingungen ist die Function P so 
weit bestimmt , dass sie eine beliebige Losung der linearen homogenen 
Differentialgleichung 2. Ordnung ist: 

<PP , n — a-u , 1 — (3— (?' . 1 — y— y' \ dP 
dx* ' \ x — a ' x — b ' x — c / dx 



y face {a 



b) (a—c) . g(3'(6-a)(6-c) , yy'(c-a) (c-b) \ 

<r — h v — n J 



X — a 
P 



= 0. 



{x — a) (x — 6) (x — c) 

Aus zwei linear unabhangigen Losungen P t und P 2 desselben setzt 
sich das allgemeinste Paar linear unabhangiger Losungen mit 4 will- 
kiirlichen Constanten zusammen in der Form: 

C ll "\ I C 12-*2> 
C 21 "l ~T~ C 22-V!> 

wo 

C ll C 22 C 12 C 21 T " 

ist. Wir sagen in diesem Sinne : Das Riemann'sche Bedingungssystem 
defmirt uns in eindeutiger Weise eine„binareFunctionsschaar P= (P„ P 2 )", 
d. h. die Gesammtheit der linearen homogenen Combinationen der Func- 
tionen P lf P 2 . 

Aendern wir nun die JBedingung 4 in der Weise, dass wir die 
Summe « + a -f- j3 + /3' + y + y eine beliebige ganze Zahl sein 
lassen, die kleiner als 1 ist, etwa 1 — q, so kann man die ubrigen 
Bedingungen noch aufrecbt erhalten, bekommt aber statt einer ein- 
zigen vielmehr oo« verschiedene Functionsschaaren , welche einer Dif- 
ferentialgleichung mit q willkiirlichen Parametern genugen, namlich 
einer solchen , die ausser den singularen Stellen a,b, c noch q weitere 
singulare Stellen r x , r 2 . . . r q besitzt , bei deren Umkreisung aber die 
Losungen P x , P 2 sich reproduciren. Solche singulare Stellen nenne 
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ieh nach dem Vorgange von Herrn Klein „NebenpunMe" der Differen- 
tialgleichung*). 

Eine derartige Verallgemeinerung der Function P hat bereits 
Riemann selbst in Betracht gezogen. In seiner nachgelassenen Ab- 
handlung: „Ueber die Flache vom kleinsten Inhalt bei gegebener Be- 
grenzung"**) bezeichnet er mit 

P 7 



Q 



a' ' x 
P 7 



Q 



eine in entsprechender Weise wie P definirte Function, nur dass die 
Exponentensumme gleich — 1 anstatt +1 ist, so dass jene also eine 
Functionsschaar mit zwei Nebenpunkten ist. 

Ieh stelle mir nun in dieser Mittheilung die Aufgabe, die ent- 
sprechenden Functionen mit nur einem Nebenpunkt, also mit der Ex- 
ponentensumme 0, genauer m untersuchen. 

§ I- 
Die hypergeometrische Differentialgleichung mit einem Nebenpunkt. 

Es werde allgemein mit 

a b c 
A' ft' v' 

A'' ft" v" 

eine nur bei a, b, e verzweigte Functionsschaar bezeichnet, welche 
mit Ausnahme der Stellen a, b, c uberall holomorph ist und an den 
Stellen a, b, c bezw. die Exponenten A', A"; ft', ft"; v, v" besitzt. Es 
wird vorausgesetzt, dass 

(1) A' + A" + ft' + ft" + v' + v" = 

sei. Dann muss die Functionsschaar Q noch einen Nebenpunkt s 
besitzen, d. h. einen Punkt mit den Exponenten und 2, wahrend 
jeder gewohnliche Punkt die Exponenten und 1 hat. s ist dann 
also ein singularer Punkt fur die Differentialgleichung der Functions- 
schaar Q. 

Die allgemeinste Differentialgleichung mit den singularen Punkten 
a,b, c, s und den Exponenten A', A"; ft', ft''; v, v"; 0, 2 lautet: 

(9\ d lR _j_ A — *■' — *■" 1 1— ft'— ft" 1 l — v— v" \\ dQ 

^ ' dz 2 ~T~ \ z —a ~r s — b ' z — e z — s' dt 



is 



. n'X"(a — V)( a — c) , p,'[i" (b — a) ( 6 — c) , v'v"(c—a)(c— b) , A \ 
1 V. s — a ~*~ z — b ' z — c ' z—s) 

Q =0 

(2 — a) {Z — b) (2 — c) 



*) Man sehe Klein, Vorlesung fiber die hypergeometrische Function. W. S. 
1893/94, pag. 225. 

**) Gesammelte Werke pag. 323. 

1* 
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In unserem Palle ist die willkiirliche Constante A so zu bestimmen, 
dass in der Entwicklung der Losungen Q an der Stelle s keine logarith- 
mischen Glieder auftreten. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung hierfiir ist, dass A 
als Function von s der folgenden quadratischen Gleichung genugt: 

(3) A>-Ats-aK,-bH,-c)(^ + ^ + ±t£ 

+ ( S _ a ) r s _ I) ( S _ C ) ( *'*>- W» ,=l> + ^^"(b-a)(b-c) 
\ s — (X s — o 

_i_ »>'y"( c— a )(c — 6)\ __ „ 
"r s — c / 



Es entsprechen also jeder vorgegebenen Lage s des Nebenpunktes 
im AUgemeinen zwei Werthe A und somit zwei verschiedene Func- 
tionsschaaren Q. Die Functionsschaar Q ist gewissermassen eine swei- 
deutige Function der Lage des Nebenpunktes s. Will man eindeutige 
Bestimmtheit derselben durch die Lage des Nebenpunktes s haben, so 
muss man s statt in der schlichten s-Ebene in einer sweifach iiberdecktm 
Biemann'schen Flache deuten, und zwar wird dieselbe, wie wir sogleich 
sehen werden, zwei Verzweigungspunkte haben. 

Wir konnen die Losung A der Gl. (3) vermittelst der Relation 

X + X' + ft' + ft" + v + v" = 
und der Abkflrzungen 

1 r i fl i r ff I */ 

A. A = A, ft ft =ft, V V = V 

in der Gestalt schreiben : 

(4) A=^(bc + as) + ^^(ac + bs) + v -^-(ab + cs) 

+ ^ (s _ a)(s _ &)(s _ c )P^ 

Die Verzweigungspunkte S der Riemann'schen Flache erhalten wir 
jetzt , indem wir den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen gleich Null 
setzen. Es ergiebt sich: 

/ 5 -v s ^__ (J>+c)(a— b) (a-c)}2 + (a+c) (b-a) (b-c) 11.* + (a+b) (c-a) (c-l)v* 
2((a—b)(a-c)X 2 +(b—a)(b—c)ii,*-\-(c—a)(c—b)v i ) 

, (a—b) (a — c)(b — e)V—{l+ii+v)( — lL-\-it+v)(X — ii + v)U+ii — v) _ 
— -2((a-6)(a-c)^ 2 +(6-a)(6-c)fi. 2 +(c— a)(c— b)v*) 

Es moge nun der Punkt s mit irgend einem der singularen Punkte 
a,b, c zusammenfallen. Fur s = a z. B. ergiebt sich: 

A { = X {a — b) (a — c), 

A 2 = X' {a — b) [a — c) . 



bezw. 
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Setzt man diese Werthe s = a , A = A 1 , bezw. A = A 2 in die Gl. (2) 
ein, so geht sie fiber in die Differentialgleichung der gewobnlichen 
Riemann'schen Function : 

a be 

a' ft' v z fur A = A u 
A" —J— 1 n" v" 

a b c 
a' + 1 ft' v s filr A = A 2 . 
A ft v 

Das Eutsprechende gilt fur s = 6 oder s = c. Es ergiebt sicb also 
das Besultat: 
Die Function 

a b c 

Q a' ju,' v g 

A 'i n a 
ft v 

enthalt als Specialfalle 6 verschiedene F-Functionen , welche sich ergeben, 
wenn s in dem einen oder anderen JBlatte der Riemann'schen Flache 
mit einem der singularen Funkte a, b, c gusammenfallt. Sie sind in 
der folgenden Tabelle zusammengestellt: 

a b c 

I' -f- 1 (it V 2 

-,ii a * i 

A (IV 

a b c 

a' ft' v z 



s — a 



(6) \s = b 



A = A"{a-b)(a-c); Q = F 

A = X(a-b)(ja — c)i Q = P 

A=n"{b-a){b — c); Q = F 

A = ti'{b — a){b-c); Q = F 

u4==v "( c _ a )( c -6); Q = F 

,4=1/ (c— a) (c-b); Q = F 



An ■ 1 // it 
-f- 1 ft v 

a b c 

a' ft' + l v' s 

a" ft" v" 

a b c 

a' ft' v g 

-\H it ■ 1 '/ 

A (I -f- 1 V 

a b c 

a' ft' v'-\-\ s 

1" " ~." 

A (I V 

a b e 

a' ft' V 3 

An a "11 
ft v + 1 
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Die angegebenen Formeln werden, freilich unter Verzicht auf ihre 
Symmetric, sehr vereinfacht, wenn man das Doppelverhaltniss von z 
mit den Punkten a, b, c dls unabhangige Variable einfuhrt 

(«— a) (c—b) 



(s— 6)(c— a) 



und dementsprechend zugleich 



r = 



(s— a) (c — b) 
(s—b) (c — a) 

setzt. Durch diese Substitution geht 

a b c 

Q 



lib 



A' p v Z 

', ll IT II 

K (I V 

oo 1 
Q A' (i v x 

n tf ff It 

A (t V 

Die Differential gleichung erhalt die Form: 
& % Q , /l — x' — X" , l—v' — v 



(2') 



dx 2 



+c- 



~ a; — 1 x — rt 



dQ 
dx 



= o, 



, / X X, , ,, , y » , A \ Q 

"T"V S~'r'*f t + s!-l + a!-r/ji(j:-l) 

wo .A' der Gleichung geniigt: 

(3') A -*- A >r(r-l)(*±T + ±y£) 

Die Losungen derselben sind: 

(4') J.'«_£±^_/.?L±iL + i^ -(** + ,»*— »*)r + fi 2 r 2 . 

Die Verzweigungspunkte der Riemann'schen Flache endlicb sind: 



(5') E = 



v + )u,'-^±K— (x+^+rH-a+n. + *)(*— ft + ») (*+;* — ») 



2 (i 2 



§2. 



Zusaniinenfalleii der beiden Verzweigungspunkte. 

Die Verzweigungspunkte der Riemann'scben Flache fallen zusam- 
men, und die Flacbe selbst zerfallt in zwei Blatter, wenn irgeud eine 
der 4 Summen 

A -f- ft + v, — A -|- ft -J- v, ^ — ft + v A-f-ft — v 
verscbwindet. 
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Es bedeutet keine Einschrankung der AUgemeinheit, wenn wir 
voraussetzen, dass gerade die Summe A + ft + v verschwindet , indem 
wir ja die Exponenten X, ft', v bezw. mit A", ft", v " vertauschen konnen, 
ohne dass sich in der Definition der Functionsschaar Q etwas andert. 
Die Bedingung A + ft -f- v = liefert aber in Rucksicht auf die 
Gl. (1) die beiden Relationen: 



und 



A' + ft' -f v ' = 
A" -f ft" + v" = 0. 
Die Pormeln (4) und (5) gehen jetzt aber in 



(3) 



(9) 



A = A"(s-&) {s—c) + ft"(s-a) {s—c) + v"(s-a) (s — b) 
= X'(fic-\-as) -f- ft"(ac + &s) + v"(al + cs), 

A 2 = A' (s — 6) (s—c) + ft' (s— a) (s—c) + 1/ (s — a)(s — b) 
= A' (6c + as) + ft' (ac-|-6s) + v'(a6-f-cs), 



5= - 



6c 1 -f" acft + a6v 
a A. 4- bfi + cv 



Wahrend man ferner im allgemeinen Palle durch Wandernlassen 
des Nebenpunktes s von jeder der unter (6) angefiihrten P-Punetionen 
zu jeder anderen gelangen kann, zerf alien in unserem Ausnahmefalle 
die 6 Functionen in swei getrennte Tripel von der Art, dass man von 
jeder Function eines Tripels nur zu den Functionen desselben Tripels 
gelangen kann. 

Wir erhalten sie fur s = a,b, c, indem wir fur A entweder den 
Werth A x oder A 2 substituiren: 

Erstes Tripel, A = A,: 



(10) 



= a, A = l"(a-b)(a-c), Q = P 



s = &, A = {i"{b-a)\(b-c), Q 



= c, A = v" (c- a) (c— 6), Q = P 



a b c 
A' + 1 ft' v' # 

V' it it 

A ft v 

a b c 

A' (i'-j-l »' « 
A" ft" v" 

a & c 

A' ft' v' + l * 

■1 // " V 

A [I V 



s = a, A = X\a—V)(a-c), Q = P 
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Zweites Tripel, A = A 2 : 

a be 
X ft' v s 
A -J- 1 ft v 

a b c 

(11) ■ s = 6, A = ft'(& — a) (I — c), Q=P X ft' v z 

K ft +1 v 

lab c 

s = c, A—v'(c — a){c — b), Q—P\X[i' v z 

i A ft v -\- 1 

Die Formeln (4') und (5') gehen fiber in: 



(8') 



(9') 



1-4' = — A' — ftV, 



P = 



und die beiden Tripel der P-Functionen ergeben sicb fiir folgende 
Werthe von r und A. 

Das erste Tripel ist bestimmt durch: 



a: 



r = 0, 4' = - r, 

(10') r = oo, J.' = oo, wahrend jedoch lim ^- = — ft" ist, 

r=l, 4' = + v"; 

das zweite Tripel durcb: 

> = 0, 4'— — A', 
(11') r = oo, .4' = oo, wahrend lim — = — ft' ist ; 

r = 1 , J.' = + v. 

Diese Thatsaehe, dass im Ausnahmefalle die 6 in derselben (^-Function 
allgemein enthaltenen P-Functionen in zwei getrennte Tripel zerfallen, 
gestattet uns ferner einige wichtige Satze der Theorie der P-Function 
selbst aufzustellen. 

Wir nennen allgemein solche P-Functionen 



, «'+«" + /r+^'+y'+y"-!, 



a b c 

a /3' y z 
a" /3" y" 

„verwandt", welche man aus einander erhalten kann, indem man den 
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Nebenpunkt von Verzweiguugspunkt zu Verzweigungspunkt wandern 
lasst*), entsprechend der Gauss'schen Definition in seinen „Disquisitiones 

generales circa seriem infinitam 1 -f- iA a _| « die allgemein 

solche hypergeometrische Keihen als „ verwandt" bezeichnet, deren 
Grossen a, /J, y sich urn ganze Zahlen unterscheiden. Wir werden sehen, 
dass diejenigen P-Functionen, die nach unserer Definition verwandt 
sind, gerade auch zu solchen hypergeometrischen Reihen gehoren, die 
im Gauss'schen Sinne verwandt sind. 

Solche P-Functionen, die man als Grenzfalle derselben #- Function 
mit einem einfachen Nebenpunkt ansehen kann, will ich in einen 
„Kreis verwandter P-Functionen" zusammenfassen. Demgemass bilden 
die 6 P-Functionen der Formelgruppe (6) einen „Kreis". 

Es ist nun leicht zu zeigen, dass man im allgemeinen Falle, wenn 
keine der Exponentensummen 

"' + ? + ?, «" + ? + ?, «' + 0" + /, «' + /3' + y" 
ganssahlig ist, durch Wandernlassen eines Nebenpunktes eine beliebig 
vorgegebene P-Function 



b 

P 

f 



c 

r 

y 
y" 



in jede andere Function 
a 



b c 

/3' -f- tri y + n' 
-f- I p -f- m y -\- n 
wo V, I", m', m", n', ti' ganze Zahlen sind, fur die 

V + I" + m' + m" + n + n" = 
gilt, uberfiihren kann. Denn es ist auf dem angegebenen Wege stets 
moglich, jeden einzelnen Exponenten der P-Function um eine Einheit 
zu vermehren, wenn man gleichzeitig einen anderen Exponenten, etwa 
y" , um eine Einheit verminderfc Indem wir diesen Process daun i'mal 
mit a vornehmen, gelangen wir von 

*) Die allgemeine, alle Specialfalle umfassende Definition nennt P-Func- 
tionen verwandt, wenn ihnen dieBelbe Gruppe linearer Substitutionen zugehort. 
Ritter's Darstellung ist daher insofern unvollstandig , als nocb zu zeigen bleibt 
(insbesondere in den Fallen ganzzabliger Exponenten) , dass sich seine Definition in 
der That mit der eben gegebenen deckt. Hierzu ist nachzuweisen nothwendig, 
dass einmal die einzelnen Individuen jeder Classe dieselbe Gruppe besitzen, 
andererseits aber denen der verschiedenen Classen, die sich nach Bitter ergeben, 
auch verschiedene' Gruppen zugehoren. (Man vergl. meine bereits in der Anm. 
pag. 1 erwahnte Arbeit, woselbst ich von geometrischem Standpunkt aus auf die 
analoge Frage eingehe). Schilling. 
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a 


b c 


p 


«' 


P Y * 




a" 


P' y" 


a 


b c 


«'+ I 


P Y 


a 


t 


P" y"-T 



Analog konnen wir dann mit den Exponenten k", P', P", y, y" verfahren 
und gelangen somit schliesslicb unter Beriicksichtigung der Bedingung 
X -\- I" -j- m -f- m" -)- n + n" == zu der zweiten oben angefiihrten 
P-Function. 

Diesem Vorgehen wiirde sicb nur dann ein Hinderniss entgegen 
stellen konnen , wenn die Summe von 3 entsprechend zu a, b, c ge- 
borigen Exponenten, gleicb wiirde. Docb kann dies ja im allge- 
meinen Falle niemals eintreten. Wir erbalten daber das Resultat: 

1st heine der Summen 

»' + P + r, *" + P + y, <*' + P" + y', «' + P + y" 

eine ganse Zahl, so sind ewei Functionen unserer Definition gemass 
stets dann und nur dann mit einander verwandt, wenn die entsprechen- 
den Exponenten sich um game Zahlen unterscheiden , der en Summe 
gleich ist. 

Dieser Satz gilt in dieser Fassung jedocb nicht mebr, falls irgend 
eine der erwahnten Summen eine ganze Zahl ist. Da es, wie wir 
schon sagten, gleichgiiltig ist, welcben Exponenten jedes Punktes wir 
von vornberein mit einem oder zwei Stricben auszeicbnen, so wollen 
wir, urn jetzt den Ausnabmefall zu behandeln, wieder die Bezeichnung 
so gewablt denken, dass in unserer Ausgangsfunction 



a 


b 


c 


a 


P 


Y 


a" 


P 


Y 



a ' - f~ P + Y un d K " ~f~ P' ~f" Y" ganzzablig sind. Wir setzen ferner 
zunacbst nocb voraus, dass keine der Differenzen 

«==«'— a", = p — ?', y = y — y" 

eine ganze Zabl ist. Dann sind k -\- p' + y und a" + p" + y" zugleich 
aucb die einsigen ganzzabligen Summen von 3 zu verschiedenen Punkten 
gehorenden Exponenten. Alle Functionen P, deren entsprecbende Ex- 
ponenten sicb um ganze Zablen unterscbeiden , lassen sicb nun in 
2 Classen sondern, je nacbdem das erste oder zweite der folgenden 
Bedingungssysteme erfullt ist: 
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II. 

Jede Function 



{■• 
{■• 



+ P + V > o, 
+ P' + y"£o, 

+ /3" + y">o. 



a 6 c 
«' P Y 

ft of " 

« j} y 
kann ferner betrachtet werden als Grenzfall einer Function 

a 6 c 
§ A' ft' x/ ^ 

X [I V 

deren Exponenten man erhalt, wenn man irgend einen der Exponenten 
fttr P urn die Einheit vermindert. 

Dementsprechend haben die Exponenten der Function Q, die ans 
einer P-Function der Classe I fliesst, den folgenden Bedingungen zu 
genugen : 

r- 



iX' + (jl' + v 2>0, 



wo stets die oberen oder unteren Zeichen gelten, da ja die Sunime aller 
Exponenten gleich sein muss. 

1st nun 

X' + ft' + v > 
und damit 

r+f*"+»"<0. 

dann erhalt man aus dieser ^-Function wieder eine neue P-Function, 
indem man irgend einen der 6 Exponenten urn die Einheit vermehrt. 
Fur die neue P-Function, deren Exponenten wir wieder mit a, a", 
Pt P't y'i v" bezeichnen , muss also entweder : 

«' + P + /=*' +f»' +V +1, 

«" + /»" + f = *■" + ft" + »" 
oder 

«' + P + / = A ' + (*' + v ' 

«" + /J" + y" = i" + J*" + v" + l 

sein. 

In beiden Fallen folgt aus den Bedingungen I', dass 

a' +P +/ > 0, 

«" + /?" + /' < o 

ist d. h. die neue P-Function gehort nothwendig wieder zur Classe 1. 
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1st aber 

X -f ft' + v <= 
und 

*"+f*" + v" = 0, 

so ist <2 eine Function des Ausnahmefalles. Dann verbindet sie die 
vorhergehende Function P, fur welcbe a' + /3'-|-j/=l, a"-j-/J"+y"=0 
gilt, allein mit swei anderen P-Functionen, deren Exponenten den 
gleichen Bedingungen geniigen, so dass auch dann wieder die neue 
P- Function zur Classe I gehort. Das Analoge gilt fur die P-Functionen 
der Classe II. 

Irgend eine Function der Classe I oder II ist daher nur mit Func- 
tionen derselben Classe verwandt. 

Hieraus folgt dann leicht der folgende Satz: 

Jede Function der Classe I besw. II ist mit jeder anderen derselben, 
Classe verwandt. 

Unser Ausnabmefall ist daher folgendermassen charakterisirt: 

Die Function P der Form 

a b c 

a + I' ft + m ' 7 + n ' 

ft i -tit syft i '/ ft i tt 

a -\- I p -j- m y -y n 
woselbst I', I", . . . ganse Zahlen sind mit der JBedingung 
X + I" + m + m" + n' + n" = 0, 

bilden swei getrennte Classen verwandter Functionen, wenn swischen 
den nicht ganzsahligen Differensen 

a = a — a", {$ = p" — /3", y = y — y" 
irgend eine Relation 

+ « + /3 + y = 2r+l 

besteht, wo r eine beliebige ganse Zahl ist. 

Es ist n'amlich in der That zunachst gleichgiiltig, welche Auswahl 
der Vorzeichen in dieser Relation statthat, indem wir ev. stets durch 
geeignete Vertauschung der Exponentenbezeichnungen bewirken konnen, 
dass gerade a-\-(i-\-y — 2r-\-\ und damit in Rticksieht auf die 
Gleichung a -\- «" + /3' + /3" -\- y -\- y" =1 

a" + 0" + y"=*r 

wird. Wenn aber umgekehrt diese Suminen, wie oben gezeigt ist, 
sich als ganze Zahlen ergeben , so muss nothwendig die eine von ihnen 
ungerade, die andere gerade, folglich ihre Differenz stets ungerade sein. 
Wenn jetzt jedoch weiter ausser den Summen a + /S' + 7 un & 
a" -f- /3" + y" irgend eine der Differenzen « , /J , y eine ganze Zahl ist, 
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z. B. «, so werden auch die Summen a" + B' + y' un( j «' + B" 4 y " 
ganze Zahlen sein. Dann wird der Weg, der uns von irgend einer 
P-Function durch Wandern des Nebenpunktes zu einer andern fuhren 
soil, nicht nur durch die Bedingung 



sondern auch durch 



+ B" + j/'=0, 



«"+/8' +Y = 1, 

«' +|8"+/'=0 
in der bekannten Weise begrenzt. Wir finden als Resultat: 

TFeym awsser den Summen «'+/?'+ j/ } «" _|_ p" _f_ y " ei ; we ^ er 
Differ emen a, B, y gleichfalls ganzzahlig ist, so haben wir 3 getrennte 
Classen verwandter Fundionen; dieselben lassen sich, falls « eine ganze 
Zahl ist , folgendermassen umgrenzen : 

+ $ + 7 > und 
'+P + V" <o 



1. 



« 



II. 



III. 



a 

oder 

« + /? + y > 0, 

«' + f + r > 
«" + £" + y" < o 

oder 

«' + /r + / ^ o 

«"+/3"+/'>0 

oder 

« + /3 + y<0, 



«"+/3' +/ >0, 

«' + /J" + y" ^ 
oder 

-«+0+y > 0. 

und «"+/?' + y' ^0, 

«' + 0" + y" > 

oder 

-« + |8 + y<0. 

und a" -\- B' + y' <: 0, 

«' +/5" + y">o 

oder 

-« + iS + y<o. 



IV 



Es mochte scheinen , als wenn es noch eine vierte Classe gabe, die 
durch die Bedingungen bestimmt ware: 

«'+/?'+/ < ° und «" + £' + / > 0, 

«" + 0" + V" > «' + 0" + v" < 

oder oder 

«+ B + y <0, —u + B + y > 0. 

Doch ist jede Function dieser Classe identisch mit einer bestiinmten 
der Classe II, so dass erstere keine neue Classe darstellt. 

Wenn endlich zwei der Differenzen a, B, y und damit auch die 
dritte ganzzahlig sind, so ist jede Sumrne dreier bezw. zu a, b, c 
gehoriger Bxponenten eine ganze Zahl. Es werden dann die einzelnen 
Classen durch solche Functionen begrenzt, fur die eine der 4 Differenzen 



II. 



III. 



IV. 
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a' -f /$' + y, a" + 0' + /. «' + P" + /'> «' + P + /' gleich 1 ist. 
Es wiirden so zunachst 16 Classen moglich zu sein scheinen, je nach- 
deni jede einzelne dieser Summen > oder ^ ist. Doch sind die 
folgenden beiden Classen von vornberein unmoglich: 

*'+P + y'>0, aT+p + y'^O, «' + /J" + j/^0, «' + /5'+j/'^0 
und 

«'+F+v'£0, «"+^'+/>o, K '+/r+y>o, *'+,3'+y">o, 

weil sie mit der Gleichung a' -f- a " + 0' + /S" + /+/'= I im 
Widersprucb steben. Ferner sind mancbe der ubrigen Classen mit 
einander identisch, so dass sich schliesslich als Resultat ergiebt: 

Wenn a, /3, y ganzzablig sind, wahrend sie zugleicb eine ungerade 
Summe haben, dann giebt es 4 Classen verwandter Functionen, welche 
sich durch die folgenden Bedingungen umgranzen lassen: 

(«'+/?' +j/>0, «"+/J'+/>0, a'+/3"+y'>0, a'+?+?'>0, 

«" + P"+y"£0, «'+/T + }/'^0, «" + /?' +y"^0, «" + /J" + /^o, 

oder oder oder oder 

U + |8 + y>0, — « + /3 + j><0, «-|3 + y>0, « + /3 — y>0. 

«'+/3'+j/>0, «" + /3'+/^0, «'+/*" + />(), «'+/}' +/'>0, 

a" + 0"+y'^O, «'+/3" + y">0, «" + j 3'+/'^0, «"-f0" + J /^O, 

oder oder oder oder 

la+P + y>0, -a + p + y<0, tt -p + y> 0, a +P- Y> Q. 

«'+P+f>0, «" + /?' +y>0, «'+/r + y'^0, «'+^'+y">0, 

«" + ^" + /'<0, «'+/J" + y*^0, «" + /?'+/•>(), a" + /T+/<0, 

oder oder oder oder 

«+0+y>O, -k + /3 + j/>0, « — /J + y<0, a + /J_y>0. 

«'+/»' +/>0, «"+/*' +/>0, «'+/*" + / >0, «'+0' + y"^O, 

«"+/T + /^0, a'+^' + y-^O, «" + /}' +/'^0, «" + /r+j/>0, 

oder oder oder oder 

« + + y>O, — a + /J + y>0, « — |S + y>0, a + /J_,,>0. 

Es ist bemerkenswertb , dass Riemann selbst (der ja ganzzahlige 
Exponentendifferenzen ausschliesst) die Eigenart des Ausnahmefalles 
iibersehen hat, dass die eine Classe verwandter Fun ctionen , die es im 
allgemeinen Falle giebt, sich in zwei solcbe Classen scheidet. Auf 
diese Liicke in den Betracbtungen Riemann's hat zuerst Herr Klein 
aufmerksam gemacht in seiner Vorlesung iiber die hypergeometrische 
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Function, W. S. 93/94, pag. 413. Das Criterium fur die Verwandtschaft 
zweier Functionen des Ausnahmefalles hat dann Frl. Winston im 
Annalen Bd. 46, pag. 157 — 160 aufgestellt und zwar vermittelst der 
Darstellung der P-Function durch hypergeometrische Reihen. Jedoch 
ist der hohere singulare Fall, in dem einer oder alle drei Exponenten- 
differenzen ganzzahlig sind, von ihr nicht behandelt worden. Das 
vollstandige Criterium fur verwandte Functionen im Ausnahmefalle, 
also auch fur ganzzahlige Exponenten, giebt dann Herr Schilling 
im § 7 seiner Arbeit: Die geometrische Theorie der Schwarz'schen 
s-B'unction fur complexe Exponenten (Zweite Abhandlung) Math. Ann. 
Bd. 46, pag. 538, 1895. Dort findet er dieselben Resultate wie ich, 
jedoch auf ganz anderem Wege. 

§3. 
Lineare Darstellung durch zwei specielle ^-Functionen. 

Es seien Q', Q", Q'" drei „ienachbarte" ^-Functionen , d. h. man 
soil jede aus den anderen durch Wandernlassen des Nebenpunktes s 
mit Festhalten der Stellen a, b, c und ihrer Exponenten erzeugen 
konnen. Hierfur geniigt im allgemeinen Falle, dass die Exponenten 
derselben ubereinstimmen, im Ausnahmefalle dagegen miissen die 
Differentialgleichungen , denen Q', Q", Q'" geniigen, denselben der 
beiden hier analytisch getrennten Ausdriicke A r , A 2 enthalten, die auf 
Seite 7 angegeben sind. 

Im allgemeinen Falle ist ferner durch die Exponenten X', I", ft', ft", 
v, v" die Gruppe der Substitutionen , welche zwei Zweige $, , Q 2 der 
Schaar Q bei Umlaufen von s erleiden, so weit bestimmt, dass man 
sip durch eine geeignete Auswahl der Zweige Q t , Q 2 immer auf eine 
einzige wohlbestimmte Normalform bringen kann. Dementsprechend 
kann man aus jeder Functionsschaar Q', Q", Q"' zwei Zweige .§/, Q 2 '; 
Q\> Qi'> Qx"j Q2" so auswahlen, dass sie bei irgend welchen Um- 
laufen von geradezu stets dieselben Substitutionen erleiden. 

Anders im Ausnahmefalle, wenn eine der Summen I' + ft' + v, 
A,"-\-[i' -\-v, A' + (t" + i/, r + ft' + v"gleich ist. Dann ist die Gruppe 
durch Angabe der Exponenten noch nicht eindeutig bestimmt , sondern 
sie kann immer nur auf eine von zwei moglichen Normalformen ge- 
bracht werden, die nicht durch eine lineare Transformation in einander 
uberfiihrbar sind. 

Genaueres hieruber wird man in einer demnachst erscheinenden 
Abhandlung*) von Herrn Schilling finden, der die Gruppen der 



*) , Die geometrische Theorie der symmetrischen S-Functionen mit einem 
einfachen oder zweifachen Nebenpunkt"- - Die im Teste von Bitter angefuhrten 
Gruppensatze sind jedoch nur im Allgemeinen richtig, indem sie in gewissen 
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§-Functionen von geometrischer Seite her zu untersuchen unternommen 
hat; ich werde daher in dieser Arbeit von den geometrischen Be- 
ziehungen nur das Nothwendigste bringen, was zum Verstandniss der 
analytischen Unterscheidungen unumganglich nothig ist, und auch dies 
nur beispielsweise. Die geometrischen Figuren mogen gleichsam nur 
zur Illustration dienen, nicht zum Beweise der Resultate, die auf 
analytischem Wege gefunden sind. — 

Wir kehren sogleich zu unserem Gegenstande zuriick. Mogen ein 
oder zwei Mogliehkeiten fur die Gruppe der $-Funetionen vorliegen, 
wenn man den Nebenpunkt s continuirlich wandern lasst, kann man die 
Auswahl der Zweige Q i3 Q 2 in jedem Augenblicke so treffen, dass ihre 
Substitutionen dieselben bleiben, wie zu Anfang. Daraus folgt: 

Wenn Q', Q", Q'" in dem oben definirten Sinne benachbarte Q- 
Functionen sind, so kann man drei entsprechende Zweigpaare Q{, Q 2 '; 
Qi"> Qi"i Q\"i Q2"' so aaswahlen, dass sie bei denselben Umlcmfen von z 
immer dieselben Substitutionen erleiden. 

Bildet man nun mit den irgendwie ausgewahlten entsprechenden 
Zweigen die Determinanten D n , Z) 23 , D 3i der Matrix 

Qi Q" Qi" 
Q, Q2" Q2" 

so folgt aus der Gleichheit der Gruppe, dass es ^multiplicative Func- 
tionen"*) in der s-Ebene sind, die sich bei Umlauf des Argumentes 
um einen der drei Punkte a,b, c nur mit der Determinante der zuge- 
horigen Substitution multipliciren. 

Des Genaueren folgt aus dem definitionsgemassen Verhalten der 
Q > Q> Q'" an den einzelnen Stellen der s-Ebene und aus der Gleichung 
X + A" -f- ft -f- ft" + v -f v" => 0, dass die D« von der Gestalt sind : 

Da = «« • (0— a) l '+ x " (e—by+i*" (0 — c)*'+*", 
unter a ik Constante verstanden, die sammtlich von Null verschieden 
sind, wenn die drei Schaaren Q' } Q", Q'" wirklich von einander ver- 
schieden sind. 

Bedeuten Q', Q", Q'" drei beliebige, aber entsprechende Zweige 
der drei Schaaren, so ist identisch: 

Of Q" Q'" 

QS QC Qi" =0, 

Q* Qz" Q2" 

Fallen ganzzahliger Exponenten Ausnahmen erleiden. Vgl. den diesbezuglicken 
Paragraphen meiner Arbeit. — Ich babe ubrigens bisber nur die Gruppen fur den 
sogenannten „syminetriscben" Fall bebandelt. Schilling. 

*) Wegen der Bezeicbnung vgl. meine Arbeit in Math. Ann. Bd. 44, 1894. 
Appell, Journal de Math. Ill, 9, Acta math. 13, 1890, spricht von ,,fonctions a 
multiplicateurs". 
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also 

«23 Q' + «31 Q" + a 12 Q'" = ° ■ 

Zwischen irgend drei benachbarten Q - Functioned, besteht also eine linear e 

Belation mit constanten Coeffkienten. Infolgedessen kann man die 

Q- Function mit beliebiger Lage des Nebenpunktes s durch irgend swei 

Functionen Q', Q" mit specieller Lage des Nebenpunktes in der Form 

eusammensetsen : 

(12) Q^^Q' + ^Q", 

wo aj und ct 2 Constante sind. 

Uingekehrt ist jede solche lineare Verbindung zweier @-Schaaren 
wieder eine Schaar, die alien in der Definition der <J)-Schaaren an- 
gegebenen Bedingungen geniigt, also selbst eine Q- Schaar. 

Als Fundamentalschaaren Q', Q" kann man etwa irgend zwei der 
sechs, bezw. im Ausnahmefalle der drei als Specialfalle der Q- Function 
anftretenden P- Functionen wahlen. Wir wollen zunachst den all- 
gemeinen Fall behandeln. Es sei, um eine bestimmte Wahl zu treffen: 

a be 

A'+ 1 ft' v' 

-! II li II 

A. [iv 

i b c 

tr tr 

ft V 

Greife ich irgend einen Zweig Q x von Q' heraus, so ist hierdurch der 
entsprechende Zweig Q t " von Q" erst bis auf eine belie bige multipli- 
cative Constante bestimmt; lege ich diese aber einmal fur irgend ein 
Paar entsprechender Zweige Q{, Q t " fest, so ist zu jedem belie bigen 
Zweige Q' der ersten Schaar der entsprechende Zweig Q" der zweiten 
Schaar vollstandig bestimmt. Eine solche Festlegung der entsprechenden 
Zweige ist in unserem Falle deswegen nothwendig, weil erst dann zu 
jedem Werte des Verhaltnisses a t : a 2 eine bestimmte Functionsschaar 
Q gehoren kann*). 

Wenn dies aber geschehen ist, so gehort zu jedem Werte des 
Verhaltnisses cc 1 : a 2 eine und nur eine Schaar Q, also auch nur eine 
Lage des Punktes s; umgekehrt gehoren zu jeder Lage des Punktes s 
im Allgemeinen zwei Scharen Q, also zwei Werte des Verhaltnisses 



(13) 



Q 



Q"=P 



x 

X' 



*) Doch wolle man beachten, dass die Werte <* t and a 2 selbst fur die beiden 

linear unabhangigen Zweige keineswegs dieselben zu Isein brauchen, wenn nur 

ihr Verhaltnis das namliche ist. Wir konnen also sehr wohl fur die Zusammen- 

setzung aus den zweiten Zweigen noch einen beliebigen constanten Proportiona- 

litatsfactor zu <*, und « t hinzufiigen; dies wird spaterhin fur uns noch wichtig 

sein. Vgl. die Anm. zu pag. 30. Schilling. 

2 
Mathematische Aivnalen. XL VIII. 
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a, : cc 2 . Daraus folgt, dass zwischen s und «, : a 2 eine Relation dieser 
Art bestehen muss: 

A, a, 2 + 2 B, or, a s + C, <y 2 2 



s = 



A 2 af 3 -\- '2 B 2 a { k 2 + 6' 2 « 2 a 



(14) 



Als entsprechende Zweige Q' und Q" will ich folgende beiden 
durch hypergeometrische Reihen dargestellten Functionen auswahlen: 

[Qt-tf+p'+vyxrVil-xy-Fik'+tf+v'+l, X+f+v'+\, A+2, x), 
\q« =.(1+1). a* (l-xY-KX + ?'+*+!, A'+ft" + i/, A+l, a), 



wo x ■■ 



(z-q)(c-&) 
'(e—b)(c-a) 



ist. 



Wir konnen nun durch Reihenvergleichung leieht diejenigen specielleu 
Werthe des Verhaltnisses a l -. a 2 find en, fur welche sich die ubrigen 
4 im Kreise enthaltenen P- Functionen ergeben. Die dem Zweige Q t ' 
oder Q(' entsprechenden Zweige Q t aller 6 P-Functionen sind namlich 
bis auf beliebige eonstante Faetoren durch folgende hypergeometrische 
Reihen auszudriicken: 



P\ 



P t 



X -f- 1 (i v 

y, „ .. X\ 

= x v+i(\— x y ■ F(X'-\-[i' + v'+l, i' + f»" + »'+I, i+2, a;), 

A' ft' v 

A -f- 1 ft V 

= x*{l — a;)"' • i*\A' + ft' + *', A' + ft" -f v', A, a;), 

U' f*' + l »' 

-£j ] «ir ii a X 

| A ft V 

= s*'(l - xy F(X + ft' -I- V + 1, A' + ft" + 7/, A + 1, flj) , 

A' ft' 7/ 
A ft + 1 v 

+ v\ A' + ft" + v '+ 1, A+ 1, x), 
A' ft' v -\- 1 

1 " f v x 

A ft V 

-s*'(l— «)"'+»■ i^(A' + ft' + v '+l, A' + ft" + v ' + l, A + l, a?), 

A' ft' i/ 

A ft v -(- 1 

= »»'(1 - x-Y ■ F{X + ft' + v, A' + ft" + v', A + 1 , of). 

Durch Reihenvergleichung findet man, dass sich diese 6 Reihen 
aus denen fur $,' und Q t " ergeben, wenn man der Reihe nach setzt: 



= .**' ( I — 



X* (1 — X) v ' 



JP (A' + ft 



wo 



ist. 
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a t : a 2 = 1 : 

«, : a 2 = (A' + ft" -f- i/) : A I s = a, r = 0, 

= (A— ft + *) :2>l 

a t : a 2 = : 1 | 

a, : k 2 = ft: (A" + ft'+v')| s = 6, 
= 2ft:(-A +p+v) 

«, : a 2 = 1 : 1 

a, : « 2 = (A'-f-f*" + v') : (A'-|-ft"-f- v ')[ s = c, r 
= (A — ft -j-v) : (A — ft — v) 

y = (s — a) (c — 6) 
(s — 6) (c — a) 



Aus diesen Beziehungen bestimmen sich dann leicht die Constanten 
der Relation zwischen s oder r und a t : a 2 . Man findet: 

( — l+ii+v)a(p—c)a i i — lUa(]b—c)+Xb[c— a)) a,o: 2 +(l— fi.+r)&(c-a)ar 2 2 
(16) S = 



(16'; 



(_i+^,+ v ) (b_ c ) Kl 2_2 (ft(6 — C) + He — a)) a,a 2 +(i— l u.+j')(c- a)a 2 2 
— 2 1 aj a 2 + (1 — ft + v) a 2 2 



( — 1 -j- (i + *) a i 2 — ^ f 1 a l a S 

Durch Auflosung nach — findet man: 



^ ) «7 (l-/t+»)(s-6)(c — a) 



^ — (A.-(t + i-)(s— &)(c— a) 



(17') ^ = * ~ ^ ± ^' ~ ( *' + ft '~ " a) r + ^ 
* ' a, 1 — ft + v 

Das Verhaltnis a 2 : a x ist eine eindeutige, einwerthige Function auf der 
oben definirten Riemann'schen Fliiche ; dementsprechend lasst sich jede 
algebraische Function von s, welche gleichfalls auf der Fliiche ein- 
deutig ist, rational durch a 2 : a t ausdrucken. Dies gilt insbesondere 
fur die Grosse A der Formel (3) und (4), und zwar muss A ebenso 
wie s ein in cc 2 : cc t quadratischer Ausdruck sein, da A eine ganze 
algebraische Function zweiten Grades von s ist. Am einfachsten stellt 
man den Ausdruck auf, indem man beriicksichtigt, dass A nur dann 
unendlich wird, wenn s unendlich wird, und demnach denselben Nenner 
wie s besitzen muss. A hat also die Gestalt: 

L a,* + ^Majc^+Njt^ 

^ = (_/ + fi 4- v )(i-c)or I 2 -2(ft(6-c)+i(c-o))« 1 a 2 +(i-ft+")(e-«)« 2 2 

2* 



20 



E. KltTER. 



L, M, N findet man aus den Bedingungen, dass fur 



«! =0 : 1, 



a, = 1 : 0, 
a t = 1 : 1 , 



A 

A 
A. 



I" (a — b) (a — c), 

p"(b-a) (ft — c), 

v"(c — a) (c — b) 
wird. 

Es ergiebt sich so: 

(18) A = (a - 6) (a — c) (b - c) 

(— a. + jn. + r) (6 — c)af — 2(fi(& — c) + *(c — a)) a,or 2 + (i — (* + *) (c — a) a^ 

und analog fiir a = 0, b = oo, c = 1 

(18) J.'= il '"^"~ ^■"•+"^ o:i2 ~ "i"z) + ^"(^— <*+")('<8'— "<'*») + «"(*+ft— y)«ior a 

( — i + P'+'O a i a — 2,ua,a 2 

2m Ausnahmefalle , um nun die Formeln fiir ihn zusammenzustellen, 
vereinfachen sich diese bedeutend. Es sei die Benennung der Expo- 
nenten so gewahlt, dass 

X + ft' + v = 
und damit auch 

*" + f 1 " + v" = 

ist. Dann sind die im allgemeinen Falle ausgewahlten Schaaren Q', Q" 
der Formel (13) auch im Ausnahmefalle brauchbar. Zu dem Kreise 
benachbarter P- Functionen , die sich fiir specielle Werthe von a, : a, 
in Q = a L Q' + « 2 Q" ergeben, gehoren aber nur: 

b c 

ft' + 1 v 

ft v 



a b c 








a 


X + 1 ft' v z 


J 


P 


X 


1 // tr tt 

A. ft V 






X 




a b 


c 


P 


X ft' 


v'+ 1 




A" 


ft 


^ 
V 





k, : «, 



c, : « 2 = : 1 



die sich, wie im allgemeinen Falle, fiir die besonderen Werthe : 

1:0, s = a, 

s = b, 

a t : u 2 — 1 : 1 , s = c 
ergeben. 

Aber diese drei Angaben genugen wieder, um s als Function von 

a l : « 2 vollkommen zu bestimmen. Wir haben namlich fiir die Be- 

wegung von s jetzt nur ein schlichtes Blatt, da sich dasjenige Blatt, 

in dem im allgemeinen Fall die drei anderen P-Functionen liegen, 

durch Zusammenriicken der beiden Verzweigungspunkte abgeschniirt 

hat. Infolgedessen entspricht jetzt jeder Lage von s nur eine Q -Function, 
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also nur ein Werth von a, : «,, wahrend natfirlich auch umgekehrt 
jedem Werthe von c t : « 2 nur ein Werth s entspricht. s ist also eine 
lineare Function von a t : a 2 : 



Man findet: 
(19) 



A t a t + B t k 2 
Audi + B 2 a 2 



s== «(& — c) a l + b(e — a)a i 

(b — c) a, -f (c — a) at ■ 



r = {s — a)(c- 



V) 



(19') 

v (s — b) (c — a) «, - 

(20) A = (a-b){a-c)(b- 

und fur a = 0, b = oo, c = 1 

(20') ^' = - r 



<0 



i " i " 

i«i + |» a 2 



(6 — c) a, + (c — a) c, 



k 2 



Nun drangt sich die Prage auf, wenn man vom allgemeinen 
Falle stetig zum Ausnahmefall iibergeht, was wird dann aus den drei 
Functionen 



a 


b 


c 






a 


b 


C 


X 


(l V 


z 


P 


X 


{*' 


V 


A" + 1 


ft V 






X' 


ii"+\ 


V 






a 


I 


> c 








p 


X 


t> 


i' V z 


; 








I" 


f 


v" -f- 


1 







welche sich im allgemeinen Falle fur die Parameterwerthe 

a i '■ a i = (X + f 4 " + v) : A, a, : a 2 = (t : (X' + ft' + z/) , 

«, : a 2 = (A' + ft" + v) : (X + ft" + v") 
ergeben? 

Diese drei Verhaltnisse rlicken im Ausnahmefalle in das einzige 
a, : a 2 = — ft : A zusammen*). Die genannten drei P- Functionen 



*) Wie uberhaupt jeder Werth der Pormel (17') fur beliebige Lage von r 

bei Gultigkeit des oberen Vorzeichens in iibergeht. — Wir haben hier ein 

elementares Beispiel vor uns, wie die Abbildung einer mehrblattrigen ebenen Flache 
vom Geschlechte auf die schlichte Ebene bei geeigneter Normirung sich verhalt, 
wenn ein Blatt durch Zusammenrucken zweier Verzweigungspunkte sich abschniirt. 
Die Formel (17') vermittelt in der That im allgemeinen Falle die Abbildung der 

zweiblattrigen r-Ebene auf die schlichte (— )-Ebene. Wird dann das eine Blatt 

ier r-Ebene beim Grenziibergang lim X + f + » = ° abgeschnurt, so entsprechen 
eben vor Eintreten der Grenze selbst alle Punkte dieses Blattes der unmittelbaren 
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arten also in eine einzige bestimnite Q- Function aus, die entsteht, 
wenn der Nebenpunkt s an die Abschniirungsstelle riickt. Es wird 
interessant sein, die Natur dieser Ausartungsfunction Q genauer zu 
untersuchen, die in sich die Eigenschaften aller 3 P-Functionen des 
allgemeinen Falles zu vereinigen hat, ohne selbst eine solche zu sein. 
Die Zweige ft', ft" der beiden Fundamentalschaaren schreiben sich 
zufolge der Relation A' + ft' -\- v = jetzt so: 

ft' = — Aa^'+Hl — *)»' ■ F(l, 1 — ft, 2 + A, *), 
ft" = (1 + A) a»*(l - *)" - F{\ , - ft, 1 + A, x). 
Dann ergiebt sich fur den inn en entsprechenden Zweig von ft 

Qx = - pQ{ + ^ft" = M* + i) • ^'(i - aO* 

= A (A + ])•(& — c) x ' (a - c)' 1 ' (a — by' • (5 - af {z - 6)"' - c)*\ 

Dies ist eine bei a, b, c mit den Exponenten A', ft', v' verzweigte 
multiplicative Function von z. 

Diese Function muss aber mit einem zweiten Zweig ft zusammen 
immer noch dieselbe Gruppe*) besitzen, wie ft' mit dem ft ent- 
sprechenden Zweige ft' oder ft" mit ft" zusammen. Daraus konnen 
wir sofort sehliessen, dass jeder Zweig Q, der nicht ein Multiplum 
von ft ist, nothwendig identisch verschwindet. 

Man bestatigt dies ftesultat leicht , indem man wirklich zwei ent- 
sprechende Zweige ft' und ft" bildet und zusammensetzt. Man kann 
etwa wahlen: 

ft' = — kx r (l — xY ■ F(l" + ft' + v", A" + ft" + v", — A, x), 
ft"=(A'+ft"+ v ')^"(l— xf F{X"+[i'+v"+l, A"+ft"+v", 1— A, x), 
und diese liefern im Ausnahmefalle : 
ft' = - A^"(l — xY ■ F(p, 0, - A, x) = - lx r {\ — xy 

= _ a (6 — c)*" (a - c)"" (a — &)*" (* — af" (z — by {e — cf", 
ft" = _ ft^"(l - xy- ■ F(l + ft, 0, 1 - A, a) = - fix* 1 (1 - xY 

= — ft (6 — c) 1 " {a — cy (a — b) v " (g — ay (e — by {z — cf , 

so dass in der That 

ft = -ftft'+Aft" = 
ist. 



Umgebung eines einzigen Punktes der ( — )-Ebene, wahrend das andere Blatt 

dem ganzen iibrigen Theil der letzteren entspricht. Man vgl. den analogen Fall 
der Abbildung der Lemniscatenflaehe , den ich in Schlomilch's Zeitschrift Bd. 40, 
pag. 370 (1895) behandelt habe. Schilling 

*) Diese Annahme ist nicht zutreffend; in dem fraglichen Grenzfalle braucht 
die Gruppe keineswegs dieselbe zu bleiben. (Vgl. die Anm. pag. 30). Dem- 
entsprechend haben auch die folgenden im Text gegebenen Entwicklungen Ritter's 
nur bedingte Giiltigkeit. Schilling. 
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Wir haben also das merkwiirdige Resultat: 

Wenn der allgemeine Fall stetig in den Ausnahmefall ubergeht, 
so gehen die drei verwandten P-Functionen 

b 



a 

X 

I" + 1 



ft 

ft" 



c 






V 


z 


) 


v" 








a 


b 


p 


X 
A" 


f* 



b c 

ft' V 

ft" + 1 v" 



c 

V 

v" + 1 

alle in eine und dieselbe Fundionsschaar iiber, der en linear unabhdngige 
Zweige eine multiplicative Function mit den Exponenten A', ft', v und 
eine identisch verscJiwindende Function sind. 

Der erste Zweig behalt also seinen guten Sinn, nur der zweite 
verschwindet bei alien dreien identisch, und das muss er auch. Denn 
in der allgemeinen Functionsschaar Q wird bei willkiirlicher Lage von s 
Q 2 eine multiplicative Function, die an alien von a,b, c verschiedenen 
Punkten holomorph ist. Dies miisste also auch der Fall sein mit 
dem zweiten Zweige von 

a b 

X 
A" + 1 

Nun sind aber die Exponenten dieses zweiten Zweiges an den Stellen 
a, b, c bezw. A" -f- 1 , ft", v", deren Summe gleich 1 ist. Eine multi- 
plicative Function von positiver Exponentensumme kann aber an jeder 
von a, b, c verschiedenen Stelle nicht anders holomorph sein, als 
indem sie identisch verschwindet. 



f* 
ft" 



§4. 
Die conforms Abbildung im symmetrischen Falle. 
Ich bilde jetzt den Quotienten zweier linear unabhangiger Zweige 

einer $- Function 

«. Vi 

§ hangt dann nicht mehr von den Exponenten selbst, sondern nur 
noch von den Quadraten der Exponentendifferenzen ab. Wir betrachten 
nun die conforme Abbildung, welche die Function 6(«) von der passend 
eerschnittenen z-Ebene entwirft. Wir legen von irgend einem Punkte 
der ^-Ebene einander nicht uberkreuzende Schnitte nach den 
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Punkten a, 6, c, etwa in der Anordnung der Figur 1, d. h. so, dass 
man bei positivem Umlauf urn den Punkt die Schnitte in der Reihen- 
folge A, B, C jeden von — nach + tiberschreitet. In der so zer- 

schnittenen #-Ebene ist % ein- 
"* / ^— -^ deutig, doch so, dass seine 

_«l^ (--\--\ {--£--) Werthe auf dem positiven Ufer 

eines Querschnittes aus den 
Werthen auf dem negativen 
Ufer je durch eine bestimmte 
lineare Substitution hervor- 
gehen. Das Abbild der zer- 
schnittenen 3-Ebene in der g-Ebene, der „Fundamentalbereich" der 
Function, wird daher durch einen aus 6 Stiicken bestehenden Curven- 
zug begrenzt, von denen immer je zwei auf einander folgende durch 
eine lineare Substitution zusammengeordnet sind. Die Flache des 
Abbilds muss nun diesen Curvenzug so ausfullen , dass der Umgebung 
der Punkte a, I, c der 2-Ebene je eine Ecke des Bereiches mit der 
Winkeloffnung \R(X)\2x, \B{fi)\2n, \B(v)\2tc entspricht, dass 
die Umgebung des Nebenpunktes s sich auf die doppelt uberdeckte 
Umgebung eines Punktes q im g-Bereich abbildet, und dass die Um- 
gebung jedes anderen Punktes der g-Ebene con- 
form in die £-Ebene abgebildet wird. Ein Beispiel 

dieser Art giebt Fig. 2 fur X = p, = !> = -•*) 

Die Lage des Verzweigungspunktes im Funda- 
mentalbereich hangt natiirlich von der Lage des 
Nebenpunktes in der a-Ebene oder vielmehr von 
3einem Doppelverhaltniss zu den Punkten a,b,c 
ab. Die analytische Untersuchung dieser Ab- 
hangigkeit wird den Gegenstand des nachsten 
Hier mogen einige geometrische Betrachtungen 
ihre Stelle finden, die sich nur auf symmetrische Falle beziehen sollen, 
ohne indess diesen Gegenstand zu erschopfen, sondern sie mogen eben 
nur als Beispiele dienen. Eine genaue und erschopfende geometrische 




rig. 2. 



Paragraphen bilden. 



*) Um die in symmetrischer Begrenzung dargeatellte Figur zu construiren, 
hat man in Rucksicht darauf, dass die successive Aufeinanderfolge der drei Sub- 
stitutionen die Identit'at erzeugen muss, zunachst die 6 Fixpunkte der Substi- 
tutionen zu bestimmen. Am einfachsten geschieht dies, indem man die drei 
Kreise zeichnet, welche als Begrenzung der dieselben Fundamentalsubstitutionen 
besitzenden Kreisbogendreiecke ohne Nebenpunkt dienen. Mit Hiilfe der 3 Fix- 
punktpaare ist es dann leicht die 6 Kreisbogen der Fig. 2 zu zeiehnen, indem 
jene gerade die Schnittpunktpaare der einander zugeordneten Kreisbogen bezw. 
ihrer Verlangerung darstellen. 

Schilling. 
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Dntersuchung aller moglichen Gestalten wird man in der Arbeit von 
Schilling finden, auf die ich schon oben hingewiesen babe. 

Es seien jetgt I, ft, v als reelle positive Zahlen vorausgesekt. Statt s 
ffihre icb als unabbangige Variable das Doppelverbaltniss 

x _ (g - a) (c - b) 
(z — 6) (c — a) 

ein. Die singularen Punkte a,b, c riicken so in die Punkte 0, oo, 1, 
und an die Stelle. von s tritt das Doppelverbaltniss 

r _ (s — o) (c — 6) | 
(s — b) (c — a) 

£ geniigt als Function von x der Differentialgleicbung : 

d^S.dt Ifdn.dVf 
2\dx* ' dx' 



dx 3 ' dx 2\dx 2 ' dx 






a; (a; — 1) ' (a; - l) a 2(as — »•)* 

, J3 + 2y — 1 
' x(x — 1) (a: — r) ' 



wo 



,.'2 



■# = ± V& — O 2 + P? —v 2 )r + fi 2 r 2 
ist. 

Wenn alle Goefficienten auf der rechten Seite dieser Differential- 
gleicbung reell sind, so bilden sicb die einzelnen Tbeile der reellen 
Zablenaxe in der #-Ebene auf Kreisbogen ab. Wenn man daher die 
ic-Ebene durcb die reelle Axe in eine positive und negative Halbebene 
zerschneidet, so bildet ein beliebiger Zweig von £ die positive Halbebene 
auf ein von Kreisbogen begrenztes Gebiet in der g-Ebene ab, und 
man findet die Abbilder der negativen Halbebene, sowie diejenigen der 
positiven Halbebene, die durch andere Zweige von £ entworfen werden, 
wie iiberhaupt die ganze analytische Fortsetzung der Function §, indem 
man das zuerst erbaltene Kreisbogenpolygon an seinen einzelnen Seiten 
beliebig oft durcb reciproke Radien spiegelt. Die Schlussweise ist eben 
ganz genau dieselbe, wie sie zuerst von Hrn. H. A. Sebwarz auf 
den Fall der gewobnlicben P-Function angewandt ist in seiner funda- 
mentalen Abbandlung: „Ueber diejenigen Falle, in welchen die 
Gaussiscbe Reihe eine algebraiscbe Function ibres vierten Argumentes 
darstellt" •). 

Damit die Coefficienten auf der recbten Seite der Differential- 
gleicbung alle reell seien, mussen die Exponentendifferenzen I, ft, v 
entweder reelle oder rein imagin'are Zahlen , r und IB reell sein. Dann 



*) Crelle's Journal, Bd. 75, 1873, pag. 292—335, Ges. Abh. II, pag. 211-259 
und 172 — 174. 



26 B. RlTTER. 

besteht das Abbild der positiven x-Halbebene aus einem Kreisbogan- 
viereck ohne Windungspunkte im lnnern, von dem drei Winkel die 
Werthe Ajt, fin, v% haben, wahrend der vierte, der dem Neben- 
punkt r entspricht, die Grosse 2jv hat und so beschaffen ist, dass die 
beiden in ibm zusammentreffenden Seiten auf demselben Kreise liegen, 
dass also die eine Seite sick auf demselben Wege entfernt, auf dem 
die andere ankommt. Dabei miissen die Ecken mit den Winkeln 
Kit, fix, vit, 2% auf dem Rande des Vierecks in demselben Sinne 
auf einander folgen, wie die Punkte ; oo, 1, r auf dem Rande der 
positiven Halbebene x, also die Winkel Kit, fix, v% im Uhrzeiger- 
sinne. L'asst man den Punkt r auf der x- Axe wandern — aber nur 
in solchen Intervallen, dass B reell bleibt — , so bleibt die Gruppe 
dieselbe, das Viereck also in dasselbe System von 3 Kreisen eingehangt, 
nur der dem Nebenpunkte r entsprechende Ruckkehrpunkt, den ich mit 
p bezeichnen will, "andert seine Lage in stetiger Weise, wahrend die 
den Punkten 0, oo, 1 entsprechenden Ecken entweder fest bleiben 
oder auch sich in der Weise unstetig andern konnen, dass sie von 
einem Schnittpunkt zweier Kreise plotzlich in den anderen Schnitt- 
punkt iibergehen. 

Wir haben fur reelle A, ft, v jetzt folgende 3 Falle zu unter- 
scheiden : 

1) Die VersweigungspunMe der Riemann'schen FlikJie fur r sind 
conjugirt complex, also 

(A + fi + v) (- A + ft + v) (A - fi + v) (A + (i — v) > 0. 

2) Die VersweigungspunMe der Riemanrischen Flaehe sind reell 
und getrennt, d. h. 

(A + ft + v) (- A + ft + v) (A - ft + v) (A + ft - v)< 0. 

3) Die VersweigungspunMe fallen in einem PunJcte der reellen Axe 
susammen : 

(A + ft + v) (- A + ft + v) (A - ft + v) (A + ft - v) = 0. 

Ich will die Benennungen jetzt so gewahlt denken, dass immer 
A ^ ft ^> v ist. Dann kann man die drei Falle auch einfacher so 

charakterisiren : 

1) A<ft + z/, 

2) A > ft + v, 

3) A = ft -J- v. 

Im ersten Falle A < ft -\- v ist B fur jeden reellen Werth von r 
reell. Ich kann also r die ganze reelle Axe durchlaufen lassen; um 
aber alle moglichen Vierecke der £-Ebene Z u bekommen, muss r die- 
selbe zweimal durchlaufen, da man bei einmaligem Durchlaufen auf 
der Riemaun'schen Flaehe noch keinen geschlossenen Weg beschreibt. 
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Diese doppelt uberdeckte reelle Axe der z-Ebene zerfallt durch die 
singularen Punkte 0, oo, 1 (bezw. a, b, c) in 6 Segmente, und der 
geometrische Charakter der Figur in der g-Ebene wird davon ab- 
hangen, in welcheni der 6 Segmente der Nebenpunkt liegt. Man er- 
halt so bei der zweimaligen Durchlaufung der reellen Axe einen Cyklus 
von 6 Figuren. Die Uebergiinge zwischen den einzelnen Figuren 
werden durch 6 verschiedene demselben System von drei Kreisen ein- 
gehangte Kreisbogendreiecke gebildet, welche den 6P-Functionen ent- 
sprechen, die aus unserer ^-Function entstehen, wenn der Neben- 
punkt in einen der singularen Punkte tritt. In den 6 Vierecken 
besitzen die Ecken a,, i t , c, stets die Winkel Arc, [in, vie und die- 
selbe Lage in der Configuration der begrenzenden Kreise. In den 
Dreiecken ist einer dieser Winkel urn n vermehrt oder vermindert, 
z. B. erhalten wir fur r = zwei Dreiecke mit den Winkehi (A -f 1) jr, 
pit, v% und (A — 1) it, (in, v% und analog fur r = oo, *■=]. 





Je nachdem (A — 1) % positiv oder negativ d. h. A ^ 1 ist, bat die 

Ecke im Dreieck dieselbe Lage wie in dem Viereck oder ist in den 

zweiten Schnittpunkt der beziiglichen Kreisbogen geriickt. Man wolle 

sich diese Verhaltnisse an den Vierecken (Fig. 3a, b) klar machen, 

indem man den Nebenpunkt r in den Punkt oder a hineinriicken lasst. 

Die gleiche Bemerkung gilt fur die beiden folgenden Falle. Ein 

2 2 1 

Beispiel der 12 Figuren giebt fur A = -, ft = -, v = - die bei- 
gefugte Tafel unter Nr. I *). 



*) In Ritter's Bearbeitung fanden sich far jeden der drei Falle je 4 Serien 
von Figurenskizzen , den 4 Bedingungssystemen entsprechend : 

1) *>1, /*>!, »>1, 

2) a>l, fi>l, v<l, 

3) *>1, /»<t, v<l, 

4) *<I, (»<1, v<l. 

Doch bieten diese keine wesentlichen Unterschiede. Ich glaubte daher die iiber- 
grosse Figurenzahl fur den Druck in der Weise reduciren zu sollen, dass ich die 



28 E. RlTTEE. 

Im sweiten Falle A > (i -f- v ist B nur reell fur Werthe von r 
ausserhalb der Strecke zwischen den beiden Verzweigungspunkten : 

p _ X 2 + ft 3 - v* - ~}/{ X 4- y + y) (X - ft — y) (X - ft + v) {X + it - v) 
■«l g£i , 

p = * 2 + ft' — ■"' + V(i- + i» + ") (* — ft - ») (* - ft + ") U + ft -T) 

Diese liegen beide im Intervall zwischen 1 und oo. Um das zu be- 
weisen, brauche ich nur zu zeigen, dass i2, > 1 ist. Ich kann 
schreiben : 

-p _ X 2 + ti 2 — v 2 — V(X 2 — p* — v*? — in* V* 

M l 2^ 

^ X 1 + ft' — v 2 — V{X 2 —li 2 — v 2 ) 2 
-" 2ft 2 

Nun ist I > ft -f v> also auch A 2 > (ft + v) 2 > ft 2 + v 2 , folglich 
A 2 — ft 2 — v 1 > 0, d. h. 



j/(A 2 — ft 2 — v 2 ) 2 = A 2 — ft 



2 *,2 



; 



und so ergiebt sieh: 

7? \ (* 2 + ft 2 - * 2 ) - U s - " 2 — * 2 ) i u 

i?, > v — - -±-^ ^- : ^ = 1 , w. z. b. w. 

Um alle moglichen Viereeke und Dreiecke zu erhalten , haben wir 
r nur ausserhalb der Strecke B l B 2 zu variiren, aber so, dass wir jeden 
Punkt zweimal iiberstreichen , einmal im oberen, einmal im unteren 
Blatt der Riemann'schen Flache. Wahrend der Punkt r bei B x oder 
B 2 in's andere Blatt ubergeht und umkehrt, lauft der Riickkehrpunkt 
p in der £- Figur auf derselben Kreislinie, auf der er sich befindet, 
in demselben Sinne weiter, ohne dass die Figur ihren morphologischen 
Charakter andert. Ich werde dementsprechend fur die Lage von r in 
dem Intervalle 1 < r <^ B l und in dem Intervalle B 2 <^ r < oo nur 
je eine Figur zu zeichnen haben, wahrend den Intervallen — oo < r < 
und < r < 1, ebenso den speciellen Lagen r = 0, 1, oo je zwei 
morphologisch verschiedene Dreiecke entsprechen. Der Cyklus besteht 
also wieder aus 12 Figuren, die durch stetiges Wandern des Riickkehr- 

punktes q aus einander folgen. Ein Beispiel fur A = ^, f* = j, v = 7 
giebt die Tafel unter Nr. II. 



Figuren 3a, b dem Texte hinzufiigte, die den in Frage stehenden Unterschied 
angeben, dann jedocb allemal nur eine der Figurenserien beibebielt. Dieselben 
babe icb in derselben Weise , wie die Figurentafeln meiner eigenen citirten Arbeit, 
gezeicbnet und angeordnet. Jedem Beispiel babe icb die doppelt uberdeckte Axe 
binzugefugt. Soweit sie zu reellem B gebort, ist sie stark ausgezogen; durcb 
Zahlen ist angegeben , zu welcbem Intervall bezw. welchem singularen Punkt die 
einzelne Figur gebort. Scbilling. 
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Im dritten Falle A = (i -f- v endlich lassen sich die Figuren immer 
geradlinig darstellen, eine Eigenschaft, die indess auch in den vorigen 
Fallen unter Umstanden statt haben kann. Denken wir uns das System 
der drei geraden Linien gegeben, zeichnen in dasselbe irgend ein 
Viereck mit den Winkeln lit, [in, vn und einem Ruckkehrpunkte 
ein und lassen letzteren stetig wandern, so bekommen wir nieht mebr 
einen Cyklus von Figuren, sondern eine Reihe, die beiderseits durcb 
je eine Figur begrenzt ist, die nieht aus einem Viereck oder einem 
Dreieck, sondern entweder aus einem Winkelraum oder aus zwei ge- 
trennten Winkelraumen besteht. Ein Wandernlassen des Ruckkehr- 
punktes tiber diese Grenzfiguren hinaus ist unmoglich. Dureblauft 
man die Figurenreihe von der einen Grenzfigur bis zur anderen, so 

lauft der Nebenpunkt r von der Stelle — aus langs der ganzen reellen 

Axe uber oo hinweg, bis er wieder von der anderen Seite her in den 

X X 

Punkt — einlauft. — ist der Punkt, in dem sich beim stetigen Ueber- 

gang vom allgemeinen zum Ausnahmefall die Blatter der Riemann- 
schen Flache abschniiren. 

Wir erhalten also, wenn wir die Figuren etwa mit den en des 
zweiten allgemeinen Falles I > p -f- v vergleichen, von den Figuren 
seines Cyklus nur die dem eiuen Blatte angehorende flalfte. Ver- 
suchen wir, auch die dem anderen Blatte des allgemeinen Falles 
entsprechenden Figuren zu zeichnen, so findet man, dass sie sich in 
das gegebene System gerader Linien nur mit umgekehrter Aufeinander- 
folge der Ecken , also bei richtiger Aufeinanderfolge nur in ein anderes, 
symmetrisch gebildetes System dreier gerader Linien einzeichnen lassen. 
Wir bekommen somit statt des urspriinglich geschlossenen Figuren- 
cyklus zwei ganzlich von eiuander getrennte Figurenreihen, die zu 
verschiedenen , namlich symmetrisch gebauten Gruppen gehoren, ent- 
sprechend der fruher analytisch gefundenen Thatsache, dass der Cyklus 
verwandter 0-Functionen in zwei getrennte Reihen untereinander ver- 
wandter Functionen zerfallt *). Der geometrische Grand hierfur liegt, 
wie man sieht, darin, dass ein System dreier Kreise, welche nieht 
durch einen Punkt gehen, zu jedem Dreieck auch ein symmetrisches 
enthalt, dass also eine Figur, wenn sie mit der einen Aufeinander- 
folge von Ecken eingezeichnet werden kann, immer auch mit der 
anderen Aufeinanderfolge einzuzeichnen ist. Gehen aber die drei 
Kreise durch einen Punkt, sind es z. B. gerade Linien, so ist das 
symmetrische Dreieck in dem System nieht mit enthalten. Ein Beispiel 

fur A = 1—, f* == j, v = | sehe man auf der Tafel unter Nr. III. 



L 12' f 4» 3 



*) Vgl. pag. 12 dieser Arbeit, sowie Schilling, geometrische Theorie der 
s-Function mit complexen Exponenten II. Math. Ann. Bd. 46 pag. 536 f. (1895.J 
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Bei der einen Figurenreihe liegt die Ecke a t> wie man sieht, im 
Allgemeinen, d. h. wenn r nicht gleich 0, oo, 1 ist, im Unendlichen, 
die Ecken 6, und c, im Endlichen, bei der anderen umgekehrt 5, und 
c, im Unendlichen und a, im Endlichen*). 



X 
*) Von Ritter ist ubersehen worden, dass auch fur die Lage - des Nebenpunktes 

atets ein wohl brauchbarer Bereich exiatirt. Ich habe denselben in dem Beispiel III 

der Tafel sogleich in Figur 15 hinzugefugt. Fur ihn gehen alle drei Kreise durch 

dieselben beiden Punkte. Dem entspricht, dass jetzt die Gruppe nicht mehr die- 

selbe ist, wie fur die ubrigen Lagen des Nebenpunktes s. Genaueres uber diese 

Verhaltnisse wolle man in meiner bereits ofter genannten Arbeit nachsehen. 

Hier mochte ich im Anschluss an die von Bitter pag. 21 ff. gegebenen Ent- 

wickelungen nur noch den einfachen analytischen Grenzubergang fur die zu- 

gehorigen Functionen geben, den man vorzunehmen hat, urn continuirlich von 

X 
den Bereichen, fur die s in der Nahe von - liegt, zu unserem speciellen Bereich 

f 1 
X 
fur s = - zu gelangen, ohne eine unbrauchbare Ausartung zu passiren. 

Im Ausnahmefalle , d. h. fiir X + ft, + v = ist nach pag. 22. 

Q{ = — Xx x ' +1 {i. — xf.F(l, l-p,2 + l,x). 



und 



Qi' = {\ + l)x* (1 ~x) v ' . F(\, -p, 1 + 1, x) 

q; = -xx x '\i-x) v " , 



Wir bilden nun 

Qi = <*i Qi + «2 Qi', 



wo jt einen beliebigen von x unabhangigen Factor bezeichnet, den wir gemass 

der Anm. zu pag. 17 noch frei zur Verfugung haben. Es sei nun am einfachsten 

ct 2 =.l, a t = — fi + £, k = s gesetzt, wo s allgemein einen endlichen Werth 

haben moge, der bei Bewegung des Nebenpunktes s zu variiren ist und erst in 

X 
der Grenze gegen convergirt. Ruckt also der Nebenpunkt s in die Stelle - 

hinein, so wird lim s = 0, d. h. a, : k 2 = — y , und wir erhalten: 

Km g, = l(\ + l)m X ' (1 — xf, 
\imQ i = — Xx x "(l — xf 
und demnach 

lim ^» = _ (l + i) x l (l-xf =- {l+X)(b-cf(a-cy'(a-b) r .(z-a)\z-by'(g-cf . 

X + p, + v = 
ist. Wir sehen also , und das ist in der That ein wichtiges Resultat — , dass auch 

X 
Q 2 eine nicht verschwindende Function bleibt, wenn s 2 in den DoppelpunM — der 

Riemann'schen Flciehe hineinruckt 
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§ 5. 

Der Verzweigungspunkt des Fundamentalbereichs als Function des 

Nebenpunktes. 

Wir haben im vorigen Paragraphen an dem Beispiel des sym- 
metrisehen, d. h. reellen Falles geometrisch verfolgt, wie der Riick- 
kehrpunkt des £-Vierecks stetig seine Lage andert, wenn der Nebenpunkt 
langs der reellen Axe, oder langs eines Theiles derselben wandert. 
Das fuhrt uns darauf, allgemein den Ruckkehrpunkt, oder im nicht- 
symmetrischen Falle den Verzweigungspunkt des Bereichs als Function 
der Lage des Nebenpunktes s oder r anzuseben. Dabei werden wir 
fur die Variable s oder r naturgemass als geometrisches Substrat im 
allgemeinen Falle die zugehorige zweiblattrige Riemann'sche Flache zu 
Grunde legen. 



Diesen Grenzubergang konnen wir leieht auch durch unsere Bereiche, das 

Abbild des Quotienten ^ , veranschaulichen. Wurden wir in Pig. 4 oder 5 des 

w 
Beispiels III der Tafel den Einschnitt einfaeh sich zusammenziehen , oder in Fig. 11 
oder 12 in den Bereicb binein sicb weiter fortsetzen lassen, so wurden wir aller- 
dings in der Grenze einen oder zwei unbrauchbare Winkelraume erhalten. Docb 
konnen wir, ausgebend etwa von Fig. 11 den Grenzubergang aucb in der Weise 
vornehmen, dass wir an die Seite c^ einen Parallelstreifen ansetzen, wie in 
nebenstebender Figur angedeutet ist. Derselbe 
mag dann breiter und breiter werden, bis c t an ' i ??»!^\>- 

dieselbe Stelle wie 6, geriicktist, d. h. wir zur Figur 15 
gelangt sind. (Wurde der Streifen noch breiter 
werden, so gelangen wir zur Figur 12 der Tafel, so 
dass dann der Nebenpunkt s fiber den Doppelpunkt 

- gelangt ist, ohne dass in dem Bereich irgend 

welche Ausartung stattfindet.) 

Wollen wir jetzt vollige Uebereinstimmung 

zwiscben diesen soeben geschilderten geometrischen 

und analytischen Grenziibergangen herbeifuhren , so brauchen wir eirnnal den 

geradlinig begrenzten Bereicb nur so gezeicbnet zu denken, dass der Punkt 6, 

in den Nullpunkt, der dem Nebenpunkt s entsprecbende Punkt in den Einheits- 

punkt fallt, andererseits dementsprechend die abbildende Function so festzu- 

% 
legen, dass sie fur z = a,b, s, wo s = _ ist, entsprecbend die Werthe co, 0, 1 

annimmt. Dieser analytischen Normirung entspricbt, dass wir anstatt r^ die 
lineare Verbindung — ^ wahlen, wo u,$,y,S vom Parameter s abhangige 

Constanten sind, die unserer Bedingung gemass sofort zu bestimmen sind. Es ist 
wobl unnothig, auch ibre ausgerechneten Wertbe noch berzusetzen. 

Schilling. 
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(j ist der Werth von g im Nebenpunkt. Gehen wir zur urspriing- 
lichen homogenen linearen Differentialgleichung, d. h. zu der Functions- 
schaar Q zuriick, so lautet die Frage also: 

Welche Werfhe haben die Zweige der Functionsschaar Q in ihrem 
NebenpunUe s? 

Ich will der Einfaehheit halber statt mit dem Nebenpunkte s mit 
seinem Doppelverhaltniss r zu den Punkten a, b, c operiren, d. h. a, b, c 
naeh 0, oo, 1 gelegt denken. Das ist um so unwesentlicher, als ich 
schliesslich als unabh'angige Variable gar nicht r selbst benutzen will, 
sondern eine auf der Riemann'schen Flaehe eindeutige Variable, durch 
welche wir r erst quadratisch ausdrucken. 

Eine solche auf der Riemann'schen Flaehe eindeutige Variable ist 
uns unmittelbar durch das Verhaltniss 



der Zusamniensetzungscoefficienten von Q', Q" gegeben. r driiekt sich 
hierdurch in der That quadratisch aus: 

— 1Xa l ct 2 -f- (I — ft + r)a 2 2 __ or 2 — 2lo: t -f- (l — fi-\-v) a 2 

(— l + fi + v)^ 2 — 2/i« 1 o; 2 a, ( — 1-\- ft -\-v)a l — 2 >a 2 

Bezeicbnen wir die Werthe zweier Zweige Q lf Q 2 von Q im 
Nebenpunkte r mit P t , P 2 , so bilden die linearen Verbindungen von 
P ]; P 2 eine Functionsschaar auf der Riemann'schen Flaehe, die sich 
nach pag. 17 folgendermaassen durch «, , « 2 ausdriickt: 



P = a l .P 



oo 1 

X -\- 1 ft' v 

t n ti ,i 

K (iv 



h P 



oo 
X ft'+l 
X' [i" 



worin man fur r den oben gegebenen quadratischen Ausdruck ein- 
zusetzen hat. 

Der gegebene Ausdruck hangt aber gar nicht von dem Verhaltniss 

a = —■ allein ab, sondern auch von den Variablen a,, a 2 selbst. Das 

fuhrt uns mit zwingender Nothwendigkeit dazu, P nicht als eine Func- 
tion einer einzigen unabhangigen Variablen a, sondern als eine 
homogene Function, eine „Form", der zwei unabhangigen Variablen 
« t , cc 2 selbst zu betrachten. 

P(cc l! a 2 ) ist also eine Formenschaar ersten Grades der homogenen 
Variablen a lf <x 2 in der schlichten a-Ebene, auf welche die sweiblattrige 
Biemann'sche Flaehe uber der r-Ebene ein-eindeutig abgebildet ist. 

In der Zusammensetzungsformel 

G(«) -«,#(*) + «,«"(«) 

miissen, damit die dargestellte $- Function uberhaupt einen Sinn hat, 
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die Coefficienten a n a 2 der Beschrankung unterworfen werden, dass 
keiner von ihnen unendlich werden darf , und dass nicht beide gleich- 
zeitig verschwinden. Dies ist aber genau dieselbe Beschrankung, der 
man homogene Variablen bei formentheoretischen Betrachtungen stets 
zu unterwerfen hat, so dass auch diese hier ganz im Wesen der 
Sache liegt. 

Es ist nun das functionentheoretische Verhalten der Formenschaar 

P(«, , a 2 ) an den verschiedenen Stellen der a-Ebene zu charakterisiren. 

Die Schaar ist offenbar holoinorph und unverzweigt fur alle Werth- 

systeme a t : a 2 , fiir welche r von 0, oo, 1 verschieden ist, d. h. fur alle 

Werthsysteme mit Ausnahme folgender sechs: 

«, : « 2 = 1 : 0, «j : a 2 = (A — f* + v) : 2 A, 
a, :a 2 = 0:l, a, : a 2 = 2ft : ( — l-{-fi-\-v), 
« 4 : a 2 = 1 : 1, « t : cc 2 — (/I — f* + v) • (Z — ft — v) . 
Beschreibt dagegen « = a x : a 2 eine Umkreisung eines dieser Aus- 
nahmepunkte, indem gleichzeitig « 17 cc 2 selbst wieder zu ihren An- 
fangswerthen zurilckkehren , so umkreist in 

p-«i #00 + «»#'(') 

y einen der Punkte 0, oo, 1. Zwei Zweige von Q' und die entsprechen- 
den von Q" erleiden also eine bestimmte, und zwar dieselbe; lineare 
Substitution A, B oder C. Da sich a l7 a 2 reproduciren, erleiden also 
die entsprechenden Zweige von P ebenfalls dieselben linearen Sub- 
stitutionen A, B , C. Wir haben also den Satz: 

Zwei Zweige der Formenschaar P erleiden eine lineare Substitution A 
bei jeder Umkreisung eines der beiden Punkte a = und a = , 

eine Substitution B bei Umkreisung eines der Punkte a = oo und 
a = — — "t^ v , sowie eine Substitution O bei der Umkreisung der 
Punkte « = 1 und a = - — ^ , • 

P ist also, was ich in Math. Ann. Bd. 47*) eine „Biemanrische 
Formenschaar'' nenne , und zwar ist in der dortigen Bezeichnungsweise 
n = 2, p = 0, s = 6 zu setzen. 

Wir fragen vor allem nach den Exponenten der Schaar P an ihren 
6 Versweigungsstellen. 

Es sei allgemein e x ,e 2 eine solche Verzweigungsstelle , %, % 
irgend eine willkiirliehe von den Verzweigungsstellen verschiedene 
feste Stelle. Ich verstehe unter (a/3) allgemein die Determinante 
a^ — a 2 P u die an der Stelle ft,/^ in der ersten Ordnung ver- 
schwindet. Ich setze nun die Identitaten an: 



*) , Ueber Riemann'sche Formenschaaren auf einem beliebigen algebraischen 
Gebilde". (1896), p. 157—221. 

q 
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(arf) (ae) 


und schreibe also 


(ari) (as) 



P = ( £] q (r) + a 2 <?'») g| - (,, C(r) + ,, £») g$ • 

Die Fundamentalzweige von P setzen sich aus den Fundamentalzweigen 
von Q und Q" zusammen. 

Ein Zweig von Q' oder Q" oder einer linearen Verbindung von 
Q' und Q" mit constanten Coefficienten hat aber an einer Stelle e s , s 2 
in a gemessen denselben Exponenten, wie in r gemessen an der ent- 

sprechenden Stelle r = 0, r = oo oder r = 1. Denn r, -, r — 1 

verschwinden ja jedes an der betreffenden Stelle e 1 , e 2 in a gemessen 
in der ersten Ordnung, da die Verzweigungspunkte der Riemann'schen 
Flache r nicht in diesen Punkten liegen (wenn ich I, ft, v von 
verschieden voraussetze). 

Daher besitzt auch in dem letzten Ausdruck fur P das erste Glied 
dieselben Exponenten , wie die Schaar 

^Q'(r) + e 2 Q"(r), 

das zweite Glied urn 1 hohere Exponenten, als die Schaar 

ViQ'ir) + m Q"(r). 

Die 6 Werthsysteme s t , s 2 sind aber gerade diejenigen auf Seite 19 
angegebenen speciellen Werthsysteme a lt a 2 , fiir welche sich 

«i <?'(«) + <*2 0"O) 

auf eine P- Function reducirt; wir konnen danach die Exponenten der 
Fundamentalzweige des ersten Gliedes im Ausdruck fiir P sofort an- 
geben, namlich 



6,:e 2 =l:0 Exp.: I' + \,l" 
e t :s 2 =0:l „ ft'+l,(/" 
s,:e 2 <=l:l „ v -\-\,v" 



£,:e 2 =(A — (i + v):2l Exp.: l',k"-\-\, 

s i :e 2 =2 ( i:(-A-\- l i + v) „ ft', ft"-fl, 

« 1 :£ 2 =(/l— ft + v):(A-ft — v) „ v', i/' + l. 



Die Exponenten des zweiten Terms in P sind dagegeu mindestens, in 
entsprechender Weise angeordnet: 



X + 1 , I" + 1 

/*' + !, ^"+1 
v' + l, v" + l 



r + i, r + i, 

v' + l, v"+l, 
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also nicht niedriger als die entsprechenden Exponenten des ersten 
Gliedes. Daher sind auch die Exponenten der Formenschaar P an den 
6 Stellen jedenfalls mindestens gleich den fur das erste Glied an- 
gegeberien. 

Um zu beweisen, dass sie thatsachlich nicht grosser sind, undum 
gleichzeitig zu zeigen , dass die Formenschaar P keine Nebenpunkte in 
der a-Ebene besitzt, benutze ich jetzt einen Satz fiber die Anzahl der 
Nebenpunkte in einer Formenschaar von gegebenem Grade und ge- 
gebenen Exponenten, den ich in der oben genannten Arbeit*) be- 
wiesen habe: 

Die Anzahl der Nebenpunkte einer w-gliedrigen Riemann'scben 
Formenschaar auf einem algebraischen Gebilde vom Geschlecbte p ist 

Q = nd+n(n — l)(p — l) - El + s • w(w ~ 1) > 

unter d den Grad der Formenschaar, unter s die Anzahl der Ver- 
zweigungspunkte , unter El die Summe der Exponenten in denselben 
verstanden. 

8 ist hierbei in multiplicativen Primformen zu messen. 

In unserm Falle ist n = 2, p = 0, d = 1, s = 6, also 

p = 6 — El. 

Unsere Formenschaar ist an alien von den Verzweigungsstellen 
verschiedenen Stellen holomorph , kann also hochstens Nebenpunkte von 
positiver Multiplicitat besitzen, es muss also nothwendig p^O sein. 
Das giebt zuerst fur die Exponentensumme die Ungleichung 

ei <:6. 

Nun ist aber die Summe der auf der vorigen Seite angegebenen 
Mindestwerthe ffir die Exponenten schon = 6 ; also kann kein Ex- 
ponent einen grosseren Werth haben, als den angegebenen Mindest- 
werth , da sonst El > 6 ware. Also haben die Exponenten genau die 
angegebenen Werthe. Dann ist aber El = 6, also q = 0, d. h., die 
Formenschaar P besitzt keinerlei Nebenpunkte. 

Wir konnen also unsere Formenschaar P jetzt so kennzeichnen : 
P besitst an seinen 6 Verzweigungsstellen die folgenden genauen 
Exponenten: 



an £, : s 2 = 1 : Exp. I' + 1, 1" 
£l :£ 2 =0:l „ ji'+l, (*" 
£,:£ 2 =1:1 ., v'+l, v" 



El :s 2 = (l—fi + v):2l Exp. I', l"+\, 

e 1 :e 2 = 2ft:(— k + p+v) „ (i' } ft" + l 

s i :s 2 = (l — ft + v):(A — (i—v) „ v',v"+\ 



und besitst nirgends einen NebenpunM. 



*) Math. Ann. Bd. 47, pag. 163. 
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Dasselbe Resultat gilt natiirlich bei Riickwartsiibertragung auf die 
Riemann'sche Flache r, wenn man z. B. statt « 1; cc 2 als homogene 
Coordinaten die Ausdriicke 

r t = — 2 X a x a 2 -\- (A — (i -f- v) cc 2 2 , 
r 2 = (— X-\-fi-\-v)a t 2 — 2fi «, cc 2 

einfiihrt; nur ist dann der Grad in r i , r 2 natiirlich -, und in den Ver- 

zweigungspunkten It der Flache sind die Exponenten in (r — B) 2 zu 
messen. 

P muss als eine Eiemann'sche Formenschaar von cc i , a 2 natiirlich 
einer homogenen linear en Differentialgleichung zweiterOrdnung geniigen*). 



*) Wie Eitter die Fortsetzung dieser Untersuchungen dachte, ist mir nicht 
bekannt. Vor allem wiirde man wiinschen,' die Differentialgleichung in extenso 
aufzustellen , also auch ihre aceessorischen Parameter zu bestimmen. Wann werden 
letztere insbesondere fur reelle Grossen V, ft 2 , v 2 gleichfalls reell sein, wie lasst 
sich der zugehorige Fundamentalbereich des Quotienten zweier linear unabhangigen 
Particularlosungen construiren? Sodann wvirden die Betrachtungen auch fur den 
Ausnahmefall vollstandig durchzufuhren sein. Schilling. 
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